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Le  succès  qu’obtient  dans  l’enseignement  nn  ouvrage 
élémentaire,  impose  à son  auteur  l’obligation  de  cbcrcber 
h le  perfectionner,  en  profitant  des  conseils  que  veulent 
bien  lui  donner  des  professeurs  éclairés. 

Plusieurs  observations  m’ont  été  faites  sur  la  théorie  du 
plus  grand  commun  diviseur*,  et  en  clfel , quelque  soin 
que  j’eusse  apporté  au  développement  de  cette  théorie  , je 
ne  me  dissimulais  pas  que  certains  passages  oflraient  des 
difficultés  que  je  n’avais  pu  lever  entièrenicul  ; aussi  ai-je 
présenté  , dans  cette  édition  , une  nouvelle  théorie  qtie 
je  crois  exempte  de  tout  reproche,  sons  le  rapport  de  ‘ 
l'exactitude  et  de  la  rigueur.  Toutefois  , comme  elle  se 
fonde  sur  un  principe  dont  la  démonstration  (*)  ne  laisse 
pas  d’être  fort  étendue  , j’ai  pensé  qu’il  convenait  de  ren- 
voyer celle-ci  à la  fin  de  l’ouvrage , dans  une  note  oi’i 
' j’expose  en  même  temps  une  méthode  générale  pour  dé- 
composer un  polynôme  rationnel  et  entier  quelconque  en 
facteurs  premiers. 

Dans  l’exposition  des  principes  sur  la  divisibilité  des 
fonctions  entières,  tout  en  substituant  celte  dernière  déno- 
mination à celle  de  polynômes  ivlatijs,  qui  était  un  peu  , 
vague  , j’ai  rétabli,  d’après  l'avis  de  plusieurs  person- 
nes, la  dénomination  de  dwiseur  relatif  comme  expri- 


(*)  Snivani  les  renseigneraens  qae  j’ai  pn  recncillir,  cette  cle'monttralioa 
serait  fine  S nn  ite  mes  rnnfrfret , M.  Lefebore  de  Fonrey, 
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mnnt  très  exactement  l’iJée  «jiron  doit  y atlaclicr.  J’ai 
m<^me  fait,  précéder  la  théorie  du  plus  grand  commun  di- 
viseur ordinaire  de  celle  du  plus  grand  commun  diviseur 
relatif,  comme  étant  plus  simple  et  pouvant  ainsi  servir 
d'introduction  à l’autre.  Je  compare  ensuite  les  deux 
théories , pour  faire  ressortir  leur  différence. 

A l’occasion  des  principes  dont  je  viens  de  parler,  je 
crois  devoir  entrer  dans  quelques  explications.  Il  paraî- 
trait que  celte  espèce  d’introduction  à la  théorie  générale 
des  équations,  serait  peu  goûtée  des  élèves  et  des  profes- 
seurs eux -mêmes,  non  à raison  de  la  difficulté  qu’on 
éprouve  à les  entendre  , puisqu’ils  sont  loul-à-fail  analo- 
gues à ceux  qui  ont  été  établis,  en  Arithmétique,  sur  la 
divisibilité  des  nombres  , mais  parce  qu’on  ne  saisit  pas 
Lien  la  liaison  qui  existe  entre  eux  et  les  propriétés  des 
équations.  Or , voici  les  motifs  sur  lesquels  je  me  suis 
fondé  en  suivant  cette  marche  : 

l“.  Pour  démontrer  que  si  une  expression  quelconque 
a est  racine  dune  équation,  le  premier  membre  est  di- 
visible par  X — a , on  suppose  ordinairement  qu’un  pro- 
<luil  de  la  forme  (x  — a)  . Q , (Q  étant  une  fonction  en- 
tière de  x)  devient  nul , lorsqu’on  fait  x = a , parce  que, 
dit-on  , Q ne  saurait  devenir  infini,  puisque  , par  hypo- 
thèse, X n’entre  pas  en  dénominateur.  Mais  ne  pour- 
rait-on pas  considérer  à prioii  une  équation  dont  quel- 
ques-uns des  CQcfficiens  fussent  infinis?  Dans  ce  cas,  le 
polynôme  Q aurait  aussi  des  coefficiens  infinis,  et  dès 
lors  le  principe  ci-dessus  serait  en  défaut.  Le  mode  de 
démonstration  que  j’ai  adopté  me  parait  exempt  de  cette 
objection. 

a“.  Pour  démontrer  que  toute  équation  a autant  de 
racines  qu'il  y a d'unités  dans  l’exposant  de  son  degré, 
et  ne  peut  en  avoir  davantage,  on  admet  également  ce 
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principe,  qu’un  produit  de  la  forme  (x — a)(x — — 7) 
est  nul,  et  ne  peut  être  nul  qu’autant  que  l’un  des  fac- 
teurs x — a,  X — b,...  est  lui -même  égal  à o.  Or,  ce 
principe,  qui  peut  être  assez  facilement  admis  lorsqu’on 
raisonne  sur  des  quantités  réelles,  ne  saurait  l’être  aussi 
légèrement,  lorsqu’il  s’agit  d’expressions  générales,  telles 
que  a,  b,  c,  d,,...  dont  la  forme  et  la  nature  nous 
sont  inconnues,  et  qui  même  peuvent  être  toutes  ou 
en  partie  imaginaires.  Le  mode  de  démonstration  que 
j’emploie  ne  suppose  ce  principe  en  aucune  façon. 

Au  contraire,  lorsqu’une  fois  la  proposition  générale 
est  établie  , on  peut,  en  se  fondant  sur  la  composition 
des  équations  ( n“  ) , démontrer  de  la  manière  la 
plus  générale  , i°.  quun  produit  est  nul,  toutes  les  Jois 
que  l'iin  de  ses  facteurs  est  nul;  2".  qu'un  produit  ne 
saurait  être  nul  qu  autant  qUe  Vun  de  ses  facteurs  est 
nul  aussi.  Car  soit  un  produit  a .b  .c  . d.  ..  l d’expres- 
sions algébriques  de  nature  quelconque.  Regardons  ce 
produit  comme  le  dernier  terme  d’une  équation  dont  les 
racines  seraient  a,  b,  c.... 

Cela  posé,  1*.  si  l’on  admet  que  l’un  de  ces  facteurs 
soit  nul,  l’équation  a alors  une  racine  égale  à o , ce  qui 
exige  que  le  dernier  terme  manque  dans  l’équation;  donc 
le  produit  a . b . c . d l est  égal  à o ; 2°.  réciproque- 

ment , si  l’on  suppose  ce  produit  égal  à o , l'équation 
renferme  x comme  diviseur,  et  est  saüsfaite  par  x=o; 
donc  l’un  des  facteurs  a,  b,  c....  est  égal  à o. 

Cette  explication  suffira , je  le  pense , pour  justifier 
ma  persévérance  à conserver  dans  le  septième  chapitre  les 
principes  sur  la  divisibilité  des  fonctions  entières. 

On  trouvera  également  dans  ce  chapitre  , qui  est  le 
seul  où  j’.aie  fait  des  changeincns  importans  , une  applica- 
tion de  la  théorie  du  commun  diviseur  à rabaissement 
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d'une  équ.ition , dans  le  c<')S  où  l’on  sait  d avance  que  deux 
des  racines  ont  entre  elles  une  relation  déterminée  et  ex- 
primée par  une  équation  du  premier  degré.  Le  prin- 
cipe fondamental  de  la  théorie  des  racines  égales  n’est, 
comme  je  le  fais  voir,  qu’un  cas  particulier  de  cette 
question. 

Parmi  les  personnes  qui  m’ont  honoré  de  leurs  ob- 
servations et  de  leurs  conseils,  je  citerai  particulièrement 
M.  Vincent,  l’im  des  professeurs  les  pins  distingués  des 
collèges  de  Paris,  auteur  d’une  nouvelle  Géométrie,  et 
M.  Miet,  mon  ancien  élève,  professeur  au  college  de 
Henri  IV,  qui  a bien  voulu  me  seconder  dans  la  réim- 
pression de  mou  ouvrage. 
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ALGÈBRE^ 


mTRODUCTION. 


I.  L’Algèbbe  est  la  partie  des  Mathématiques  où  l’on  emploie 
des  signes  propres  à abréger  et  à généraliser  les  raisonnetnens 
que  comporte  la  résolution  des  questions  relatives  aux  nombres. 
On  distingue  deux  especes  principales  de  questions  : 

Le  théorème  J qui  a pour  but  de  démontrer  l’existence  de  cer- 
taines propriétés  par  rapport  à des  nombres  connus  et  donnés  ; 
et  le  problème  J dont  l’objet  est  de  déterminer  certains  nombres 
d’après  la  connaissance  d’autres  nombres  qui  ont  avec  les  pre- 
miers des  relations  indiquées  par  l’énoncé. 

a.  Les  élémens  principaux  dont  on  fait  usage  en  Algèbre, 
pour  parvenir  à ce  double  but,  sont  : v 

1®.  Les  lettres  de  l’alphabet,  qui  servent  à désigner  les  nom- 
bres sur  lesquels  on  doit  raisonner.  Leur  usage  est  nécessaire, 
soit  pour  abréger  les  raisonnemens,  soit  pour  les  généraliser*, 
en  ce  que  l’on  sent  mieux,  par  l’emploi  de  ces  lettres , que  telle 
ou  telle  propriété  appartieAt  à plusieurs  nombres  à la  fois  ; ou 
bien , s’il  s’agit  d’un  problème , que  la  manier/  de  satisfaire  à 
son  énoncé  est  indépendante  de  toute  valeur  particulière  at- 
^ tribuée  aux  nombres  compris  dans  cet  énoncé. 

a®.  Le  signe  -(-,dont  on  se  sert  pour  marquer  l’addition  de 
deux  ou  plusieurs  nombres,  et  qui  s'énonce  plusi 

Ainsi , a5  -f-  36  s’éffonce  a5  plus  36,  ou  aS  augmenté  de  36. 
De  même  , a & s’énonce  a plus  bj  ou  le  nombre  désigné  par 
a,  augmenté  du  nombre  désigné  par  b, 

3®.  Le  signe  — , qui  s’énonce  moins,  et  dont  on  fait  usage 
pour  marquer  la  soustraction  de  deux  nombres  l'un  de  l’autre. 
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Ainsi  45  — 24  s’énonce  4^  moins  a4>  ou  4 5 diminué  de  a4» 
ou  bien  encore,  la  différence  de  45  à 24.' 

a — -^b  s’énortce  a moins  bj  ou  a diminué  de  b. 

4“-  Le  signe  de  la  multiplication , qui  est  X , ou  un  point  que 
l’on  place  entre  les  deux  quantités. 

Ainsi  36  X a5,ou  36.25,  s’énonce  36  multiplié  par  a5,  ou 
le  produit  de  36  par  2.5. 

Lorsque  les  nombres  dont  ou  veut  indiquer  la  multiplication 
sont  désignés  par  des  lettres , on  convient  encore  de  les  écrire 
les  uns  à la  suite  des  autres,  sans  interposition  de  signe. 

Ainsi  ab  signifie  la  même  chose  que  n X ^ Au  a. b-,  abc  si- 
gnifie la  même  chose  que  a'X.bX.c  ou  a.b.c. 

Il  est  bien  entendu  que  la  notation-a/^  ou  abc,  qui  est  plus 
simple  que  celle  aXé  ou  aX^Xc,  ne,  peut  être  employée 
que  lorsque  les  nombres  sont  désignés  par  des  lettres;  car  si 
l’on  voulait,  par  exemple,  représenter  le  produit  de  5 nar  6, 
et  qu’un  écrivît , 'pour  abréger,  56,  on  confondrait  cette  nota- 
tion avec  le  nombre  cinq uante^six  écrit  dans  le  système  déci- 
mal. Cette  remarque  est  importante  pour  les  commençans. 

5®.  Le  signe  de  la  division,  qui  se  compose  de  deux  points  r 
que  l’on  place  entre  le  dividende  et  le  diviseur,  ou  bien  encore 
d’une  barre  — , au-dessus  et' au-dessous  de  laquelle  on  place 
le  dividende  et  le  diviseur.  • ; 

" . * . 24 

Ainsi  24  I 6,  on  , s’énonce  24  divisé  par&,  ou  le  quotient 
de  24  par  6.  • ' ‘ 

d * ‘ 

- o\ia\b  s’énonce  a divisé  par  b.  On  dit  encore  : a sur  b, 

ô ‘ ‘ 

. La  notation  - est  la  plus  usitée. 

6®.  Le  coeffcùntj  signe  qu’on  emploie  lorsqu’un  nombre, 
désigné  par  une  lettre,  doit  être  ajoulétt  lui-même  plusieurs 
fois.  Ainsi,  au  lieu  d’écrire  a-J-a-f-a-f-a-J-u  , qui  représente 
le  nombre  a ajouté  à lui-même  4 fuis,  on  écrit  5a.  De  même, 

I la  représente  a ajouté  à lui-même  10  fois;  viab  représente  le 
produit  a par  b , ajouté  1 1 fois  à lui-même. 
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Le  coefficient  eet  U nombre  particulier  écrit  à la  gauche  ^ 
d'un  autre  désigné  par  une  ou  plusieurs  lettres.,  qui  marque 
le  nombre  de  fois,  plus  un,  que  ce' second  nombre  est  ajouté  à 
lui-même. , 

■J®.  XJ  exposant,  signe  dont  on  se  sert  lorsqu’un  nônlbre,  dé- 
signé par  une  lettre,  est  multiplié  plusieurs  fois  par  lui-méme. 
Ainsi , au  lieu  d’écrire  aXaXaXaXn,  ou  a. a. a. a. a, 
on  écrit  plus  simplement  a*,  qui  signilie  : a élevé  à la  5*  puis- 
sance, ou  le  produit  de.  a multiplié  4 fois  par  lui -même, 
è®  est  la  même  chose  que  X X ^ X ^>,X  6 X i,  ou  le  pro- 
duit de  b multiplié  5 fois  par  lui-même.  .ï; 

Idexposant  est  un  nombre  écrit  à la  droite  et  ui^ peu  au- 
dessus  d'une  lettre;  il  marque  combien  de  fois,  plus  une,  Is 
nombre  désigné  par  la  lettre  doit  être  jpultiplié  par  lui-même, 
ou  combien  de  fois  cette  lettre  est  facteur  dans  un  produit  ' 
On  appelle  puissance  le  résultat  de  la  multiplication  d’un  • 
nombre  plusieurs  fois  par  lui-même,  et  degré  de  la  puissance, 
l’exposant , c’est-à-dire  le  nombre  de  fois  plus  un  qiie  ce  nombre 
doit  être  multiplié  par  lui-même.  . • ^ 

Pour  faire  sentir  toute  l’importance  de  l’exposant  en  Algèbre, 
supposons  qu’on  veuille  exprimer  qu’un  nombre  a doit  être 
multiplié  3 fois  par  lui -même,  que  le  produit  résultant  ()oit 
être  multiplié  3 fois,  de  suitef  par  b , et  qu’enfm  le  nonvean 
produit  doit  être  multiplié  2 fbis  de  suite  par  c ; on  écrira 
simplement  ab^c*.  _ 

Veut-on  ensuite  exprimer' ,que  ce  dernier  résultat  doit  être 
ajouté  6 fois  à lui-même,  ou  doit  être  multiplié  par  7 ? on 
écrira  qa^b'd-  Ceci  donne  une  idée  d«  laconisme  de  la  langue 
algébrique.  ' . ' ^ 

8®.  Le  signe  v/i  dorft  dn  fait  précéder  un  nombre,  lorsqu’on 

veut  indiquer  que  l’on  a à 'extraire  de  ce  nombre  une  racine 
. 3 ' ' 

d’un  certain  degré.  Ainsi^  (/a  s’énonce  racine  troisième  ou 

cubique  de  a,  ^ b s’énonce  racine  quatrième  de  b.  ' 

On  appelle  racine  2®,  3®,  4**  • • • d’un  nombre,  un  $er3>ad 
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nombre  qui , étant  élevé  à la  2*,  3*>  4'-  • • • puissance,  repro- 
tlnit  le  premier  nombre.  ^ > 

Nous  ne  ferons  usage  du  .signe  V/  qu’à  partir  du  troisième 
cba])itre. 

Le  signe  au  moyen  duquel  on  exprime  que  deux  quan- 
tités sont  égales.  Ce  signe  est  =,  et  s’énonce  est  égal  à. 

Ainsi,  pour  exprimer  brièvement  que  la  dÜTérence  de  36  à 
25  est  égale  à 1 1 , on  écrit  36  — u5  = 1 1 .. 

C’est-à-dire,  36  moins  25  est  égal  à 1 1 , ou  égale  1 1. 

10®.  Le  sign«  d’inégalité  ]>,  dont  on  se  sert  pour  exprimer 
qu’une  quantité  est  plus  grande  ou  plus  petite  qu’une  autre. 

• Ainsi,  6 signifie  a plus  grand  que  b,  aC^b  signifie  a 
moindre  que  5;;  c’est-à-dire  quo  l’outerture  du  signe  doit  être 
tournée  du  cété  de  la  p^us  grande  quantité.  . 

• D’après  l’exposé  précédent,  oir  voit  que  l’on  peut  regarder 
l’Algèbre  comme  une  espèce  de  langue* qui  se  compose  d’nnc 
suite  de  signes,  à l’aide  desquels  on  suit  avec  plus  de  facilité 
l’cncbaînemeot  des  idées,  dans  les  raisonnemeusqü’oii  est  obligé 
de  faire, _soit  Jiour  démontrer  l’existence  d’une  propriété,  soit 
pour  trouver  la  Solution  d’un  problème. 

On  concevra  mieux  encore  l’utilité  des  signes  algéliriqucs , 

. par  les  rptestions  suivantes  : 

• 

rBUdÈRE  QUESTION.  . 

3.  La  somme  de  deux  nombres  est  67,  Uar  différence  est  ig; 
quels  sont  res  deux  nombres? 

Solution.  . 

^ • - 

Tâchons  d’abord  d’ét.iblir , à l’aide  de.s  signes  dont  nous 
sommes  convenus,  une  liaison  entre  les  nombres  donnés  et 
les  nombres  inconnus  de  l’énoncé  : 

Si  le  plus  petit  des  deux  nombres  cherchés  était  connu,* on 
aurait  le  plus  grand,  en  ajoutant  19  au  plus  petit.  Cela  posé, 
désignons  le  plus  petit  nombre  par  x;  le  plus  grand  |ieul  alors 
être  désigné  par  x -f-  ig;  leur  somme  est  doue  x -j- jc  -j-  ig,  ou 
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IX  + 19.  Mais,  «l’aprcs  l’énoncé,  celte  so'inme  doit  être  67.  On 
a donc  l’égalité  ou  Véquatiun. ...  2j.  + '9  = 67- 

Or,  si  2.x  augmenté  de  19  donne  6'j  pour  résultat , ?..t  seul 
est  égal  à 67  moins  19,  ou  a*  =67  — 19,  ou  elléctuant  la 
soustraction,  2x=x^Q. 

Sonç  eniin,  x est  égal  à la  moitié  de  c’est-à-dire  , 


Le  plus  petit  nombre'étant  a4,  le  plu.s  grand  x -f , 19  est  a4  -{-■9 
ou  43.  • ' 

En  effet, ona  43  + 24  = ^7»  4^  — ’-4— ■9- 

. * f'^oici  le  tableau  des  calculs  algébriques. 

^it  x..%.  le  plus  petit  nombre, 

* + *9  est  le  plus  grand.  . 

É<j..  2x  + ig  = 67,  d’où  2x=67 — 19=41!;  donc  x=^=a4, 

et  par  conséquent , 'a  -f-  *9  = ^4  -H  *9  — 43-  ■ 

En  effet,  434-24  = 67,  43  — 24  = 19- 

• ,•  'Autre  solution. 

.H 

Soit  X le  plus  grand  nombre  , ' . 

X — 19  est  le  plus  petit. 

* '■  8t> 

Éq..  2JT— 19=67,  d’où  2x  =67-}- 19=86;  donc  x=  -—  = 43, 

et  par  conséquent , x — 19  = 43  — *9  = 24. 

On  Toit  par  là  comment,  ù l’aide  des  signes  algébriques,  on 
parvient  à comprendre,  dans  un  cadre  très  resserré , les  rai- 
sonnemens  qu’on  est  obligé  de  faire  pour  résoudre  un  pro- 
blème; raisonnemens  qui , écrits  en  langage  ordinaire,  exige- 
raient souvent  une  ou  plusieurs  pages. 

.SOLUTION  oiNiaALE  ns  ce  raoELèME. 

4.  'La  somme  de  deux  nombres  est  a,  leur  difirence  est  b. 
On  demande  les  deux  nombres  ? 

Soit  x,  . . , le  plus  petit  nombre  , 

x-^b  désigne  alors  le  plus  grand. 


% 
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Éq..  + troii  2jr=a — b)  donc  xz 


a 

2 


b 
a ' 


2 2 2 3 


et  par  conséquent , 

Comme  la  forme  de  ces  deux  résultats  est  indépendante  de 
toute  valeur  particulière  attribuée  aux  lettres  a et  ù,  il  s’ensuit 
que,  connaissant  la  somnit  dt  deux  nombres  et  leur  différence^ 
on  obtiendra  le  plus  fjrand  nombre  en  ajoutant  la  demi-somme 
à la  demi- différence  J et  le  plus  petit  j en  retranchant  de  la 
demi-somme  la  demi-différence. 

Ainsi,  que  la  somme  donnée  soit  23^,  et  la  düTérence  99  ; 


le  pins  grand  est 


ou  i^JS  = ^=468, 


2 


i38  „ 

= üq. 

2 ^ 


1 1 207  qq 

et  le  plus  petit,  — “,  uu  — uy.  - ^ 

En  effet,  168+69  = 237,  i68  — 69=99.  • 

On  conçoit,  d’après  la  question  précédente,  l’utilité  des  lettres 
pour  représenter  les  données  d’un  pi'oblème.  Comme  on  ne  peut 
qu’indiquer  sur  ces  lettres  les  opérations  de  l’Arithmétique,  le 
résultat  auquel  on  par>icnt  conserve  la  trace  des  opérations 
qu’il  faut  effectuer  «ur  les  quantités  connues,  pour  obtenir  les 
valeurs  des  quantités  que  l’on  cherche.  , 

Les  expressions  “ "1"  ~ ~ — ~ > auxquelles  on  est  parvenu 

dans  le  problème  précédent , s’appellent,  en  Algèbre,  des  for- 
mules j parce  qu’elles  peuvent  êlre  regardées  comme  compre- 
nant les  solutions  de  toutes  les  questions  de  même  nature  que 
la  précédente,  dans  l’énoncé  desquelles  on  fait  sculcmeut  va- 
rier les  valeurs  numériques  des  données. 


DKTXlèliX  QUESTION.  — TnéORÈlIC. 

5.  La  somme  de  deux  nombresj  mutiplièe  par  leur  diffi— 
rencej  donne  pour  produit  la  différence  des  carrés  ou  des  se- 
condes puissances  de  ces  deux  nombres. 

Ainsi,  soient  12  et  9 ces  deux  nombres;  leur  somme  est  ai, 
et  leur  différence  3,  On  reconnaît  que  le  produit  ai  X 3 ou 
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63,  est  égal  à i44^ui  est  le  carré  de  12,  diminué  de  81  qui  est 
le  carré  de  9. 

Mais,  pour  mettre  en  évidence  cette  propriété,  quels  qu^ 
soient  les  deux,  nombres , représentons  ces  nombres  par  les 
lettres  a et  La  somme  sera  exprimée  par  a -f*  ^ , et  la 
différence  par  a — b,  y • 

Pour  former  le  pxoduit  de  ces  deux  expressions , 00  sup- 
posera d’abord  que  l’on  ait  à multiplier  la  somme  a-\-  b 
par  a,  et  le  produit  sera  a X a -f-  & X a,  ou  plus  simplement, 
a'  + ab',  car  il  faut  prendre  chacune  des  deux  parties  dont 
a + b est  composé,  autant  de  fois  qu’il  j a d’unités  «km  9 , et 
ajouter  les  deux  produik,M|i^i8  cé  W^t^oint  par  a 
qu’il  fallait  multiplier,  djalKpar  a dks^^é  de  b ; ainsi,  le  pro- 
duit -t-  ab  est  trop  fort 'i^'^taduit  de  a •4*  ^ P®*"  b,  c’est-à- 
dire  de  ab  -f-  6*.  Il  faut  'donc  retraneber  ab  -f-  6*  du  produit 
précédent  a’  -f-  ôA;  ce  qu’on  indiquera  alggltriquement  de  cette 
manière  : a*  -f-  ai  — ab  — é*.  Comme  d’ailleurs  les  deux  pro- 
duits -f-  ab , — ab  se  détruisent  réciproquement,  il  vient  enfin 
a*  — i’  pour  le  produit  demandé- 

Ce  résultat  a^  — ayant  été  obtenu  indépendamment  de 
toute  valeur  particulière  attribuée  à a et  i,  il  s’ensuit  que  le 
théorème  énoncé  est  vrai  pour  deux  nombres  quelconques. 

' ^ 

^ THOlSlislR  QUBSTIOX;  THéonÈMK. 

6.  Si  J aux  deux  termes  d’une  fraction  proprement  ditSj  ou 
d’un  nombre  plus  petit  que  l’unitij  on  ajoute  un  même  nombroj 
la  nouvelle  fraction  qui  en  ^résulte  est  plus  grande  que  la 
première,  / 


Soit  — la  fraction  proposée;  ajoutons  3 à ses  deux  t||biês, 


il  vient  — Ces  deux  fractions , réduites  au  même  dénomina- 
i5 


teur,  deviennent  ; or,  la  2*  fraction  est  évidemment 

180  joo 

plus  grande  que  la  première. 

tour  reconnaître  si  ce  théorème  est  vrai  , quelle  que  soit 


t 
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la  fraction  proposée,  désignons  celle  fraction  par  en  sup- 
posant a'^b.  « 

Soit  m le  nombre  ajouté  aux  deux  termes  de  cette  fraction  ; 

Il  1 

elle  deYient.,  . 7—; — . 

o + m 

t* 

Afin  de  comparer  ces  deux  fractiops , il  faut  les  réduire  au 
même  dénominateur;  il  suffit  pour  cela  de  multiplier  les  deux 
termes  a et  & de  la  première  fraction  par  è ^ 'n , et  les  deux 
termes  de  la  seconde  par  b.  Or  , multiplier  a par  ^ -f-  m , re- 
vient à prendre  a autant  de  fois  qu’il  j a d’unités  dans  b , plus 
autant  de  fois  qu’il  j a d’unités  dans  m;  ce  qui  donne  ab-i~am. 
On  prouverait  de  même  que  le  produit  de  b par  b-\-m  at 

b*-j-bm,  ce  qui  donne  pour  la  première  fraction. 

* • 

De  même,  si  l’on  multiplie  les  deux  termes  de  la  seconde  — — — 

O m 

par  b,  comme  on  l’a  vu  (n®  5)  , elle  devient 

' « -f-  bm 

Les  deux  numérateurs  ab  -f-  am , ah  -f-  bm  ont  une  partie 
commune  ab  ; et  la  partie  bm  du  second  numérateur  est  plus 
grande  que  la  partie  ai»  du  premier  numérateur , puisqu’on 
a supposé  a.  Donc  aussi  .^a  seconde  fraction  est  plus  grande 
que  la  première;  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

On  voit  d’ailleurs,  parle  raisonnement  précédent,  qu’il  faut 

que  - soit  uue  fraction  proprement  dite,  pour  que  le  théorème 


soit  vrai;  car  autrement,  il  le  serait  dans  un  ordre  inversé, 
pui«m’nIors  on  aurait  ab  -{-  bm  <^ah  am. 

' 7.  Cn  réfléchissant  sur  les  solutions  qui  ont  été  données  des 
questions  précédentes , on  sentira  que  l’emploi  des  signes  al- 
gébriques doit  donner  lieu  à des  règles  communes  à plu- 
.sieurs  questions.  C’est  ainsi,  par  exemple , que  dans  la  seconde 
et  la  troisième  question , on  a été  conduit  à eficctuer  la  multi- 
plication d’une  somme  a b par  un  norobretu  , d’une  somme 
a-\-m  par  b,  d’un  nomlire  a par  une  somme  b -f-  m.  D’où 


WrnoDucTioN.  ' 


9 , 

il  résulte  qu’en  élabl^sant  des  jiréceptes  généraux  (tour  trou- 
ver les  résultats  des  opérations  qu’on  peut  avoii*  à effectuer 
sur  les  quantités  algébriques,  on  aurait  des  moyens  fixes  de 
résoudre  toutes  les  questions  relatives  aux  nombres  par  les 
^symboles  algébriques.  ' 

Celte  partie  de  l’Algèbre  a pOur  titre  : La  manière  iLeJfev- 
tuer^  les  opérations  de  l" Arithmétique  'Sur  Us  qtumtités  algé  - 
briques ou  littérales  J c’est-à-dire  sur  les  nombres  représentés 
par  des  signes  algébriques. 

On  ne  peut  se  dissimuler  que  cette  partie  ne  soit  un  peu  aride, 
peut-être  même  rebutante  pour  les  commençans-,  mais  il  est 


indispensable  de  la  bien  posséder,  si  l’on  veut  avancer  rapide- 
ment dans  le  champ  vaste  et  fécond  de  l’Algèbre. 
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DÉFINITIONS  FHiUMlNAlRI^S. 


CHAPITRE  PREMIER. 

§ 1*'.  Des  Opérations  algébriques’. 


* DéJtnUiona  préliminaires. 

8.  Toütb  quantité  écrite  en  langage  algébrique, c’est-à-dire 
à l’aide  des  signes  de  l’Algèbre , s’appelle  quantité  algébrique 
on  quantité  littérale , Ou  bien  , l'expression  algébrique  de  la 
quantité  proposée. 

Ainsi , 3a  est  l’exp(;çsslun  algébrique  du  triple  du  nombre  a;, 
5a*  est  l’expression  algébrique  du  quintuple  du  carré  de  a ; 
qréh*  est  l’expression  algébrique  de  sept  fois  le  produit  du 
cube -de  a,  multiplié  par  le  carré  de  &.  • 

3a  — 5Z>  ^st  l’expression  algébrique  de  la  dlITérpnce  entre  le 
triple  de  a et  le  quintuple  de  b.  ' v ' 

2a*  — Zab  -f-  4^’  est  l’expression  algébrique  du  double  du 
.carré  de  a , diminué  du  triple  produit  de  a par  b,  et  augmenté 
du  quadruple  du  carré  de  b. 

On  appelle  monome ^ ou  quantité  à un  seul  terihe , ou  sim- 
plement terme,  une  quantité  algébrique  qui  n’est  réunie  à au- 
cune autre  par  le  signe  de  l’addition  ou  dé  la  soustraction; 
et  polynôme , ou  quantité  à plusieurs  termes,  une  expression 
algébrique  composée  de  Attleurs  parties  sépa'rées  les  unes  des 
autres  par  les  signes  — . Ainsi  3a,  5a*,  'ja^é*  sont  des 

monomes;  3a  — 56,  2a* — 3a6  46*  sont  des  polynômes.  La 

première  de  ces  deux  expressions  est  dite  un  binôme,  parce 
qu’elle  est  composée  de  deux  fermes.  La  Seconde  est  dite  un 
trinôme,  comme  étant  composée  de  trois  termes. . . 

9.  La  valeur  numérique  d’une  expression  algébrique  est  le 
nombre  qu’on  obtiendrait,  si,  en  donnant  des  valeurs  parti- 
culières aux  lettres  qui  y entrent , on  efièctuait  toutes  les  opé- 
rations de  l’Arithmétique  que  comporte  cette  expression-  Cette 


) 
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Taleur  numérique  dépend  évidemment  des  valeurs  particulières 
attribuées  aux  lettres,  et  doit  généralement  varier  avec  elles. 
Ainsi  %a^  a.  pour  valeur  numérique  54,  lorsque  l’on  fait  a=3; 
car  le  cube  de'^3  est  27 , et  2 fois  27  d.oiine  Sq.  La  valeur  nu- 
mérique de  cette  même  expression  est  aSo , lorsque  l’on  fait 
0 = 5;  car  le  cube  de  5 est  i a5 , et  125‘donne  25o. 

Je  dis  gén^alement,  car,  dans  quelques  cas  ,■  la  valeur  numé- 
Vique  d’une  expression  algébrique  reste  constante ^ quoiqu’on 
fasse  varier  les  valeurs  des  lettres  qui  y entrent.  Ainsi , dans 
l’expression  a — b,  tant  qu’on  donnera  » a et  b des  valeurs 
croissantes  par  degrés  égaux,,re\pression  ne  changera  pas. 

Soit , par  exemple, 4=  7,  5 =s: 4 ; il  en  résulte  a — ^ é = 3. 

Soit  maintqj^ant  o = 12  ou  7 -f-  5^  et  i = 9 ou  4 -f*  5;  il  en 
résulte  a — i=i2  — 9 = 3,  etc. 

La  valeur  numérique  d’un'  polynôme  ne  change  point  lors- 
qu’on intervertit  l’ordre  de  ses  termes , pourvu  que  l’on  ait  soin 
de  conserver  à tous , leurs  signes  respectifs.  Ainsi , les  polynômes 
4a'’  ■—  3a’é  -1-  5<^,  5ac*  — 3a’ é -t-  4®’j  4“^  ■+■  — ia-'b, 

oqt  la  même  valeur  numérique.  C’est  une  conséquence  évidente 
de  la  nature  de  l’addition  et  de  la  soustraction  arithmétiques. 
Mais  cette  observation  sera  très  utile  par  la  Suite.  v 

10.  Des  dificrens  ternies  qui  composent  un  polynôme  donné, 
les  uns  sont  précédés  du  signe  + , les  autres  du  signe  — . Les 
premiers  portent  le  nom  de  termes  additifs^  les  autres  s’ap- 
pellent termes  soustractifs.  On  appelle  aussi  les  premiers,  termes 
positifs  J et  les  autres , termes  négatifs  j dénominations  assex  im  - 
propres, que  l’usage  seul  a consacrées. , 

Le  premier  terme  d’un  polynôme  n’est  ordinairement  précédé^ 
d’aucun  signe;  mais  alors  il  est  censé  précédé  du  signe  -t*. 

1 1.  Ou  appelle  dimension  d’un  terme,  chacun  des  facteurs 
littéraux  qui  composent  ce  terme,  et  degré  le  nombre  de  ces 
facteurs  ou  dimensions.  Le  coellicient  ne  compte  pas  pour  une 
dimension.  Ainsi  3a  est  dit  un  terme  à une  dimension  ou  du 
premier  degré.  5ab  est  dit  un  terme  à deux  dimensions  ou  du 
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second  degré.  ’)a^bc^  étant  la  même  cliose  que  ’jaaabcc  , est 
dit  à six  dimensions  ou  du  sixième  degré. 

En  général , le  degré  ou  le  nombre  des  dimensions  d'tru  terme 
s’estime  par  la  somme  des  exposons  des  lettres  qui  entrent  dans 
ce  terme.  A.  ce  sujet,  nous  remarquerons  que,  d’après  la  dé- 
finition même  de  1’cxpomnt  (n“  a) , une  lettre  qui  n’a  pas  d’ex- 
posant,est  censée  avoir  i |X>urexposant. Ainsi,  ledegrédu  ternie 
Sa'bcd^  est  2-f-i-f-i-l-3,ou'j.  ^ 

Un  polynôme  est  dit  homogène,  lorsque  tous  ses  termes  sont 
de  même  degré.  3a — aé+c,  3a* — ^ab-\-b’,  5a'c  — 
sont  des  polynômes  homogènes.  Ba-'  — ^ab  -f-  c n’est  pas  liô- 
mogène. 

12.  On  appelle  termes  semblables  des  termes  qui  sont  com- 
posés des  mêmes  lettres  affectées  des  mêmes  expftans. 

Ainsi  ’]ab  et  3a6,  et  5a^é*,  sont  das  termes  semblables, 
Sa'b  et  7ai*  ne  sont  pas  des  termes  semblables,  car  ils  sont 
bien  composés  des  mêmes  lettres,  mais  les  mêmes  exposans 
n’afiectent  pas  les  mêmes  lettres. 

Il  arrive  souvent  qu’un  polynôme  renfeAe,  dans  son*  ex- 
pression , plusieurs  termes  semblables,,  et  alors  il  est  suscep- 
tible de  simplification. 

Soit  Iq  pol/nome  ,^a*b  — 3a‘c  -f-  gac*  — '7,a*b  -f-  'ja'é  — 66’’; 
on  peut  ( n“  9 l!" l’écrire  ainsi  : ^a'b  — ïa*b  -f-  ^a’c  — 3aV 
-f-  gac*  — 66^;  or,  4a*ê*r'  aa*6  se  réduit  évidemment  à 2a’ 6. 

7a*c  — 3a*c  SC  réduit  à ^a*c -,  donc  le  polynôme  lui-même 
revient  à %a'b  -t-'4<r”c  -f-  gac*  — 66^. 

Que  l’on  ait  dans  un  polynôme  quelconque , les  termes 

-}-2a’6c’,  — ^a^bc^,  -f- 6a^6c*,  — Bo’ic*,  -J- i ia’6c*. 

D’abord  , la  somme  des  termes  additifs  -|-  %d'bd’  -H  èd'bi'’ 
-f  1 1 à'bc*  est'égale  à -f-  i ga’éc*  ; la  somme  dos  termes  soustrac- 
tifs — 4“’6c’“  — 8a’6c*  est  égale  à — raa^bc^.  Donc  l’ensemble 
des  cinq  termes  proposés  se  réduit  à -f  i9a’’6c*  — iza^bc' , 
ou  à 'ja^hc'. 

Il  peut  se  faire  que  la  somme  des  termes  soustractifs  soit 
plus  forte  que  celle  des  termes  additifs.  Dans  ce  cas , on 
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soustrait  le  coefficient  positif  du  coefficient  négatif,  et  l’on  affecte 
le  résultat  du  signe  — . Ainsi , que  l’on  ait  -f-  pour  la  somme 
des  termes  positifs,, et  — 8a*Zi  pour  la  somme  des  termes  néga- 
tifs; comme  — 8a'b  revient  à — 5a'é  — 3o*é,  il  s’ensuit  que 
-t-  5a*é  — 8a”Z>  équivaut  à -f-  5a^b  — 5a“A  — Za^b,  du  à — 3a’i. 

D’où  l’on  peut  conclure  cette  r^le  : Pour  opérer  la  réàuc- 
tion  des  termes  semblables,  formez,  un  seul  terme  additif  de  tous 
les  termes  semblables  précédés  du  signe  -f-  ; ce  qui  se  fait  en 
ajoutant  les  coefficiens  de  ces  terme»,,  et  en  affectant  la  somme 
de  ces  coeffeiens,  de  la  partie  littérale  commune.  Formez,  par 
le  même  moyen,  un  seul  terme  soustractif  de  tous  les  termes 
affectés  du  signe  — ; retranchez  ensuUêtla  plus  petite  somme 
de  la  plus  grande,  et  donnez  au  résultat  le  signe  de  la  plus 
grande.  » 

( tl  est  bicfi  essentiel  de  remarquer  que  la  réduction  ne  doit  ‘ 
porter  que  sur  les  coefficiens  et  jamais  sur  les  exposans.) 

On  trouvera, d’après  cette  règle,  que* 

« 

6a’i  — 8a“ô  — ga’é  -f-  iSa’b  — a’é  se  réduit  à -1-  3a*é, 

’jabc'  — aéc’  — '}abc‘‘ — 8aéc’-f- 4aéc‘  se  réduit  à — Sabc*. 

• » 

La  réduction  des  termes  semblables  est  une  espèce  d’opérà- 
tion,  toute  particulière  à l’Algèbre,  qui  se  rencontre  dans  l’oef- 
dilion,  la  soustraction,  la  rnultiplicatioh  et  la  dioision  algébri- 
ques', o|>érations  que  nous  allons  maintenant  développer. 

Remarque.  Comme  celle*  - ci  doivent  offrir  à l’esprit  des 
élèves  la  même  idée  que  les  opérations  analogues  de  l’Arith- 
métique, nous  nous  dispensons  d’en  répéter  ici  les  définitions, 
<]ui  doivent  être  suffisamment'connues  de  tous  ceux  qui  opt  vu 
l’Aritbniétiquc  avec  soin.  On  conçoit  toutefois  que  le  mode  de 
les  effectuer  ne  doit  plus  être  le  même  , puiscpie  les  symlmles 
sont  différens.  Tantôt  ces  opérations  se  réduisent  à de  simples 
indications,  tantôt  il  y a lieu  réellement  à les  effectuer,  et 
alors  il  faut  des  règles  correspondantes  aux  symboles  que  l’on 
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ADDITION. 


D*  l’Addition  algébrique. 

i3.  Soit  d’abord  à'ajoutcr  les  expressions  3a,  5b,  ac  ; on 
a pour  le  résultat  de  cette  addition  , 3a  + 56  + ac , expres- 
sion que  l’on  ne  peut  simplifier  davantage. 

Soient  encore  les  monomes  aa’6'*,  le  résultat 

est  4û’6’  -j-  aa*6’  + 7a’6^  ou  réduisant  (n“  la), . . . i3a*6^. 

Proposons-nous  maintenant  les  polvnonies 

I 

3o’  — 4®^»  — 3n6  + 6’,  aoè  — 56*. 

Pour  former  un  9p|l  polynôme  qui  exprime  la  somme  de 

ceux-ci,  observons  qu’ajouter  au  nombre  exprimé  par 

3a*  — ’4a6  , le  nombre  exprimé  par  aa“  — 3ab  6*,  c’est  lui 
ajouter  la  différence'du  nombre  d’unités  exprimé  ^ar  2a‘-f-b’, 
au  nombre  d’unités  exprimé  par  3a6,  opération  que  l’on 
ferait  aisément,  si  l’ou  attribuait  des  valeurs  particulières  à 
a et  6;  mais,  comme  elle  est  inexécutable  dans  l’état  actuel 
des  quantités,  il  revient  au  même  d’ajouter  d’abord  aa*  -f-  6* 
à 3a*  — ^ab  , et  de  retrancher  ensuite  3a6  ; ce  qui  donne 
3a* — HabA^za'  -f-  6* — 3a6,  ou  changeant  l’ordre  des  termes 
(n“  9)  3a*  — — 3a6  -p  6*.  De  même,  pour  ajohter 

ao6  — 56*  à cette  dernière  expression  , il  suffit  d’écrire.  ..... 
3ti“ — ^ab  + aa*  — 3ab  -f-  6*-+-  aa6  — 56’;  il  ne  s’agit  plus 
actuellement  que  de  faire  (n*  12)  Iq  réduction  des  termes  sem- 
blables, et  il  vient  enfin  5a*  — 5ab  — 4^*  pour  le  résultat 
demandé. 

Comme  des  raisonnemens  analogues  pourraient  s’appliquer  à 
d’autres  polynômes,  on  est  en  droit  de  conclure  cette  règle  gé- 
nérale pour  l’addition  de  deux  ou  plusieurs  polynômes  : Ecri- 
vez les  polynômes  proposés  les  uns  à la  suite  des  autres  j ers 
conservant  aux  termes  qui  les  composent  leurs  signes  respectifs ^ 
et  faites  la  réduction  des  termes  semblables,  s'il  y a lieu. 
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U.  JToici  quelques  exemples. 

i“.  :^a*—l\ah—'îh^  2“.  — 3aic — 86’c— +crf* 

-|-5o*-|-2<7/>—  6’  -f-8a6( — 5a”i-|“3c'  — ^b‘c-j-cd‘ 

4-3oA — 2i* — 3c’  ^ +4°'^ — 

8n’+  ai — 5i*— 3c*  6rt’i-f-5a6c — 36*c — i4c’-j-2ct/'^-3t/\ 

Dans  la  pratique,  on  dispose  ordthairemtnt  Us  quanliUs piv- 
posies  les  unes  sous  les  (lulresj  comme  on  le  voit  dqns  ces  deux 
exempUs  ; on  fait  la  réduction  des  termes  semblables ^ et  l'on 
écrit  avec  leurs  signes  respectifs  Us  résultats  de  la  réduotion. 
Ainsi,  dans  Je  premier  exemple-,  en  considérant  le  terme  3a’, 
comme  ce  terme  est  semblable  au  terme  5a’  qui  se  trouve  sur  la 
seconde  ligne,  on  écrit  8a’  pourie  résultat  de  la  réduction  de 
ces  deux  termes,  ^ju’on  â.soin  de  barrer  légèrement  (comme  on 
le  voit  pour  le  premier  terme).  Passant  ensuitcau  terme  — ^ib, 
on  le  réduit  avec  les  termes  -f-  2oè  et  Zab , ce  qni  donne 
qu’on  écrit  à la  droite  fie  8a’,  et  l’on  barre  les  nouveaux  termes  * 
qu’un  vient  de  réduire.  On  continue  ainsi  l’opération  jusqu’à  cc 
que  tous  les  termes  soient  tiarrés  et  réduits. 

Le  léger  trait  qu’on  passe  sur  lq|[^rmes  sert  à prévenir  l’omis- 
sion de  quelques  termes  dans  le  résultat  ; les  termes  non  barres 
sont-encore  à réduire.  . . 

S ' t • 

' De  la  Soustxactiomalgébrique. 

i4-  Soit  à retrancher  ^b  de  5a;  le  résultat  algébrique  est 
5a — ^b.De  même,  la  différence  entre  ’]a^b  et  ^d’b  est  70^6 — 4”^^, 
ou  3a*A. 

Soit  maintenant  26 — 3c  à retrancher  de  t^a\  on  peut  d’abord 
pr^enter  le  résultat  de  cette  manière  , — (26 — 3c),  en  met- 

tant la  quantité  à soustraire  entre  deux  parenthèses,  et  l’écri- 
vant à la  suite  de  la  première  quantité  avec  le  signe  — . Mais 
les  questions  exigent  souvent  que  l’on  forme  on  seul  polynôme 
de  cette  expression;  et  c'est  en  cela  que  consiste principaUment 
la  règle  de  la  soustraction  algébrique. 

Pour  parvenir  à ce  but,  on  olwervera  que  si  a,  b,  e étaient 
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clonnêa  uumcriqueiucnt , on  ferait  la  soustraction  indiquée  par 
■îb — 3c,  puis  on  retrancherait  le  rcsultatoLtcnu,dc4A;  comme 
cette  soustractiota  ne  peut  être  eficctuce  dans  l’état  actuel  des 
quantités,  on  commence  par  retrancher  2b  de  4a  > ce  qui  donne 
4a  — ib  ; mais  en  retranchant  2b  unités  ^ on  a soustrait  un 
nombre  trop  fort  de  3c  unités;  il  faut  donc  rcctiCer  le  résultat 
en  lui  ajoutant  3c.  Ainsi,  l’on  a 4"  — 26-f-3c  pour  le  résultat 
de  la  soustraction  proposée. 

Soit  encore  5a’ — 4a^  + 36c  — 6*  à soustraire  de  8a*—  206  ; 
celte  opération  peut  être  indiquée  ainsi  : • 

8a*  — ?.ab  — (5a*  — ^ab  + 36c  — 6*). 

Mais,  pour  réduire  cette  expression  à un  seul  polynôme,  ob- 
serrons  que  retrancher  5a* — ^ab  + 36c  — 6*  revient  à retran> 
cher  la  diHérence  entre  la  somme  5a‘-j-  36c  des  termes  additifs, 
et  la  somme  4a6  -f*  6*  des  termes  soustractifs.  On  peut  d’abord 
retrancher  5a*  + 36c,  ce  qui  donne  8a*  — 206  — 5o*  — 36c  ; 
et  comme  ce  résullàl^st  nécessairement  trop  faible  de  4064-  6*, 
il  faut  lui  ajouter  cette  dernière  quantité,  et  il  vient 
8a*^—  aa6  — 5a*  — 36c  + ^ab  -+•  6*, 
ou  lia*  — 2a6  — 5q|^  -f-  4o6  — 36c  + 

en  rétablissant  l’ordre  des  termes  ; ou  bien  enfin  , réduisant , 

3a‘  -f-  2ub  — 36c  -f-  6*. 


D’où  l’on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Four  soustraire  deux  polynômes  l’un  de  Vautre,  écrivez  la 
quantité  à soustraire  à la  suite  de  celle  dont  il  faut  soustraire, 
avec  des  signes  contraires,  et  faites  la  réduction  du  polytwme 
résultant,  s’il  y a lieu. 

On  trouvera , d’après  cette  règle  , 

I®.  5a^  — ^d’b  + 36“c  ( 

— (3a’6  — 20*  — 86’c)  j 
2“.  . ^ab  — cd  — 26*  4-  3a* 


W 


■ ’ja^b  4-  • i6*c. 

' f î f ’v  l=-ab+3cd- 56*. 

— (5o6  — 4^*^  ~1“  36  4*  3a*)  / 

i5.  On  peut  aussi,  d’après  cette  même  règle,  faire  subir  à des 
polynômes  certaines  transformations. 


Digiii- 6vi  hy  Google 


MOLTIPLICATION. 


>7 


Par  exemple, 
revient  à 
De  même 
revient  à 
ou  bien  eneore , à 


6a‘  — 3ai  -f-  •xb‘‘  — ibe, 
6a*  — (3a6  — ai*  26c). 
JO*  — 8a‘b  — ^b'c  ■+■  6è*, 
jo*  — {8a*b*+  ^b*c  — 66*)  , 
JO*  — 8o*6  — (4^*c — 66*). 


Ces  transformations,  qui  consistent  à décond^ser  un  poly- 
nôme en  deux  parties  séparées  l’une  de  l’autre  par  le  signe  — , 
sont  très  utiles  en  Algèbre. 


Multiplication  algébrique. 

16.  Nous  regarderons  comme  démontré  un  principe  qui  est 
généralement  admis  dans  tous  les  Traités  d’Ârithmétique 
pour  la  démonstration , mes  ÉUmenad’ Arithmétique j 4*  édit., 
n“  I2j)  ,c’est  que  le  produit  de  deux  ou  plusieurs  nombres  reste 
le  même  dans  quelque  ordre  qu’on  les  multiplie. 

Cela  pose , considérons  d’abord  le  cas  où  l’on  a un  monomc 
à multiplier  par  un  monome;  soit  jo*6*  à multiplier  par  4<x*6. 

L’expression  de  ce  produit  peut  d’abord  s’écrire  ainsi:... 
ja*6*  X ^al^b.  Mais  on  peut  la  simplifier,  en  observant  que, 
d’après  le  principe  précédent  et  la  signification  des  symboles 
algébriques  (n®  a),  elle  revient  à q'X^'X.aaaaabbb.  Or,  comme 
les  coefBciens  sont  des  nombres  particuliers,  rien  n’empéche 
d’en  former  un  seul , en  les  multipliant  entre  eux  -,  ce  qui 
donne  28  pour  coefficient  du  produit.  Quant  aux  lettres,  le 
produit  aaaaa  équivaut  à a^,  et  le  produit  666,  à 6*^  ainsi  l’on 
obtient  pour  résultat  final , a8a*6*. 

Soit  encore  i2a*6<c*  à multiplier  par  8a*6’<i*;  ce  produit  re- 
vient h 12  X 8 X aaaaabbbbbbccdd , ou  g6a®6®c*d*.  D’où  l’on 
voit  que,  pour  multiplier  deux  monomes  l’un  par  l’autre,  il 
faut,  i“.  multiplier  les  deux  coefficiens  entre  eux;  2®.  écrite  à la 
suite  de  ce  produit  toutes  les  lettres,  qui  entrent  à la  fois  dans 
le  multiplicande  et  le  multiplicateur j en  affectant  chaque  lettre 
cT un  exposant  égal  à la  somme  des  deux  exposans  dont  cette 
même  lettre  est  affectée  dans  les  deux  facteurs;  3®.  si  une  lettre 
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n entre  que  cLtnS  l'un  des  facteurs^  l’écrire  au  produit  acec 
l’exposant  dont  elle  est  affectée  dans  et  facteur. 

I.a  ri-gle  relative  aux  coeiTiciens  n’ofTrc  aucune  (lilTicultô. 

Afaîs  j)our  se  romlre  compte  de  la  règle  des  exposans,il  faut 
observer  qu’eu  général  un  uoiùbre  a doit  se  trouver  autant  de 
fois  facteur  dans  le  produit,  qu’il  l’est,  faut  dans  le  multipli- 
cande que  dai^  le  multiplicateur.  Or  ( u“  a ) les  exposans  des  * 
lettres  marquent  le  nombre  de  fois  (|u’ elles  entrent  comme  fac-  • 
leur;  donc  la  somme  des  deux  exposans  d’une  mémo  lettre 
marque  le  nombre  de  fois  qu’elle  doit  être  facteur  dans  le  pro- 
duit demandé. 

On  trouvera,  d’après  la  règle  précédente,  que 

8a*6c*  X ’^abed”  =■  S6a'b*c'^d‘ , 
iid'b*cd  X Sabc^  = i68n*é^c’ti, 

4o6c  X "idf  = zSabedf. 

• 

17.  Passons  à la  multiplication  des  polynômes. 

Soient  d’abord  deux  polynômes  a-f-6-f-c  et  d-\-f,  com- 
posés de  termes  tous  additifs;  on  j>cut  présenter  le  produit  sous 
la  forme  (n  -f-  i -f-  c)  (ri  -i-'f)-  3Iais  on  a souvent  besoin  de 
former  un  seul  polynôme  de  ce  produit  indiqué,  et  c’est  en 
cela  que  consiste  la  multiplication  de  deux  polynômes.. 

Or,  il  est  évident  que  multiplier  la  somme  a + i-t-c  par 
d-\-  f,  revient  à prendre  a b -{•  c autant  de  fols  qu’il  y .a 
d’unités  dans’tf,  plus  autant  de  fois  qu’il  y a d’unités  diins 
et  i ajouter  les  deux  produits.  Mais  multiplier  a -|-  J -f-  c par 
d,  c’est  prendre  d fois  chacune  des  parties  du  multiplicande, 
et  réunir  les  produits  partiels,  ce  qui  donne  ad-\~bd-^cd. 
Ue  même,  multiplier  a + i -f-  c par  y,  c’est  prendre  f fois  cha- 
cune des  parties  du  multiplicande,  et  réunir  les  produits  par- 
viels.  Donc  enfin  {ci-\-b-^c')[d-^f)=ad-^bd-\-cd-\-cf-]-bf-{-cf. 

Ainsi,  pour  muliipiicr  deux  polynômes  composés  de  iermea 
tous  additifs  J il  faut  multiplier  successivement  chacun  deè 
termes  du  multiplicande  par  chacun  des  termes  du  multi- 
plicateur et  ajouter  tous  les  produits. 

Si  les  termes  sont  affectés  de  cocllioicus  et  d’exposans  , on 
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suit  les  rèj'lcs  prescrites  (n“  i6)pour  la  multiplicolion  des  uio- 
noracsi  Par  e\enipl<;,  (3a‘  /^ab  -+■  i’)  (an  5b)  donne  peur 
jtrodnil.  ,6a''-f-8j3'''è + aai'‘+ "H  ou  rédui- 

fant , 6o’  -f^  z3a'b  -}-  9.zab‘  -f-  5V,  ’ 

Pour  nous  rendre  Compte  du  cas  le  plus  gém’raî  , commen- 
çons par  remarquer  que,  si  Jeinulliplicamlc  renfermede'"  termes 
additifs  et  des  termes  soustractifs,  ce  facteur  exprime  une  dif- 
férence entre  le  nombre  d’unités  marqué  jiar,  |a  somme  des 
termes  additifs  cl  le  nombre  d’unités  marque  par  la  somme  des 
termes  soustractifs.  Même  raisonnement  par  rapport  au  mul- 
tiplicateur. D’oîi  il  suit  que  la  multiplication  de  deux  poly- 
nômes quelconques  est  ramenée  à la  multiplication  de  deux 
binômes  tels  que  a — b,c  — d,  a désignant  la  somme  des  termes 
additifs,  et  — b la  somme  des  termes  soustractifs  du  multipli- 
cande; Il  en  est  de  même  de  c et  de  — d;  par  rapport  axi  multi- 
plicateur : voyons  <îonc  comment  on  peut  clfecluer  la  multipli- 
cation exprimée  par  (n — b){c  — d). 

Or,  multiplier  a — b par  c — d revient  évidemment  à prendre 
‘ a — b autant  de  fols  qu’il  y a d’unités  dans  c , moins  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  rf,  ou  bien , à multiplier  a — b par  c , 
et  à relrancbcr  du  prorliiit  celui  de  a — b par  d.  Mais  multiplier 
n — 6 par  c,  revient  à multiplier  r paro  — b (en  vertu  du  prin- 
cipe énoncé  n‘,  i6  ) , ce  qui  donne  ca  — cb  , ou  ac  — bc.  De 
même,  le  produit  de  n — b par  d est  ad — bd-,  et  l'onmic  on  vient 
de  voir  que  ce  dernidi-  produit  doit  être  retranebedu  précéde.ot 
,ac  — bc , il  faut  (ii"  \f\)  elianger  les  signes  de  ad  — bd , et 
l’écrire  à la  suite  de'ac — bc , ce  qui  donne  enfin  »' 

(a  — b)  (c^ — •'  d)  ac^  bc  — ad  bd..  '' 

Pour  peu  qu’on  réflécliissc  sur  la  manière  dont  ce  ])rodaIt 
vient  d’être  formé,  on  verra  que,  dans  toute  midtiflicatioiij  si 
Von  considère  tous  les  termes  additifs  du  midtiplicateur^  il  faut 
multiplier  chacun  des  termes  du  multiplicande , tant  additif. i 
que  soustractifs  J par  ces  termes,  et  affecter  les  produits  par- 
tiels de  signes  semblables  à ceux  dont  les  termes  du  multipli- 
cande sont'af/rctr.i;  et  en  considérant  les  termes  soustractifs  du 
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multtplicaUurj  multiplier  4e  même  chacun  de»  termes  du  muL— 
tiplicande,  tant  additi/s  que  soustractifs j par  ces  termes j mais 
affecter  les  produits  partiels  de  signes  contraires  à ceux  dont  les 
termes  du  multiplicande  sont  ajfertis.  Quant  à la  multiplica- 
tion partielle  d’un  terme  du  multiplicande  par  un  terme  du  mul- 
tiplicateurj  on  suit  les  règles  établies  pour  les  mononus  (n“  l6). 

Soient,  par  exemple,  les  deux  poljiiomes 

— 5a‘h  — 8a6*  + 26’, 
et  2n’  — — 4^’» 

8o^  — ioû*i  — 

— i2a*i  + i5a^A“  + 240“^’  — 6a/i* 

— i6a‘6*-f- 200*/»’-}- — 8i® 

8a*  — 22a-*è  — 170*6*  + + 2606^ — 86*. 

Apres  avoir  disposé  les  polynômes  l’un  au-dessous  de  l’autre, 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  premier  par  le  terme  2a*  du 
second,  ce  qui  donne  8a® — loa^b  — i6a*6*-f-4a“6*,  polynôme 
dont  les  signes  sont  les  mêmes  que  ceux  du  multiplicande,  y 
Passant  ensuite  au  terme  3a6  du  multiplicateur  , comme  ce 
terme  est  alTecté  du  signe  — , on  multiplie  chacun  des  termes 
du  multiplicande  par  ce  terme,  en  ayant  soin  d’affecter  chaque 
produit  d’un  signe  contraire  à celui  du  terme  correspondant  du 
multiplicaude,  ce  qui  donne  — I2a^6-f-i5a*6*-f-24a'^^ — 6o6't, 
produit  que  l’on  écrit  au-dessous  du  premier. 

On  fait  la  même  opération  par  rapport  au  terme  ^b*,  qui  est 
aussi  soustractif,  ce  qui  donne  — i6a’6*-J-2oa*6®-l-32a6< — 86*. 
On  fait  ensuite  la  réduction  des  termes  semblables,  et  l’on  ob- 
tient enfin  pour  l’expression  la  plus  simple  du  produit , 

8a*  — 22at6  — 1 70*6’  -4-  480*6*  -4-  2806^  — 86*. 

La  règle  des  signes,  qui  est  la  plus  importante  à retenir  dans 
la  multiplication  de  deux  polynômes,  peut  s’énoncer  ainsi  : 
Toutes  les  fois  que  les  deux  termes  du  multiplicande  et  du 
multiplicateur  sont  affectés  du  même  sigrUj  le  produit  corres- 
pondant est  affecté  du  signe  -}-,  et  lorsque  les  deux  termes  sont 
affectés  de  signes  contraires j le  produit  est  affecté  du  signe  — . 
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On  dit  encore,  en  langage  algébrique,  que  + multiplié  par 
+ , ou  — multiplié  par  — , donne  +;  — multiplié  par  -f-, 
ou  + multiplié  par  — , xlonne  — . Mais  ce  dernier  énoncé, 
^ui  n’ofFiv  aucun  sens  raisonnable  en  lui -même  (puisqu’on 
ne  sait  ce  que  signifie  : multiplier  entre  eux.  des  symboles, 
non  de  quantités,  mais  d’opérations  arithmétiques),  ce  der- 
nier énoncé,  dis-je,  doit  être  seulement  regardé  comme  une 
abréviation  du  précédent. 

Ce  n’est  pas  la  seule  circonstance  où  les  algébristcs , pour 
abréger  le  discours  , emploient  des  expressions  incorrectes, 
mais  qui  ont  l’avantage  de  mieux  graver  les  règles  dans  la 
mémoire.  ' 

Nous  proposerons  pour  exercices  Iqÿ  exemples  suivons  : 

l*  Exemple.  3a’ — 5bd-\-cf 
— Sd'-^^bd — Bcf 

Prod.  si  mp. — 1 5a*  -f-  3 ’^a‘bd — 2ga‘cf—  7.ob^d'-^f^bcdf~  8c'f\ . ‘ ' 

2*  Exemple.  ^cdb'‘ — 5a’5*c-j-8a*5c’ — 3a*c^ — ^aJe’ 

2ai* — ^abc  —2bc*  -f-c^ 

i8a*ù*  — ioa’i*c-f-a8a^ù^c*— -34a^5*c* 

— 4o’ùV’ — i6a^i^c-f-i2a^5c* -j-  ’ja^b^c* 

+ i4a*èc®  -|-i4a5’c® — 3aV®  — ’jabc^ 

i8.  Nous  ferons  sur  la  multiplication  algébrique  plusieurs 
remarques  fort  importantes. 

Premièrement.  Si  les  polynômes  qu’on  se  propose  de  mul- 
tiplier l’un  par  l’autre  sont  homogènes  (n”  1 1),  (et  la  plupart 
des  questions  qu’qn  cherche  à résoudre  par  le  secours  de  l’Al- 
gèbre, les  questions  de  Géométrie  principalement,  conduisent 
à de  semblables  expressions) , le  produit  de  ces  deux  polynômes 
est  aussi  homogène;  c’est  une  conséquence  évidente  des  règles 
relatives  aux  lettres  et  aux  exposans  dans  la  multiplication  des 
quantités  monomes.  En  outre,  le  degré  de  chaque  terme  du 
produit  doit  être  égal  à la  somme  des  degrés  de  deux  termes 
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HiieUviiquei  ilti  niulliplicatuie  et  du  multiplicateur.  Ainsi,  clans 
le  |)ieiiiitT  lies  cleu'C  e\eni|»les  précéJens,  tous  les  termes  du 
multiplioancle  étant  du  deuxième  degré,  ainsi  que  ceux  du 
inultipllcalour , tous  les  termes  du  produit  sont  du  (|tiatrièm^ 
degré.  Dans  le  second  , le  multiplicande  étant  du  cinquième 
degré , et  le  multiplicateur  du  troisième  degré,  le  produit  est 
du  Imitièmc  degré.  Cette  renrarque  sert,  dans  la  pratique,  à 
i-ecounaitre  des  erreurs  de  calcul  par  rapport  aux  exposans. 
Par  exempie,  si  l’on  trouve  que,  dans  l un  des  ternies  d’im 
produit  ipii  doit  *clrc- homogène  , la  somin'e  des  exposans  c.‘t 
égale  à 6,  tandis  qu’elle  est. égale  à 7 dans  tous  les  autres 
termes,  il  y a erreur  manifeste  dans  l’addilioa  des  exposans; 
et  alors,  on  reprend  la  multiplication  des  deux  termes  c|ui  ont 
formé  ce  produit  partiel. 

Secondement.  Lorsque,  dans  la  multiplication  de  deux  pol)- 
ncmies,  le  produit  ii’ollre  aucune  réduction  de  termes  sein— 
hlables  , le  nomhre  total  des  termes  du  produit  est  è^al  eut 
produit  du  nombre  des  termes  du  multiplicande ^ multiplié  par 
le  nombre  des  termes  du  tnuhiplkaléur;  c’est  une  conséciucuce 
de  la  règle  (u“  17).  Ainsi , que  l’oti  ait  5 termes  dans  le  multi- 
plicande et  4 dans  le  multiplicateur,  il  y eu  a 5 X 4 ou  20 
dans  le  produit.  En  général,  si  le  multiplicande  se  compose 
de  m termes  et  le  multiplicateur  de  « termes,  le  produit  eu 
renferme  in  X.  n. 

Troisièmement.  Lorsqu’il  y a des  termes  semhlahics , le 
nombre  total  des  termes  du  produit  simplifié  peut  être  beau- 
coup moins  grand.  Mais  on  remarqucr.i  que,  parmi  les  dilTé- 
rens  termes  du  produit,  il  en  est  qui  ne  peuvent  se  réduire 
avec  aucun  autre:  ce  sont,  i**.  le  terme  provenant  de  la  mul- 
liplicalion  du  Unne  du  multiplicande  affecté  du  plus  haut 
exposant  de  l’une  des  iettreSj  par  te  terme  du  multipiicateur 
aff'ecté  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre;  2".  le  terme 
provenant  de  lu  midtiplicaliou  des  d'eux  termes  affectés  du 
plus  faible  exposant  de  la  même  lettre.  Eu  tiret,  ces  deux 
produits  partiels  doivent  renfermer  celle  lettre  avec  un  plus 
haut  ou  un  plus  faible  exposant  «pie  chacun  des  autres  pro- 
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duilt  partiels  ; par  conséquent , ils  ne  peuvent  cli  c scinljliJilas 
aux  autres  produits.  Cette  remarque,  dont  la  vérité  se  déduit 
de  la  règle  des  exposans , sera  d’une  très  grande  utilité  dans 

lu  division. 

« 

19.  Pour  terminer  ce  qui  a rapport  à la  multiplication  algé- 
brique, nous  l'erons  connaître  diü'érens  résultats  de  multiplica- 
tion , d’un  usage  fré(|uent  en  Algèbre. 

i“.  Soit  proposé  de  .^onner  le  carré  ou  la  seconde  puissance 
d’un  binôme  a -p  i.  On  a,  d’après  les  principes  connus , 

(fi  -f-  by  = (a  -f-  h)  (fi  -f-  i)  =fl‘  -f-  lab  6*; 

c’est-à-dire  que  le  carré  de  la  somme  de  deux  quanlilés  se 
compose  du  carré  de  la  première  quantité,  plus  du  carré  de 
la  seconde,  plus  du  double  produit  de  la  première  par  la 
seconde. 

Ainsi,  soit  à former  le  carré  de  5a* -f-  8a’à;  on  a,  d’après 
ce  qui  vient  d’être  dit,  (5fi*-f  8a*A)'‘=:25a®-j- 8oa^6 7}- 64fi*i*. 
2*.  Soit  à former  le  carré  d’une  difl'érence  a — b. 

On  a (fi  — by  = (fi  — b)  {a  — i)  = a*  — aaA  -f- 

c’est-à-dire  que  léexarrè  de  la  différence  de  deux  quantités  sè 
compose  du  carré  ae  la  première,  plus  du  carré  de  la  seconde, 
moins  le  double  produit  de  la  première  par  la  seconde. 

Ainsi  — i2n6’)’ = 490'^* — i68fi^6®-i-  i^^a'b^. 

3°.  Soit,  proposé  de  multiplier  a-\-b  par  a — b. 

On  a (a  -f-  b)  (a  — b)  =:  a*  — i*.  Doue  la  somme  de  deux 
quantités,  multipliée  par  leur  différence,  donne  pour  produit 
la  différence  de  leurs  carrés.  (C’est  le  théorème  démontré  n®  5.) 

Ainsi  (8fi’  -4-  'jaA*)  (8a*  — qab*)  = 64û®  — 49®*^^- 

On  peut , en  combinant  ces  différens  résultats  , trouver  les 
produits  de  certains  polynômes  plus  promptement  que  par  le 

procédé  ordin.virc.  Soit,  par  exemple,  à multiplier 

— ^ab  -f-  par  5a*  — ^ab  — 3à*-,  si  l’on  remarque  que 
la  première  de  ces  deux  quantités  est  la  somme  de  deux 
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nombres  5o*  — ^ab  et  3i“,  que  la  seconde  est  la  différence 
de  ces  deux  mêmes  nombres,  on  trouve  de  suite,  pour  le 
produit , 


(5a*  — 4^^)*  — (36*)“  = a5a*  — ^oa^b  + i6a*6*  — 96* 


20.  Tin  réfléchissant  sur  les  résultats  de  multiplication  que 
l’on  vient  d’obtenir,  on  voit  que  leur  composition,  ou  la  ma- 
nière dont  ils  se  forment  à l’aide  du  multiplicande  et  du  multi- 
plicateur, est  tout-à-fait  indépendante  des  valeurs  particulières 
qu’on  peut  attribuer  aux  lettres  a et  6 qui  entrent  dans  les  deux 
facteurs. 

En  principe,  la  manière  dont  un  produit  algébrique  se  forme 
à l’aide  de  ces  deux  facteurs , s’appelle  da  ix)i  de  ce  produit  ; 
et  cette  loi  reste  toujours  la  même,  quelles  que'soient  les  valeurs 
attribuées  aux  lettres  qui  entrent  dttns  les  deux  facteurs.  • 


21.  Enfin,  un  polynôme  étant  donné,  on  peut  quelquefois, 
d’après  son  inspection,  le  décomposer  en  facteurs,  ce  qui  est 
souvent  utile.  ^ 

Soit  le  polynôme  75a* — Zoa?b  -f-  i5a‘b‘f  il  est  évident  que 
les  facteurs  5 et  a‘  entrent  dans  chacun  de  ces  termes.  Ainsi,  on 
peut  mettre  le  polynôme  sous  la  forme  5a*  ^ja* — 6ab  -f-  36*). 
De  même , 64a'6®  — 25a*6*  se  transforme  Cff 


(8a‘P  + 5ab*)  (8a*6^  — 5ab*). 

En  effet,  64a^6®  et  2.5a*i*  étant  les  carrés  de  8a*6^  et  5ab*,  il 
s’énsuit  que  l’expression  proposée  est  la  différence  de  deux 
carrés,  et  qu’elle  est  (n°  19)  décomposable  dans  la  somme 
des  racines  de  ces  carrés , multipliée  par  la  différence  des 
mêmes  racines. 


De  la  Division  algébrique. 

22.  La  division  algébrique,  comme  la  division  arithmétique , 
a pour  but  , étant  donné  un  produit  et  l'un  de  ses  facteurs, 
de  trouver  le  second  facteur. 

Considérons  d’abord  le  cas  de  deux  monoraes. 
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Soit  à diviser  720^  par  8a^,  ce  que  l’on  indique  ainsi  : 

On  demande  une  troisième  quantité  monome  qui,  multipliée 
par  la  seconde,  repro4pise  la  première.  Or,  d’après  les  règles 
établies  pour  la  multiplication  des  monomes,  la  quantité  cher- 
cbéc  doit  être  telle,  que  son  coelTicicnt,  multiplié  par  8,  donne 
pour  produit  72,  et  que  l’exposant  de  la  lettre  a,  dans  cette 
quantité,  ajouté  è 3,  exposant  de  la  lettre  a dans  le  diviseur, 
donne  pour  somme  5,  exposant  du  dividende.  Ainsi,  l'on  ob- 
tiendra cette  quantité  en  divisant  72  par  8,  et  retranchant  de 

l’exposant  5 l’exposant  3,  ce  qui  donne  = gn’;  et  en  effet 
on  a 8a^  X 90*  = 72a®. 

Ou  a,  d’après  les  mêmes  remarques, 

— ^ ^ — 5a'’~'fc*~‘cs=5a*èc;  et  en  effet,  7a6x5a’Ac=35o^iV; 

d’où  l’on  voit  que,  pour  diviser  deux  monomes  l’un  par  l’autre, 
il  faut,  i“.  diviser  les  deux  coeJjficUns  Pun  par  Poutre;  iP.pour 
les  lettres  communes  au  dividende  et  au  diviseur ^ écrire  cha- 
cune cP elles  à la  suite  du  coeJJîcientj  en  P affectant  d‘un  expo— 
sapt  égal  à P excès  de  P exposant  du  dividende  sur  celui  du 
diviseur;  3“.  écrire  à la  suite  et  avec  leurs  éxposans  respectifs ^ 
les  lettres  qui  entrent  dans  le  dividende  sans  entrer  dans  le 
diviseur. 

On  trouve , d’après  cette  règle , 

, , J i5o  a®ù*cd®  _ ,3 

= 4aW; 

23.  11  résulte  de  la  règle  précédente  que  la  division  des  mo- 
nômes est  impossible , premièremenlj  si  les  coefficiens  ne  sont 
pas  divisibles  l’un  par  l'autre;  en  second  lieu,  si  certains  expo- 
sans  sont  plus  forts  au  diviseur  qu’au  dividende;  en  troisième 
lieu,  si  le  diviseur  renferme  une  ou  plusieurs  lettres  qui  ne  se 
trouvent  pas  dans  le  dividende.  Dès  qu’une  seule  de  ces  trois 
circonstances  se  rencontre,  le  quotient  reste  sous  la  forme  d’un 


ï2ab'c‘ 
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monomt  fractionnaire,  c’est-à-dire  d’une  expression  mouome,- 
dans  laquelle  entre  ntcessair.-nienl  le  signe  algébrique  de  la  di- 
vision, mais  qu’on  peut  souvent  siinplilier. 

Soit,  par  exemple,  l'ia'b'cd  à divises  par  8n’i’c’. 

On  rfc  peut  trouver  ici  pour  quotient  un  monome  entier,  c’est- 
è— dire  un  nionjme  débarrassé  du  signe  de  la  division,  [inrce 
epie  12  n’est  pas  divisible  cxacîemcnt  par  8,et  'qireii  outre 
l’cvposant  de  c est  moins  grand  au  dividniidè  qu’au  diviseur. 

...  . • . ,,  , - 

Ainsi, on  présentera  te  quotient  demande  sous  la  forme  - ^ j 

mais  on  peut  simplilier  celte  expression,  en  remarquant  que 

les  facteurs  4»  «’j  b et  c étant  communs  aux  deux  termes  de 

celte  fraction  , rien  n’empéche  de  les  supprimer,  et  l’on  a pour 

. , Za’bd 

résultat, . 

2C 


En  général,  pour  simplifier  un  monome  fractionnaTo  , il 
faut,  i“,  stippriintr  le  plus  grand  facteur  conimuu  aux  deux 
coefficiensi  2".  retrancher  le  plus  petit  des  deux  exposans  d’une 
nièiiie  lettre,  du  plus  grand,  et  écrire  la  lettre  ajjeclèe  de  cette 
dijj'èrence  d’expovans,  dans  celui  des  deux  termes  de  la  frac~ 
lion  où  l’exposant  était  le  plus  grand;  3“.  écrira  les  lettres  non 
communes,  aoec  leurs  exposons  respectifs,  dans  eelui  des  deux 
termes  de  la  fraction  cà  ces  lettres  entraient. 

On  trouvera  d’apres  cette  nouvelle  règle, 

^8(db^cd'  4”^*  ^'}ab'c‘d 3’}b^c  ^a'h  i 

Zda'b'c’de  3bce  ’ 6u''àc’c/'  Gu'd  \^idb'  lab' 


Dans  le  dernier  exemple  , comme  tous  les  facteurs  du  divi- 
dende se  trouvent  au  div'.seur,  le  nuincralrur  se  réduit  à Y unité, 
jiarce  que  cela  revient  à diviser  les  fieux  tenues  de  la  fraction 
par  le  uumCTalcur. 


2.4.  Il  arrive  souvent  que  les  exposans  de  certaines  Icllrcs 
sont  les  inéines  au  dividende  qu’au  diviseur. 

Soit,  par  exemple,  à diviser  i.\cib^  par  8«'Z>*  ; comme  la 
lettre  b est  affccté'e  du  même  exposant,  le  rjuotient  ne  doit 

pas  la  renfermer,  et  l’on  a ~ on  roiuarque  que 


OltlGlXE  DE  L EXPOSANT  O.  2^ 

ce  résultat  3ci  peut  être  mis  sous  une  forme  propre  à con- 
server la  trace  <Jc  la  lettre  b qui  a disparu  par  l’effet  de  la 
réduction. 

J . ^ • h* 

Ea  effet,  si  l’on  applique,  par  convention ^ à l’espre^ion  ^ 

h* 

la  règle  des  cxposaiis  (n®  22),  il  vient  ~ — Ce  nouveau 

symbole  i®  indique  ( n®  2 ) que  la  lettre  entre  o fois  comme 
facteur  dans  le  quotient,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu’elle 
ne  doit  pas  y entrer;  mais  il  indi(|ue  en  même  temps  qu’elle  . 
entrait  dans  le  dividende  et  le  diviseur,  et  qu’elle  a disparu 
par  l’effet  de  l’opération.  Ce  symbole  a l’avantage  de  conserver 
la  trace  d’un  nombre  qui  faisait  partie  de  la  question  que  l’on 
avait  en  vue  de  résoudre,  sans  changer  pour  cela  en  rien  la 

b* 

résultat;  car,  puisque  provient  de  qui,  d’ailleurs  est 

égal  à I , il  s’ensuit  que  3a6®  équivaut  à 3a  X * ou  3a.  De 
même 

Comme  il  importe  d’avoir  des  notions  exactes  sur  l’origine 
et  la  signiiication  des  symboles  éployés  eu  Algèbre,  nous 
nous  proposerons  de  faire  voir  qu’ea  général,  toute  ijuanlité 
affectée  de  l'exposant  O,  équivaut  à 1,  c esL-à—dire  que  l'on  «- 


En  effet,  cette  expression  provient,  comme  nous  venons  de* 
le  dire,  de  ce  que  a est  affecté  du  même  exposant  au  dividende 

et  au  diviseur  d’une  division  indiquée.  Ainsi  l’on  a a®  = — 

{in  désignant  pmir  plus  de  généralité  ie  nombre  entier  qui  sert 
d’exposant  à a).  Mais  le  quotient  de  toute  (quantité  divisée  par 

a"‘ 

elle-même  est  i ; donc  — = i ; donc  aussi  l’on  a a®  = i. 

Le  symbole  o®  n’est,  nous  le  répétons,  employé  par  conven- 
tion, que  pour  conserver  dans  le  calcul  la  trace  d’une  lettre 
qui  entrait  dans  l’énoncé  d’une  rjucstioti,  mais  cpd  doit  dispa- 


I 
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raitrc  par  l’ciFet  d’une  division^  et  il  est  souvent  nécessaire  de 
conserver  celte  trace.  , • 

DIVISION  DE  DEUX  POLYNOMES. 

♦ 

a5.  Soit  à diviser  5ia“6’  + loa^  — ^8a'b  — i56*  + ^ub'^. 
par  ^ab  — 5a*  + 3é*. 

Pour  suivre  plus  facilement  les  calculs,  on  peut  les  disposer 
ainsi  : 

5ia’6*  -f-  loa^ — ^Ba'b  — i56<  + 4“^'l  4°^  — 

-f-  8a^b  — I oa*  + 6a“i*  J — 2a*  + 8ab  — 55* 

570*6* — — >56<  +4“^^ 

— 32a*b*  -f-  4oa^6  — 2406^ 

25a*b‘ — i5b*  — 2006^ 

+ 2006’  — 25a*6“+  i56* 

O 

Le  but  de  cette  opération  est  j comme  nous  l’avons  déjk  dit 
(n®  22),  de  trouver  un  troisième j>olynome  quij  multiplié  par 
le  second  J reproduise  le  premier. 

Il  résulte  de  celte  définition  et  de  la  règle  établie  (n®  17), 
pour  la  multiplication  des  poljnomes  , que  le  dividende  est 
l’assemblage,  /Tor  addition  et  après  réduction,  des  produits  par- 
tiels de  chacun  des  termes  du  diviseur,  multipliés  par  chacun 
des  termes  du  quotient  cherché.  Cela  posé,  si  l’on  pouvait  dé- 
couvrir dans  le  dividende  un  terme  qui  fût  provenu,  sans  ré- 
duction, de  la  multiplication  de  l’un  des  termes  du  diviseur 
par  un  des  termes  du  quotient,  alors,  en  divisant  l’un  par 
l’autre  ces  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur,  on  serait 
certain  d’ohtenir  un  terme  du  quotient  cherché. 

Or,  d’après  la  troisième  remarque  du  n®  18,  le  terme  loat 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  lettre  a , provient  sans  ré- 
duction, de  la  multiplication  des  deux  termes  du  diviseur  et 
du  quotient,  affectés  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre. 
Donc,  en  divisant  le  terme  ioa<  par  le  terme  —5a’  du  divi- 
seur, on  sera  certain  d’avoir  un  terme  du  quotient  cherché.  Mais 
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il  se  présente  ici  une  diHicultc,  c’est  de  déterminer  le  signe  dont 
le  terme  du  quotient  doit  être  affecté.  Pour  ne  pas  être  arrêté 
dorénavant  à ce  sujet , nous  allons  établir  une  règle  qui  sera 
la  règle  des  signes  de  la  division. 

Comme, dans  la  multiplication , le  produit  de  deux  termes  de 
même  signe  est  affecté  du  signe  -f-,  et  que  le  produit  de  deux 
termes  de  signes  contraires  esl'affecté  du  signe  — , on  peut  con- 
clure, i“.  que  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  -f-,  et  celui  du 
diviseur  le  signe  le  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  -f-; 

2°.  que  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  -f-  et  le  terme  du 
diviseur  le  signe-— ,1e  terme  du  quotient  doit  avoir  le  signe  — , 
parce  qu’il  n’y  a que  le  signe  — qui,  combiné  par  multiplica- 
tion avec  le  signe  — du  diviseur,  puisse  reproduire  le  signe  -f-  ^ 

du  dividende;  3°.  que  si  le  terme  du  dividende  a le  signe  — 
et  le  terme  du  diviseur  le  signe  -f-,  le  quotient  doit  avoir  le 
signe  — ; 4*-  enfin,  si  le  dividende  a le  signe  — et  le  diviseur 
le  signe  — , le  quotient  doit  avoir  le  signe  -f-. 

En  résumant,  on  voit  que  cela  revient  à dire  : 

Si  les  deux  termes  du  dividende  et  du  diviseur  sont  de  même 
signej  le  quotient  doit  être  affecté  du  signe  -4-;  et  s"ils  sont  af- 
fectés de  signes  contraires  j le  quotient  doit  être  affecté  du 
signe  — . On  dit  encore  , par  abréviation  , 

divisé  par  -|-  et  — divisé  par  — donnent  -f-, 

— divisé  par  -|-  et  divisé  par  — donnent  — . 

Revenons  à notre  objet. 

Dans  l’exemple  proposé,  10a*  et  — So’  étant  affectés  de 
signes  contraires,  leur  quotient  doit  avoir  le  signe  — ; d’ailleurs 
ion*  divisé  par  5a*  donne  2a*  (n“  22)  ; donc  — 2a*  est  un  terme 
du  quotient  cherché.  Après  l’avoir  écrit  au-dessous  du  diviseur, 
on  multiplie  chacun  des  termes  du  diviseur  par  ce  terme,  puis 
on  soustrait  le  produit  — 8a^6  -J-  loc'  — 6a’i*,  du  dividende, 
ce  qui  se  fait  en  l’écrivant,  avec  des  signes  contraires,  au-des- 
sous du  dividende,  et  opérant  la  réduction.  11  vient  ainsi  pour 
résultat  de  la  première  opération  partielle, 

Sja’b*  — 4®”^^  ~ • -f- 
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Ce  résultat  se  compose  des  produits  partiels  de  cliacun  des 
termes  du  diviseur  par  chacun  des  termes  qui  restcul  à détci  — 
miner  au  quotient.  On  peut  donc  le  regarder  comme  un  nou- 
veau dividende , et  raisonner  sur  lui  comme  sur  le  dividende 
proposé.  On  est  ainsi  conduit  à prendre,  dans  ce  riisultat,  le 
terme  — ^oa'b , alTecté  du  plus  haut  exposant  de  a,  et  à le 
diviser  par  le  meme  ternie  — 5a“  du  diviseur.  Or,  d’après  les 
jirîneipcs  précédctis , — ^oa^b  divisé  par  — 5u^ , donne  pour 
quotient  + 8a/i , nouveau  terme  qu’on  écrit  à la  droite  tlu 
premier.  Multipliant  .cliacun  des  ternies  du  diviseur  par  ce 
terme,  et  écrivant  ces  produits  avec  des  signes  contraires,  au- 
dessous  du  second  dividende , puis  faisant  la  réduction  , on 
trouve  pour  résultat  de  la  seconde  opération, 

25a‘b*  — — 2onè''; 

divisant  encore  :x5a’b^  par  — 5a”,  on  a pour  quotient  — 5è*, 
qui  forme  le  troisième  terme  du  quotient.  Multipliniil  le  divi- 
seur par  ce  terme,  et  écrivant  les  termes  du  produit  aii-de.ssoiis 
du  troisième  dividende,  puis  fni.sant  la  réduetinn  , on  ohtierit 
pour  résultat  o.  Donc  — o.à‘-{-Sub  — 5è°,  ou  8ab — aa’ — 5i®, 
est  le  quotient  demandé;  ce  qu’on  peut  d’ailleurs  vérifier, >cn 
multipliant  le  diviseur  par  ce  polynôme;  le  produit  cllcctué 
doit  être  égal  au  dividende.  .. 

réfléchissant  sur  les  raisonnemens  précédeiis, on  voit  que, 
comme,  dans  chaque  opération  jiartie’ile,  on  est  oiiiigé  de  re- 
chercher le  terme  du  ilividcnde  affecté  du  plus  liant  exposant 
de  l’une  des  lettres,  et  de  le  iliviscr  par  le  terme  du  tliviseiir 
affecté  du  plus  haut  exposant  de  la  même  lettre,  on  éviterait 
cette  recherche  , si  l’on  avait  le  soin  tVécri/c  a raioRi  les  ternus 
du  dividende  cl  du  diviseur j de  manière  que  les  exposons  d’une 
même  lettre  allassent  en  diminuant  de  gauche  à droite.  C’est  ce 
qu’on  appelle  orponner  le  dividende  et  le  divi.seur  jiar  rapport 
à une  même  lettre.  Au  moyeu  de  celte  préparation,  le  premier 
terme  à gauche  du  dividende , et  le  premier  terme  à gauche 
du  diviseur,  sont  toujours  les  deux  ternies  qu’il  faut  divi.ser 
l’un  par  l’.iuîrc,  pour  avoir  un  des  tei  mes  du  (piolicnt;  et  il  en 
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est  Je  même  lîans  toutes  les  opérations  suivantes,  parce  que  les 
quotiens  partiels  et  les  produits  du  diviseur  par  ces  quoliens 
sont  continuelienicnt  ordonnés. 

. Voici  le  tableau  des  calculs  de  l’cxcrapîc  prérédent , après 
que  l’on  a ordonné  les  deux  polynômes. 

loa* — ^ab' — 1 — 5a'' f\ab Zb* 

— loa'-f-  Sa'è-l-  J — 2u“  + 8a6  — 5A* 

— '\od'b-\-5’^a'b'‘-\-  ^ab'' — iSi* 

+4*’"'^ — 32a”i’ — 

— 2oai’ — i5it 

— a5u’i’+2oa6’+i5it  ■ , 

_ ^ jr- 

26.  De  là  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour  diviser 
deux  polynômes  l’un  par  l’autre:  Après  avoir  ordonné  le  di- 
vidende et  U diviseur  par  rapport  à une  même  lettre ^ divisez  le 
premier  terme  à gauche  du  dividende  par  le  premier  terme  à 
gauche  du  diviseur,  vous  obtenez  ainsi  le  premier  terme  du 
quotient i multipliez  le  diviseur  par  ce  terme,  et  retranchez  le 
produit  du  dividende propoté.  Divisez  ensuite  le  premier  terme 
du  reste  par  le  premier  terme  du  diviseur,  vous  obtenez  ainsi 
le  second  ternie^  du  quotient  ; multipliez  le  diviseur  par  ce  se- 
cond terme,  et  retranchez  le  produit,  du  rèsullat  de  la  première  ' 
opération.  Continuez  ainsi  les  opérations,  Jusqit’à  ce  qidenjln 
vous  obteniez  pour  résultat  û;  auquel  ca.s,  la  division  est  dite 
EXACTE,  s ,. 

Lorst(ue  le  premirr  terme  du  dividende  ordonné  n’est  pnscxac- 
tcnicnl  divisib'e  (n“  28)  par  le  premier  terme  du  diviseur  aussi 
ordonné,  c’est  un  signe  que  la  division  totale  est  impossible, 
c’est-à-dire  qu’il  n’y  a pas  de  polynôme  qui,  multiplié  par  le 
diviseur,  puisse  reproduire  le  dividende.  Et,  en  général,  on 
reconnaît  qu’une  division  est  impossible , lorsque  le  premier 
terme  de  Hun  de.s  dividendes  partiels  ne_st  pas  divisible  par  le 
premier  terme  du.  diviseur.  , 

7~j.  Nous  remarquerons,  en  passant,  que,  s’il  y a qwelqnc 
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analogie  entre  la  division  arithmétique  et  la  division  algébrique, 
par  rapport  à la  manière  dont  les  calculs  sont  disposés  et  effec- 
tues , elles  ont  entre  clics  cette  différence  essentielle , que  dans  la 
division  arithmétique,  les  chiffres  du  quotient  s’obtiennent  par 
tâtonnement,  tandis  que  dans  la  division  algébrique,  le  quotient 
que  l’on  obtient,  en  divisant  le  premier  ternie  d’un  dividende 
partiel  par  le  premier  terme  du  diviseur,  est  toujours  un  des 
termes  du  quotient  cherebé.  Si  ces  deux  termes  ne  sont  pas  di- 
visibles l’un  par  l’autre,  on  peut  conclure  tout  de  suite  que  la 
division  totale  est  impossible.  Sous  ce  rapport , la  division  algé- 
brique est  plus  simple  que  la  division  arithmétique. 

En  outre,  rien  n’empêcherait  de  commencer  l’opération  par 
la  droite,  au  lieu  de  la  commencer  par  la  gauche  , puisqu’alors 
cc' serait  opérer  sur  les  termes  affectés  des  plus  faibles  exposans 
de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  a ordonné.  Dans  la  division 
arithmétique , on  ne  peut  trouver  le  quotient  qu’en  commençant 
par  la  gauche. 

Enfin,  telle  est  l’iudé|>eDdancc  des  opérations  partielles  que 
comporte  le  procédé,  qu’après  avoir  soustrait  du  dividende  total 
le  produit  du  diviseur  par  le  premier  terme  trouvé  au  quotient, 
soustraction  indispensable,  on  peut , q la  seconde  opération , di- 
viser l’un  par  l’autre  les  deux  termes  du  nouveau  dividende  et 
, du  diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  d’une  lettre  diffé- 
rente de  celle  que  l’on  avait  considérée  d’abord,  et  l’on  obtiendra 
encore  un  dds  termes  du  quotient,  qui  restent  à déterminer.  SL 
l’on  considère  la  même  lettre,  c’est  parce  qu’il  n’y  a pas  de  rai- 
son pour  en  changer , et  que  les  deux  polynômes  étant  déjà  or- 
donnés par  rapport  à la  premièi  e lettre,  les  premiers  termes  à 
gauche  dans  le  dividende  et  le  diviseur  sont  propres  à donner 
un  terme  du  quotient,  tandis  qqc  si  l’on  changeait  de  lettre,  il 
faudrait  chercher  de  nouveau  les  termes  affectés  du  plus  haut 
exposant  de  cette  lettre. 

Second  exemple. 

28.  Diviser  2 1 rV*  + aS.ry  -j-  68  rj'*  — 4q>'^ — 56x^  — 1 8x*y 
par  5y’  — 8x^  — 6.ry. 
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Voici  le  tableau  des  calculs,  en  ordonnant  par  rapport  à y. 

— 4 oj'®-f-68xy^+a5x*^^+2 1 — 1 8 r|y — 56,r^  ] 5y* — 6xy — 8 r* 

J — 8y*+4^**--3?ÿ+y? 

•'  -f  '■  ■■  *i 

! "■  reste..aoxy*— 3^'y’+2 1 x^_y’ — 1 8x-*j — 56x^ 

— 7.orj*-l-a/pc^^+32r^’  * 

a'  reste. . . . — i5x*_y^+53x^_y’ — iH.ir'y' — 56x^ 

+i5x’_y* — i8xy“ — 24x|y 

3*  reste 35.r’^‘ — — 56j:* 

— 35x’’_y*+42  jH^+56 

, reste  final ....  o 

Comme  il  importe  aux  commençans  de  se  familiariser  avec 
les  opérations  algébriques , et  surtout  de  calculer  prompte- 
ment, nons  allons  traiter  de  nouveau  le  dernier  exemple,  en 
* indiquant  les  simplifications  qu’il  est  à propos  d’introduire. 

Elles  consistent,  comme  en  Arithmétique,  à soustraire  du 
dividende  chaque  produit  partiel,  immédiatement  après  avoir  ^ 
formé  ce  produit. 

— 4°>’*+68  i^<+25x*y*+2 1 xy* — 1 8x‘^ — 56x*  ^ 5y‘—6xy — 8x* 

1 ”■  rcste..4*aoxy  * — 3g  i:*y'’+ 2 1 x^^* — 1 8x*y — 56x*  ^ — 8_y^+4xy*— r* 
2*  reste. . . — 1 5x“y^+53xjy’ — i8x^_y — 56x*  v 

3*  reste . . . 35x^’ — 4*'^ly — 56x® 

O 

Si  l’on  divise  d’abord  — 4®J*  P®*"  vient  pour  quotient , 

— 8y*.  Multipliant  5y*  par  — 8j'^,  on  a — 4q>®,  qui,  changé 
de  signe , donne  + 4®y^>  terme  qui  détruit  le  premier  terme 
du  dividende. 

De  même,  — 6xy  X •—  8y*  donne  + et  pour  la  sou9traction , 

— ^ry^,  qui,  réduit  avec  +68xyt,  donne  pour  reste  aoxy\ 

3 


t 
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Enfin , — 8x*  X — 8y  donne  + et  pour  U soustraction  , 
— 64a'V  *1“*»  réduit  avec  + 25r*y’,  donne^ — Sgr’y*.  Le  ré- 
sultat de  la  première  opération  est  donc  aoxy  — Sgr’y  suivi 
des  antres  ternies  du  dividende  qui  n’ont  pas  été  réduits  avec 
les  produits  ^rtiels  déjà  obtenus. 

* On  opère  sur  le  nouveau  dividende  comme  on  a opéré  sur  le 

dividende  primitif  et  ainsi  de  suite.  ^ ‘ ^ 

2 * * 
Troisième  exemple. 

Soit  à diviser  gSa  — ■jSa*  ■+•  56a*  —25  5^0* 

par  _3aV-l-5— na  + 7a'- 

ç^-5ga^->t3a»-l-Q5a-25)7°^-3°*-»g  + 5 
i"  reste. . . — 35a^-(-  i5a*-t-  55a  — a5 )8a  — 5 


2*  reste...  o 

f 

29.  Il  peut  arriver  que  l’nn  des  polynômes  proposés,  ou  tons^ 
les  deux,  renferment  plusieurs  termes  affectés  d’une  même  puis- 
sance de  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  veut  ordonner. 

• Comment  doit-on,  dans  ce  cas,  disposer  les  polynômes  et 
effectuer  la  division  ? . ‘ 


Soit  à diviser 

I ia*b  — lyabc  + loa^  — i5a*c 3o4*  i5Ac*—  5A’c 
par  ' 5a*  3oA  Sic. 

' On  remarque  que  les  deux  termes  1 ia*A — > 5a*c  peuvent  être 
mis  sous  la  forme  ’ 


(ni  — tSe)a*, 


I ti 


en  écrivant  une  seule  fois  la  puissance  a*,  et  plaçant  à gauche, 
dans  une  même  colonne  verticale , l’ensemble  des  quantités  qui 
multipliait  celte  paissance  ; ce  poljimme  multiplicateur  s’ap- 
pelle alors  le  coefficient  de  a*. 
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[Cette  seconde  manière  de  réunir  les  termes  affectés  d’une 
même  puissance,  est  préférable  à la  première , sous  deux  rap- 
ports : I®.  parce  que,  s’il  y a beaucoup  de  termes  dans  le  diyi- 
dende  et  le  diviseur,  on  a de  la  peine  à les  faire  tous  tenir  sur 
la  même  ligne  horizontale;  2°.  parce  que,  comme  le  coefficient 
d^haque  paissance  doit  être  lui-méme  OA*i/in«!  par  rapport  h 
une  seconde  lettre,  on  est  obligé,  si  le  premier  terme  est  sous- 
tractif, de  faire  éprouver  aux  termes  une  modification  qui 
peut  induire  en  erreur,  lorsqu’on  emploie  la  première  manière. 

Soit,  par  exemple,  l’expression  — jhea' 8c*a*,  la 

modification  consiste  à mettre  cette  expression  sous  la  forme 

— (i5A*  — -J-  8c*)  a‘. . . . (n®  i5)  ; 

au  lieu  que  par  la  seconde,  on  l’écrit  ainsi  ; — i56*  a*;  et  de 

+ ibc 

— 8c® 

cette  manière , on  a l’avantage  de  conserver  à chaque  terme  le 
signe  dont  il  était  d’abord  affecté.]] 

Pareillement,  — 1906c  -}-3a6*  s’écrira:  -f-  36® j a. 

— igJcI 

Cela  posé,  voici  comment  on  effectuera  l’opération  : 


ioo*-|-i  ib 
— i5c 

I o®-f-  36* 

— 19ÔC 

I O— 56®c-f-i56c®  î 
1 / 

5a*4-36a— 56c 

20  6 —3c 

l'^-ttste...  56 
— i5c 

a*-h  36“ 
— 

a — 56®c-f-i56c* 

S' 

2*  reste. . 

• 

0 

Divisant  d’abord  loo^  par  5o*,  on  a 20  pour  quotient. 
Retranchant  le  produit  du  diviseur  par  2o,  on  obtient  un 
premier  reste.  Divisant  la  partie  affectée  de  c®  dans  ce  reste 

par  lia  f u vicui  puui  1/ muiupuaDi  $i^|X^essiTe- 

ment  chaque  partie  du  diviseur  par  6 — 3c , et  retranchant 

3..  * 


t.' 


C 
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chaque  produit,  on  a pour  résultat  o.  Donc  — 3e  est  le 

quotient  demandé. 

Pour  nous  rendre  compte  d’une  manière  générale  du  cas  pré- 
cédent, qui  est  le  plus  compliqué  de  la  division,  désignons  le 
dividende  par  Aa*  -f-  ha^  ■+•  Ca‘  Da  -f-  E,  et  le  diviseur  par 
AV  + B'a  + C'.  - ^ 

£C’cst  un  usage  en  Algèbre,  lorsqu’il  doit  entrer  dans  une 
question  un  grand  nombre  de  quantités,  d’eu  désigner  d’abord 
un  certain  nombre  par  des  lettres  dilTérentcs;  et,  pour  ne  pas 
trop  multiplier  le  nombre  des  lettres,  de  désigner  les  autres 
par  les  mêmes  lettres  accentuées.  Les  accens  se  pronon-- 
cent  prime,  seconde,  tierce.'] 

Dans  ces  deux  polynômes,  chacun  des  coelTiciens  A,  B,  C, 
D,  E,  A',  B',  C',  désigne* l’assemblage  de  plusieurs  ternies. 
Ainsi  Aa*  représente  toute  la  partie  du  dividende  nOéclée  de 
a*,  et  ainsi  des  autres.  Gila  posé,  puisque  le  plus  haut  expo-*- 
saut  de  â est  4 dans  le  dividende  et  2 dans  le  diviseur,  il  doi( 
aussi  être  égal  à 2 dans  le  quotient,  qui  est  alors  de  la  forme 
A" a*  B*a  tE  C".  Pour  déterminer  la  partie  de  ce  quotient 

afiectée  de  la  plus  haute  paissance, on  remarque  que  le  ]>ro- 
duit  des  deux  parties  A’a’  et  X"a‘,  ne  peut  éprouver  aucune 
réduction  avec  les  autres"  produits  du  diiiseur  par  le  quo- 
tient , et  par  conséquent  doit  être  épfnl  à la  partie  Aat  du 
dividende,  aOectcc  de  la  plus  haute  puissance.  Donc  récipro~ 
quement,  si  l’on  divtSe  Aa't  par  A'a’,  on  doit  avoir  la  parti» 
A"n*  du  quotient;  cela  revient  à diviser  A par  A',  puisque 
divisé  par  a®  donne  a*.  Si  A et  A'  sont  eux  - inêm^des 
polynômes  composés  d’une  ou  de  plusieurs  lettres,  on  agwsur 
cu\  comme *11  a été  dit  précédemment,  ce  qui  exige  qu’on 
ordonne  d’abord  les  deux  polynômes  par  rapport  à l’une  des 
lettres  qui  y entrent.  Voilà  pourquoi  nous  avons  dit  plus  haut 
"qu'en  écrivant  les  termes  affectés  d’une  même  puissance  dans 
une  colonne,  il  faut  avoir  soin  de  les  ordonner  par  rapport  à 
une  .seconde  lettre;  on  les  ordonnerait  même  par  rapport  U 
une  UOiiième  ^tre,  si  plusieurs  termes  d’une  colonne  renfer- 
m|jKnt  un  meme  exposant  de  la  seconde  lettre. 
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La  partie  A"u‘  étant  obtenue,  on  mnlllplie  chacnne  des  par- 
ties (lu  diviseur  par  A'a*,  et  on  retranche  au  fur  et  & mesure  les 
produits  partiels  qu’on  obtient,  ce  qui  donne  un  premier  reste 
sur  lequel  on  opère  comme  sur  le  dividende  proposé. 

Voici  deux  nouveaux  exemples  du  cas  qui  nous  occupe.  (On 
a eu  soin  d'y  joindre  les  divisions  partielles  que  nécessite  l’opé- 
ration principale.)  ' 


laè* 

a’  -J-  z3l^ 

a*  -f-  io6< 

1 3b 

1 a -j-  26* 

— agôe 

— 3ib’c 

— 6i)*c* 

. 1 

' — 5c 

-f-  i5c* 

— gte* 
-1-  i5c^ 

) 

1 — 3e 

u’  + Sb’  la 
-3e‘  1 

. + iSb^ 

a*  + lob* 

a 

— aSb’c 

— 

— 66*c* 

• 

-fi5c3  I 

O 


Premiirt  Division  partitlU. 


mb’ — 2g6c-+-i5c*  | 

[ 3b  — 5c 

— ^bc  i5c*  j 

[ 46  — 3c 

O 


Deuxième  Division  partielle. 

•V. 

1 Si*  — a56*c  — gbc*  -t-  1 5c*  1 3b  — 5« 
— gic*-!- iSf-*  J Si’  — 3«* 

O 
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=•  a*-f-46’ 

a-f-6* — 26-) 

* —9** 

. 

-f-56 

—5 

— - 
.|aa^ — 36  ( 

+4 


—96*  aS 
— ao 

"+ia6*a* 

Or--'  -236 

-■•i  • 5 

-f-36  a+ft* — 26' 
* -5 


Premièrt  Division  partUUe. 
6i — lo  I 3b  — 5 


Deuxième  Division  partielle. 
-96*+  376  — ao  1 3b  — 5 

-f-  12b  — 20  J -36-1-4 


Troisième  Division  partielle. 

lai*  — 236 -f- 5 1 36 — 5 
— 36 -f- 5 I 4^ — ' 


Quatrième  Division  partielle. 

36  — 5 1 36  — 5 
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3o.  n existe  un  autre  cas  assez  important  daus  la  division 
algébrique  ; c*est  celui  où  le  polynôme  dividende  contient  une 
ou  plusieurs  lettres  que  ne  renferme  pas  le  diviseur.  On  pour- 
rait ordonner  les  deux  polynômes  par  rapport  à l’une  des  lettres 
communes,  et  faire  la  division  comme  à l’c<rdinairc.  Mais  il  y 
a un  moyen  beaucoup  plus  simple  d’obtenir  le  quotient. 

Supposons,  par  exemple,  Çue  le  dividende  contienne  diverses 
puissances  de  la  lettre  a,  et  que  cette  lettre  n’entre  pas  dans.le 
diviseur  (on  dit  alors  que  celui-ci  est  indépendant  A&  a). 
En  ordonnant  le  dividende  par  rapport  à a , on  peut  le  mettre 
sous  la  forme  Aa^ -J- Ba^ Da-|-E  , 4 étant  supposé 
le  plus  haut  exposant  de  a, dans  ce  polynôme;  A B,  C,  D, 
sont  des  raonomes  ou  polynômes  qui  ne  renferment  pas  a. 
Soit  d’ailleurs  M le  polynôme  diviseur,  indépendant  de  a. 

Cela  posé , p^que  le  diviseur  multiplié  par  le  quotient  doit 
reproduire  le  dividende,  et  que. le  diviseur  M ne  contient  pas 
a,  il  est  clair  que  le  quotient  doit  être  un  polynôme  affecté 
des  mêmes  puissances  de  la  lettre  a , que  celles  qui  se  trou- 
vent dans  le  dividende.  Ainsi  ce  quotient  est  nécessairement 
de  la  forme  A^a*-l-B'a'’-l-C'a*-j-D'a-l-E'.  Or,  si  l’on  con- 
çoit que  ce  quotient  soit  trouvé,  et  qu’on  ait  multiplié  suc- 
cessivement le  diviseur  tout  entier  par  chacune  des  parties 
A'a*,  B'a*,  C'a*.  • . .,  les  produits  seront  A'Ma*,  B'Ma^, 
C'Mo*.  . , ; et  comme  ils  ne  peuvent  éprouver  entre  eux  au- 
cune réduction,  puisque  la  lettre  ordonnatrice  y est  affectée 
d’un  exposant  différent  , ils  doivent  être  respectivement 
égaux  aux  termes  Aa^,  Bo^,  Ca*.  . . .,  du  dividende. 

Ainsi  l'on  a 


A'M  = A,  d’où  A'  = A : M, 

B'M  = B,  d’où  B'  =B  : M, 

CM=  C,  d'où  C'=C  : M, 

et  ainsi  de  suite;  d’où  l’on  déduit  cette  proposition  générale: 
Pour  qu’un  polynôme  ordonné  par  rapport  à une  certaine 
lettre^  toit  exactement  divisible  par  un  polynôme  iNDérxM- 
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DAST  d*  celle  leltrCj  il  faut  que  chacun  de»  coejfciens  des 
diverses  puissances  du  premier  polynôme  soit  exactement  di- 
visible par  le  second.  Les  coejjiciens  des  diverses  puissances 
de  la  lettre  dans  le  quotient j ne  sont  autre  chose  queues  quo- 
tiens  successifs  de  la  division  des  coefficiens  du  polynôme  di- 
vidende par  le  polynôme  diviseur. 

Soit  à diviser  le  polynôme  ^ 

3a*  6’ — 3a6c’ — — 3a'bc’-i-3ab^c—a’c^-f-bc*-f-a*b’c 

par  b’  — c*. 

Le  dividende  ordonné  par  rapport  à a,  peut  être  mis  sous  1% 
forme(3i^-|-i’c— 36c*— c*)a* -j-(34^c — 36c^)a+6®— 2i^c*4*6c*; 
eOcctuant  les  trois  divisions  partielles  marquées  par 

36^+6*c — 36c* — e’  36V — 36c*  6* — 26V*+6c^ 

> i*— c,*  ’ 0*— c*  ' At^c*  ’ 

on  trouve  pour  quotiens, 36 -{- c,  36c,  6’ — 6c*;  ainsi  l’on  a. 
pour  le  quotient  total , (36 + c)a*+  36ca  -f-  A* — 6c*. 

Les  deux  derniers  quotiens  36c  et  6* — 6c*  peuvent  s’obtenir 
* plus  aisément  que  par  le  procédé  ordinaire,  si  l’on  observe, 
1®.  que  36V— 36c*  équivaut  (n®ai)  à 36c(6*— c*);  2®.  que 
A* — 26*c*-f-6c^  équivaut  6 6(6^  — a6*c*-f-c'),  ou  6(6* — c*)*, 
(n“  »9). 

Nous  observerons,  à ce  sujet,  que  s'il  existe  des  règles  gé- 
nérales pour  elTectucr  toutes  les  opérations,  ces  règles  peuvent 
souvent  être  simplifiées,  et  il  ne  faut  jamais  négliger  d’em- 
ployer ces  simplilications,  lorsque  l’occasion  s’en  présente.  On 
ne  s’en  conforme  que  mieux  à l’esprit  du  langage  algébrique. 

3i.  Parmi  les  dilfércns  exemples  de  division  .algébrique,  il 
en  est  un  remarquable  par  scsapplications, et  qui  se  rencontre  si 
souvent  dans  la  résolution  des  questions,  que  les  Algébristes 
en  ont  fait  une  espèce  de  théorème.  On  a vu  (n°*  5 et  19)  quo 
'(a-f-6)(a — 6)  donne  pour  produit  a* — 6*;  donc,  réciproque- 
ment a* — 6*,divisé  para — 6,donnea-|-6  pour  quotient. 

En  divisant  également  a* — 6* par  a — 6,  on  trouve  un  quon 
tient  enao<et  égal  à a'-f- c6 -f- 6*. 


BCd  POLYKOMES.  . ài 

t * 

De  nicme>tï^ — b*  divisé  para — -b,  donne  pour  quotient' 

Cesontdcs  résultats  qu’on  peut  obtenir  en  suivant  le  procédé* 
ordinaire  do  la  division;  et  l’analogie  porte  à conclure  que,  quel- 
que grand  que  soit  l’exposant  qui  alTecte  les  deux  lettres  a et  é, 
la  division  se  fait  encore  cjLactemcnt  ; mais  l’analogie  n’est  pas 
une  certitude  rigoureuse.  Pour  acquérir  cette  certitude,  dési- 
gnons pai* /ni’ ex  posantjetessajons  ladivisioil  de  a'" — i^para — b. 


a" — b”']  a — h 

s '-^a”~'b — 6"  I a’’-^  ’ 


ou  bien , 


i(a— •— i”- ■). 


Divisant  d’abord  a^par  a,  on  a pour  quotient  d’après 
règle  des  exposans  (n"  22).  Le  produit  de  a — b par  a’""'  étant 
soustrait  du  dividende,  ou  a pour  premier  reste  a'"~'b  — b"‘, 
expression  qu’on  peut  mettre  sous  la  forme  b(a'"~' — 

D’où  l’ou  voit  que,  si  l’on  suppose  a"“‘— i™”'  divisible  exac- 
tement par  a — i , il  en  est  de  même  de  a" — i"  ; ce  qui  veut  ^ 
dire  que,  si  la  dififérence  des  puissances  semblables  d'un  cer- 
tain degré  de  deux  quantités,  est  divisible  exactement  par  la 
dilTércnce  de  ces  mèm0B  quantités,  la  difTérence  des  puissances 
d’un  degré  plus  grand  d’une  unité,  est  aussi  divisible.  Or, 

a* — — P 
^ ^ donne  nn  quotient  exact  et  égal  à o -f  ù ; donc  ^ ^ 

donne  un  quotient  exact  et  égal  à a*-f-  b ou 

a — 0 

a*-{- i(a -f-A) , ou  bien  encore, 

Pareillement , ^ ^ donne  un  quotient  exact  et  égal  à 

a^-f-  b ^ ^ , on  a*-f-i(a’-J-a6-}-A*),  ou  a^-+-a*A-f-aA*-4-A^  ; 

et  en  général,  ^ donne  nn  quotient  exact  et  ^al  à 

o"-*A -f  . . . .-f  ai"-* -f-  i"“*, 

L’oxactitude  de  cette  proposition  se  vérifie  à potieriorij  en 
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effectuant  la  multiplication 

(a--'+a"’-*i  + a"-3i«+ ai"— {a — b. 

Ou  reconnaît  que  les  produits  partiels  o"  et — i"sont  les  seuls 
qui  ne  se  détruisent  pas  dans  la  réduction.  Par  exemple,  en 
multipliant  a"— i para,  on  trouve  pour  produit  a"”'i  ; mais  si 
l’on  multiplie  a“~'  par  — b,  il  vient  pour  produit  — a"“*3, 
terme  qui  détruit  le  précédent.  11  en  est  de  même  des  autres 
termes.  * 

Nous  engageons  les  commençans  à réfléchir  sur  le  moyen 
de  démonstration  précédent,  qui  est  assez  souvent  employé  en 
Algèbre.  ' 

• 3a.  Nous  avons  donné  (n°’  a3,a6) , les  caractères  prlncipàox 
auxquels  on  reconnaît  qu’une  division  de  quantités  monomes 
ou  polynômes  n’est  pas  exacte , c’est-à-dire , les  cas  dans  les- 
quels il  n’existe  pas  de  troisième  quantité  algébrique  entière 
qui , multipliée  par  la  seconde , reproduise  la  prem  ière.  > 

^ Nous  a)outerons, quant  aux  polynômes,  que  souvent  on  re- 
connaît, à leur  inspection  seule,  qu’ils  ne  peuvent  être  divisibles 
l’un  per  l’autre.  Lorsque  ces  polynômes  renferment  deux  ou 
plusieurs  lettres,  il  faut,  avant  d’ordonv*  rapport  à l’une 
d’elles  en  particulier,  jeter  un  coup  d’oeil  sur  les  deux  termes 
du  dividende  et  du  diviseur,  affectés  du  plus  haut  exposant  de 
chacune  des  lettres.  Si , pour  une  de  ces  lettres , les  termes  du 
plus  haut  exposant  ne  sont  pas  divisibles  l’un  par  l’autre , on 
peut  conclure  que  la  division  totale  est  impossible.  Cette  re- 
marque doit  se  répéter  dans  chacune  des. opérations  que  com- 
porte le  procédé. 

Soit,  par  exemple,  12a’  — 5a“6 706*— i lé*  à diviser 
par  4o* — 8aé  -f-  3i*.  SL  l’on  a égard  à la  lettre  a , la  division 
paraît  possible  ; mais  eu  égard  à la  lettre  b,  la  division  est  im- 
I possible,  puisque  — iié^  n’est  pas  divisible  par  36’. 

Nous  terminerons  par  le.s  considérations  suivantes  : 

i“.  Un  polynôme  ne  peut  jamais  être  divisible  par  un  autre 
polynôme  renfermant  une  lettre  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le 
dividende;  car  il  est  impossible  qu’une  troisième  quantité. 


* 
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FRACTIONS  AIXsiBRIQOSS.  4^ 

multipliée  par  une  seconde , dépend^te  d’une  lettre,  donne  un 
produit  indépendant  de  cette  lettre. 

2".  Un  monome  n’est  jamais  diyisible  par  un  poIynomc, 
parce  que  (a°  i8)  tout  polynôme  multiplié  par  un  autre,  donne 
au  produit  au  moins  deux  termes  qui  ne  se  réduisent  pas. 

3*.  Un  polynôme  ne  peut  être  divisible  par  un  monome,  qn’au- 
tant  que  celui  -ci  divise  exactement  chacun  des  termes  du  divi- 
dende, et  le  quotient  s’obtient  en  mettant  en  évidence  le  facteur 
cx>mmun  à tous  les  termes. 

I - . 

t § II.  Des  Fractions  algébriques  ou  littérales. 

s , 

r V 

Du  plus  grand  commun  diviseur. 

• 33.  Les  fractions  algébriques  doivent  offrir  & l’esprit  la  même 

acception  que  les  fractions  arithmétiques,  telles  que 

c’est-à-dire  qu’il  faut  concevoir  qu’on  ait  divisé  l’unité  en  au- 
tant de  parties  égales  qu’il  y a d’unités  dans  le  dénomina- 
teur (le  dénominateur  pouvant  d’ailleurs  être  un  monome  ou 
un  polynôme  ) , et  qu’on  prenne  une  de  ces  parties  autant  de 
fois  qu’il  y a d’unités  dans  le  numérateur.  Dës’lors,  l’addition, 
la  soustraction,  la  multiplication  et  la  division,  doivent  s’ef- 
fectuer suivant  les  règles  établies  en  Arithmétique  pour  le 
calcul  des  fractions.  Toutefois,  on  doit  se  conformer,  dans  les 
applications  de  ces  règles,  aux  procédés  indiqués  précédem- 
ment pour  le  calcul  des  quantités  algébriques  entières , mo- 
nômes ou  polynômes.  Ainsi,  il  serait  superflu  de  s’y  arrêter; 
nous  aurons,  par  la  suite,  assez  d’occasions  de  nous  familia- 
riser avec  ces  règles. 

La  riduclion  des  fractions  algébriques  à leur  plus  simple 
expression^  mérite  néanmoins  quelques  développemens  parti- 
culiers. 

Lorsqu’une  division  de  quantités  monomes  ne  peut  s’éf- 
fectuer  exactement,  on  l’indique  à l’aide  du  signe  connu,  et 
ilans  ce  cas , le  quotient  se  présente  sous  la  forme  d’une  frac- 


1 


i 

I 

I 
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1^4  «IMPLIFICATIOM  PES  rnACTlU.SS. 

lion'  que  nous  avons  «léjà  appris  à simplifier  (u*  a3).  Quant 
aux  expressions  fractionnaires  polynômes , voici  quelques  cas 
dans  lesquels  il  est  aise  de  les  réduire. 

r.  • ■ *11»  • 

Soit,  pour  premier  exemple,  1 expression  — — - ■ ^ 

On  remarque  que  cette  fraction  peut  (a°  ig)  être  mise  sou« 
(a+6)  {a— b) 


la  forme  ' 


; supprimant  le  facteur  a— b commun 

a -f*  ^ 


{a  — b)‘ 

\ 

aux  deux  termes , on  obtient  pour  résultat. . . . j. 

a — 0 


Soit  encore  l’expression 


Sa'  — I oa'b  + Sab* 


iia'  — 8a‘b 
Cette  expression  se  décompose  ainsi  : 


5a  (a*  — 2ab  -f-  i‘) 
8a”  (a  — b) 


, ou  bien, 


5a  (a  — 6)* 
8a“  (a  — 6)  ’ 


supprimant  le  facteur  commun  a (a  — b),  on  trouve  pour  ré- 
5(g—  b) 


sultat.  . . . 


8a 


^ Les  cas  particuliers  que  nous  venons  d’examiner  sont  ceux 
où  les  deux  termes  de  la  fraction  sont  décomposables  dans  le 
produit  de  la  somme  par.  la  différence  de  deux  quantités, 
dans  le  carré  de  la  somme  ou  de  la  différence  de  deux  quan- 
tités; et  l’habitude  du  calcul  apprend  à opérer  ces  décomposi- 
tions , lorsqu’elles  sont  possibles.  ' 

. Mais  les  deux  termes  de  la  fraction  peuvent  être  des  poly-» 
nomes  plus  compliqués,  et  alors  leur  décomposition  en  fac- 
teurs n’étant  plus  aussi  facile,  on  doit  avoir  recours  au  procédé 
du  plus  grand  commun  ditfiseur. 

Cette  théorie , intimement  liée  à celle  des  équations  , ne 
laisse  pas  de  présenter  quelques  diflicultés.  Aussi  notre  inten- 
tion est-elle  de  n’en  donner  ici  qu’une  partie , sauf  à y re- 
venir plus  loin,  et  lorsque  nous  aurons  acquis  les  matériaux 
nécessaires  pour  l’établir  d’une  manière  complète  et  rigou- 
reuse. 
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nu  rLus  orâno  commun  divk«£ur. 


^5 


s Théorie  élémentaire  du  plus  grand  commun  Difiseitr 
algébrùjtie. 

34*  Le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  est 
le  polynôme  le  plus  grand  par  rapport  aux  exposons  et  aux  coej-. 
JicienSj  tjni  divise  exactement  les  deux  polynômes  proposés, 

La  propriété  caractéristirjue  ilu  plus  grand  commun  divi- 
seur est  que,  si  l’on  divise  les  deux  polynômes  proposés  par 
leur  plus  grand  commun  diviseur,  les  quoliens  qui  en  ré- 
sultent sont  premiers  entre  euXj  c’est-à-dire,  ne  renferment  plus 
aucun  facteur  commun. 

^[iette  proposition  est  évidente;  car  soient  A et  B les  poly- 
nômes donnés,  D leur  plus  grand  commun  diviseur , A'  et  1/ 
les  quotiens,  on  a nécessairement  V 

A=A'xD  et  11  = B'XD. 


Or,  si  A.'  et  B'  avaient  encore  un  facteur  comtnun  d,  il  s’en- 
suivrait que  ofx  D serait  un  diviseur  commun  aux  deux  poly-- 
bornes  et  plus  gi'find  que  D , soit  par  rapport  aux  exposans  , 
soit  par  rapport  aux  coelliciens;  cc  qui  serait  contre  la  défi- 
liition  de  U. 

35.  On  a vu  en  Aritlimétique,  i°.  Que  le  plus  grand  commun 
diviseur  de  deux  nombres  entiers  contient  comme  facteurs  tous 
les  diviseurs  particuliers  communs  aux  deux  nombres  j et  ne 
peut  pas  renfermer  d’autres  facteurs  ; 

2®.  Que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  nombres 
entiers  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  le  plus  petit 
nombre  et  le  reste'  de  leur  division. 

La  théorie  du  plus  grand  commun  divisenr  algébrique  repo.se 
également  sur  ces  deux  principes,  pour  la  démonstration  des- 
quels nous  renvoyons  au  septième  chapitre. 

Ceci  admis,  supposons  d’abord  qu’il  s’agisse  de  trouver  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  polynômes 

ai*  — a^b  -}-  3o6*  — Zld  -^ct  a’  — 5ab  -J-  4^“- 
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DU  VLUS  OAAKII  COMMU2<  DlVUSVl. 


Premitre  opération. 

• *9 

a’—  a*A  + 3Uï6*  — - 3i*  | a*— 5aè  + 4^* 

+ 4®“^ — ab' — 36^  J a + 4^ 

, igai*  — iç)A®  ' 

^ ou  bien,  igt*(a-^6) 

. Deiuciènu  opération. 

a*  — 5ai  + 4^*  ) ® — ^ 

— 4®^  + 4^“  ■»  ® — 4^  • ■ 

° ' • . 

ce  qui  donne  a — b pour  le  plus  grand  commua  diviseur. 

Commençons  par  diviser  le  polynôme  de  plus  haut  degré 
par  le  polynôme  de  plus  faible  degré  ; le  quotient  est,  comme 
on  le  voit  dans  le  tableau  ci-dessus,  a-f-4^j  et  l’on  obtient 
pour  reste ... . igaA’ — 

Il  résulte  du  second  principe,  que  le  plus  grand  commun  di- 
viseur cherché  est  le  même  que  celui  qui  existe  entre  ce  reste 
et  le  polynôme  qui  a servi  de  diviseur. 

Mais  igoi’ — 196^  pouvant  être  mis  sous  la  forme  i^b\à — b), 

on  voit  que  le  facteur  ig&*  divise  ce  reste  sans  diviser ' 

a*— Sué -f-4ê‘;  donc,  en  vertu  du  premier  principe,  ce  fac- 
teur ne  peut  entrer  dans  leur  plus  grand  commun  diviseur; 
ainsi  l’on  peut,  sans  inconvénient,  le^  supprimer,  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à chercher  le  plus  grand  commun  diviseur 
entre  a'—Sab  + b*  et  a — b. 

Divisant  maintenant  le  premier  de  ces  deux  polynômes  par 
le  second,  on  a pour  quotient  exact,  a — 4^;  donc  a — é 
est  leur  plus  grand  commun  diviseur,  et  par  conséquent , c’est 
aussi  le  plus  grand  commua  diviseur  des  deux  polynômes  pro- 
posés. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  les  deux  poly^ 
nomes  par  rapport  k^b,  ^ ' 

— 36*  -f-  3ab‘  — 0*6  -f-  a*  et  4^*  — “1“ 


• * •»  — 
I 
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^ DD  PLUS  OBAMD  COMMUN  OITISEUB.  4? 

Première  opération, 

— iai*+ laai* — é^a'b  + 4^  î 4^*  — Sa  b -h  a* 

— 3aA*  — fl’é  + 4®^  J — 36  , — 3a 

— laat* — 4“*^+»^^ 

' — 190*6+190® 

ou  bien,  19a*  ( — 6 + o)  * 

Deuxième  opération. 

46*  — 5o6  + O*  1 — 6 + 0 • 


— ab -h  a 


46 +c 


ce  qui  donne  — 6 + c on  o — 6 pour  le  plus  grand  commun 
diviseur. 

Au  premier  abord,  on  est  embarrassé  pour  faire  la  division 
des  deux  poljrnomes,  parce  que  le  premier  terme  — 36®  du 
dividende  n’est  pas  divisible  par  le' premier  terme  4^* 
diviseur.  Mais  si  l’on  observe  que  le  eoeflicient  4 de  celui-ci 
n’est  pas  facteur  de  tous  les  termes  de  4^*  — Sab  + o*,  et 
qu’ainsi , en  vertu  du  premier  principe,  4 saurait  faire 
partie  du  plus  grand' commun  diviseur,  on  peut,  sans  aucun 
inconvénient,  introduire  ce  facteur  dans  le  dividende,  ce  qui 
donne  — 12^+1206* — ^a*b-^^a?\  et  alors  la  division  des 
deux  premiers  termes  devient  possible. 

Effectuant  cette  division,  on  trouve  pour  quotient  — 36,  et 
pour  reste,  — 3o6* — o*6  + 4a®. 

Comme  dans  ce  reste , l’exposant  de  6 est  encore  ^al  à 
celui  du  diviseur,  rien  n’empèche  de  continuer  la  division, 
en  multipliant  de  nouveau  ce  reste  par  4,  afin  de  rendre  pos- 
sible la  division,  des  deux  premiers  termes. 

Cette  préparation  faite,  il  vient  — laab*  • — 4®*^+ >6o®, 
qui,  divisé  par  4^*  — 5o6+a*,  donne  pour  quotient 3o 
(qu’on  séparera  du  premier  par  une  virgule,’  éomme  n’ajant 
aucune  liaison  avec  lui),  et  pour  reste,  — 190*6+  19a®. 
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Ce  dernier  reste  pourant  «e  mettre  sous  la  forme 

igo’C — b a)  , on  suprime  le  facteur  190%  comme  ne  fai- 
sant pas  partie  du  plus  grand  commun  diviseur;  et  la  ques- 
tion est  ramenée  à clicrcher  le  plus  grand  commun  divi- 
seur entre  4^*  — 5ab  + a‘  et  — b-f-a. 

Divisant  ces  deux  polynômes  l’un  par  l’autre,  on  trouve 
pour  quotient  ev>ct, — donc  — b-f-a  ou  a — b est 
le  plus  grand  commun  diviseur  clierclié. 

36.  Dans  ce  même  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  l’ex- 
posant de  la  lettre  principale  est  plus  grand  d’une  unité  dans 
le  dividende  que  dans  le  diviseur,  on  peut  abréger  l’opé- 
ration en  multipliant  tout  de  suite  le  dividende  par  le  carré 
du  cocflicient  du  premier  terme  du  diviseur.  On  conçoit  en 
eflet  que,  par  ce  moyen,  le  premier  quotient  partiel  qu’on 
obtient,  doit  renfermer  ce  coefficient  à la  première  puissance. 
Multipliant  le  diviseur  par  le  quotient , et  faisant  la  réduction 
avec  le  dividende  ainsi  préparé,  on  a un  résuliat  qui  doit  encore 
contenir  le  coefficient  comme  facteur,  et  la  division  peut  se 
continuer  jusqu’à  ce  qu’on  obtienne  un  reste  de  plus  /uiblo 
degré  que  le  diviseur,  par  rapport  à la  lettre'  principale. 

Voici  le  tableau  des  opérations:  ‘ 

Premièri  opération’ 

Multiplication  par  16,  ou  parle  carré  de  4* 

— Ifib^ -{•  l\Qab' — i6n’i-{-i6a^  t ^b'  — icib-i-a*  \ 
— i2aù“ — J 12Z»  — 3a 

i*’ reste. .. . — iga^ù-f-ign^ 

ou  bien,  iga’(— / 

Deuxième  opération. 

46*  — Saù-f-a’  1 — ù-j-n  • •’ 

— où^-n*  / — + a 

N.  B,  Si  l’exposant  de  la  lettre  principale  dans  le  dividende 
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surpassait  de  deux , trois  unités  l'exposant  de  In  incmo  lettre 
dans  le  diviseur , il  faudrait  multiplier  le  dividende  par  In  troi- 
sième ou  la  quatrième  puissance  du  coefTicient  du  premier  terme 
du  dixlseur.  Cela  est'  aiaé  à concevoir. 

I / . . 

37.  Soient,  pour  second  exemple, 

i5a*  -f-  loa^b  -f-  Ga’ô’ — 3ah^ 

et  i2a‘l>’‘  + 38a‘P  lèab* — loi^.  s 

Avant  de  procéder  à la  division  de  ces  deux  poh'nomes,  oora- 
mençons  par  observer  que  le  premier  contieot-a  comnie  facteur 
commun  dans  tous  scs  termes;  et  puisque  ce  facteur  n’entre  pas 
dans  le  second.poljnomc , op  peut  le  supprimer , comme  ne  fai'^ 
sant  pas  partie  du  cooimun  diviseur. 

Par  la  tnéme  raison , le  facteur  ai*  commun  à tous  les  termes 
du  second  polyoomc  et  n’entrant  pas  dans  lé  premier,  ]>cut  ct^c 
supprimé.  Ainsi  la  question  est  ramenée  à recherclicr  le  plus 
grand  commun -diviseur  entre  les  poljuomes 

j5a* -f- loa^i -i- 6aù^  — Si*  • ' 
et,  * . . 6a’ -J- 1 9<i‘i -+- 8oi* — 55\  . 

Première  Opération.  • - 

3oa*>4*-aoa’i-f-  8a*i*-f-i?afr’ — 6i*  1 6a’ -f  iga’i -f-8ai’ — 5Î’ 
—•jSa'b — 32a'‘b’-j^3'](ib^ — 6i*  / 5a,  — a5i  _ • 

— i^po’i — 64o*i*-+-  74«i* — '2^* 

, » +4i  ia*i’-J-374ni’ — i37i';* 

ou  bien,  i37i*(3a*-pani — i*).  . ' - 

Deuxième  OpértAioiu 

6a’  -t-  iga’i  -f-  8ai*  — 5i’  i 3a’  -|-  aai  — i* 

-f- i5a*i -f- lorti’  — 55’  J aa  -j-  5i 

O 

Donc  3a’-^  aai  — i’  est  le  plu»  grand  commun  diviseur. 

En  suivant  la  meme  méthode  que  dans  l’exemple  précédent, 
il  faudrait  multiplier  tout  le  dividende  par  le  coeOicient  6,  du 
premier  terme  du  diviseur,  on  plutôt  par  le  carré  de  6;  mais 
comme  i5  et  6 ont  un  facteur  commun  3,  il  suffit  cvideininent 
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de  multiplier  tout  le  dividende  par  2,  facteur  de  6,  qui  n’entre 
pas  dans  i5.  . * 

Cette  préparation  faite,  »n  effectue  la  division , ce  qui  donne 
d’al)ord  un  reste  dont  le  i"  terme  est  — ’jSa  'b.  Comme  ’]S  con- 
tient enoore  le  facteur  3 qui  entre  dans  6 , il  suffit  de  multiplier 
ce  reste  par  2,  pour  continuer  la  division  qui , étant  effectuée, 
donne  pour  i*’’  reste  principal,  4’  •a’i*  + sty/fob^ — i3'jb*. 

Or,  il  est  facile  de  reconnaître  que,  dans  ce  reste,  il  existe 
un  facteur  commun  et  puisque  ce  facteur  n’entre  pas 

dans  le  second  polynôme , on  peut  le  supprimer , comme  ne 
faisant  pas  partie  du  commun  diviseur;  et  la  question  est  ra» 
menée  à reclierclier  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les' 
polynômes  a 

6a‘ -f- iga’A  •+•  — 5b^.  • 

et-  3o’  -f-  2o6  — b‘. 

Effectuant  la  division  de  ces  deux  polynômes,  pn  trouve  pour 
quotient  exact , -J-  56  ; ainsi  le  reste  3a’  -J-  2ab  — b‘  est  le 

' plus  grand  commun  diviseur  cherché.  , 

38.  Remarque.  On  pourrait  demander  si  les  suppressions  ' 
qu’on  opère  daus  le  cours  du  calcul,  de  facteurs  communs  à 
tous  les  termes  de  l’un  des  restes,  n’ont  pour  objet  que  de  sim- 
plifier les  calculs,  ou  bien,  si  ce  sont  des  opérations  indispen- 
sables. Or,  on  peut  aisément  reconnottre. que  ces  suppressions 
sont  nécessaires;  car^si , dans  l’exemple  précédent , on  ne  su{>- 
primait  pas  le  facteur  i3^6‘,  il  faudrait,  pour  rendre  possible 
la  division  du  premier  terme  du  nouveau  dividende  par  le  pre- 
mier terme  du  diviseur,  multiplier  tout  le  dividende  par  1376*  ; 
mais  alors , on  introduirait  dans  le  dividende  un  facteur  qui  se 
trouverait  aussi  dans  le  diviseur;  d’où  il  résulterait  que  le  plus 
grand  commun  diviseur  cherché  se  compliquerait  du  facteur 
1376’  qui  ne  devait  pas  d’alxird  en  faire  partie. 

L’exemple  suivant  est  propre  à cuniirmer  ce  qui  vient 
d’être  dit.  . 

3q.  Soit  à trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  les 
deux  polynômes 
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. ^ . - «6  4 aa*  — 36*  T-  46c  — ac 
et  • '*  t>ac  4 aa*-—  5ab-\-  4e**  4 86c 

T-  C* 

— ia6* 

i 

• * 

Première  Opération. 

■rf 

*- 

aa*  4 6 

• 

a — 36*  \aa*  — 56 

a — 126“ 

— c 

— 4^c  J 4 9c 

4 86c 

• t • 

— c*  { 

4 4c* 

• .|  ^ s 

' « 

- ••1  ■ 

J ’a  • 

66" 

I a 4 g6*  • * . 

ïoe 

— xa6c 

1 *' 

ou  Lien , \ 

— 5c*; 

(36  — 5c)  (aa  4 36  4 c). 

0 

« 

Deuxième  Opération. 

• ■ 
* 

4 < 


\ 

I 


' « 


. y 


2a*  — 56  I a — lai*  ^ aa  + 4.  c 


+ 9^  + 8Ac 


- «H 
W"' 


+ 4^'*  ( a •—  4^  * 

4- 4c  • . ^ • 

*,  'v,  .*t—  86  I a — lai*  ' •'  ''' 

■ . •+ 8c  4.  86c 

. ^ T + 4c* 

“: . . •>  ■ 


Donc  aa  4 36  4 c est  le  plus  grand  commun  di'vi^ur. 

Après  aYoïr  ordonné  les  deux  polynômes,  on  peut  , sans  au- 
cune préparation,  effectuer  leur  division,  ce  qui  donne  pour 
premier  reste , ^ 

66  I a 4 96* 

— 10c  1 — ia6c 

— 5c*.  ‘ ' 

Pour  continuer  l’opéijation , il  faudrait , en  prenant  le  second 
polynôme  pour  dividende  et  ce  reste  pour  diviseur,  multiplier 
le  nouveau  dividende  par  66— i oc , ou  simplement , par  36_5c, 


*r. 
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(>arcc  que  le  facteur  2 entre  Jéjà  dans  le  i*''  terme  du  dividende; 
mais  avant  dVITcctuer  cette  multiplication  , voyqns  si'ce  facteur 
3A — 5r  , ne  diviscrait'pas  le  second  terme  du  reste,  savoir  ; 

— 1 26c  — 5c*.  Or,  cclt^  dh'Uipn  réussit  et  donné  pour  quo- 
tient exact,  35 +c;  d’où  il  suit  que  le  reste  peut  se  mettre  sous 

la  forme....  — 5c)  (20  ^ 35 -+ff). 

Comme  le  facteur  35  — 5c  se  trouve  dans  ce  reste, et  n’entre 
]>as  dans  le  nouveau  dividende  [puisque  ce  fecteur  étant  indé-  * 
pondatit  de  la  lettre  o,  devrait  (u“  3o)  se  trouver  entre  les  coef- 
fiçiciis'das  diverses  puissances  de  cette  lettre,  ce  qui  n’est  pas]  , 
otv  peut,  sans  aucun  inconvénient,  supprimer  ce  facteur. 

Celte  suppression  est  d’ailleurs  indispensalde , parce  qu'au- 
trenicnt,  on  devrait  inlroduù'e  ce  facteur  dans  Iç  dividende;  et 
alors,  les  deux  pois  nomes  contenant  un  facteur  éommun  qu’ils 
n’avaiejrt  pas  auparavant,  le  plùs  graqd  cqmmun  diviseur  serait 
cliangé;  il  se  compliquerait  du  facteur  35  — 5c,  qui  ne  devait 
p.TS  en  faire  i»artic..  ' 

La  suppression  faite,  on  cfiecluc  la  nouvelle  division,  ce  qui 
donne  un  quotieql  exact;  donc  aa  -J-  35-^-c,  est  le  plus  grand 
commun  divi.scur.  * • *• 

qo.  Nops  proposerons,  jiour  dernier  exeinple , de  trouver  le 

plus  grand  commun  diviseur  entre  les  deux  poljnomes 

' **• 
o< -4- 3a^5 4o’5* — 6a5*-f-a5‘ 
et  ' 4«’5  -f-  2o5*  — 25\  • . 

ou  simplement , 20*  o5  — b‘,  puisque  le  facteur  ?5  pcpl  pf  rc 
supprimé  dans  le  second  püljnouie. 

Première  Opération, 

8<r*-l-24n’5-l-32a*5’ — 4®'’^  * 1 2u’-{-ab — 5* 

-j-2oa‘â-h26a‘b’ — 4^g5’-4-i65<  / 4“'+ion5-f-i35‘ 

’ -f-  2ba‘‘5*— 3^6-’-f- 1 65+ 

ou  l)ieii  — 5'*(5if.— ?,g5). 
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* 

Deuxième  Opètdtion. 

* IMuIliplicalion  par  2G01,  carré  de  5i.  *• 

y 5io9.a*-\-?.6ùiab — 2601&*  zy6 

— 52o2a*-t;-2g58aZ)  / io2a-^i.og6 

4-555yo6 — 26016* 

— 555ga6+3i6ii* 

2*  reste ...  + 56o6“ 

• •* 

. L’exposant  de  la  lettre  a dans  le  dividende,  surpassant  de 
deiue  unités  celui  de  la-meme  lettre  dans  le  divisenr,  on  mul- 
tiplie tout  le  dividende  par  le  cube  de  3 , c’est-à-dire  par  8. 
Cette  préparation  faite,  on  effectue  trois  divisions  cotuécutives, 
et  l’on  obtient  pour^premier  reste  principal , — 

Supprimant  le  facteur  6’  dans  ce.reste,  on  a pour  nouveau 
diviseur,  — Sia-f-agfr,  ou  cliangeant  loi- signes,  ce  qui  est  |>er- 
’mis,  5 10 — 39 J;  le  nouveau  dividende  ort  d’ailleurt  2a*-|-ai — 6*. 

Multipliant  ce  dividende  par  le  carré  de  Si,,  ou  'par. 2601 , 
puis  effectuant  la  division,  on  obtient  pour  3*  reste  principal, 
-f-  5üo6’}  ce  qui  démontre  que  les  deux  polynômes  proposés 
soid  premiers  enire  tiix^  c’est-à-dire  n’ont  auCun  facteur  com- 
mun. En  effet,  il  résulte  du  second  principe  (n°  35),  que  le 
plus  grand  commun  diviseur  doit  se'  trouver  comme  facteur 
dans  le  reste  de  chaque  opération;  ainsi,  il  devrait  diviser  le 
reste  56o6*;  mais  ce  reste  est  indépendant  de  la  lettre  principale 
o;  donc,  si  (és  deux  polynômes  pouvaient  avoir  un  commun  di- 
viseur ,' il  dèvrait  être  indépendant  de  a,  et  par  conséquent 
(n°  3o),  se  trouver  comme  facteur  dans  lés  cocfilciens  des  di- 
verses puissances  de  celte  lettre,-  que  renferme  chacun  des  deux 
polynômes  proposés,  ce  qui  n'a  évkiemnient  pas  lieu. 

Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  les  commençans  au  fait 
de  la  marche  qu’il  faut  suivre  pour  trouver  le  plus  grand  com- 
mun diviseur  de  deux  polynômes. 

4i.  Rècix  o£NiaAi.s.  On  <^pnm*nce  par  supprimer  dans  les 
deux  polynômes  Us  facteurs  morfomes  communs  à tous  les  termes 
de  chacun  d’eux.  (Il  peut  arriver  que  le  facteur  monome  qui  se 
trouve  dans  le  dividende,  et  celui  que  renferme  le  diviseur, 
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aient  eux-mémes  un  diviseur  commun',  dans  ee  cas,  on  le  met 
à p:»rt  comme  devant  faire  partie  du  commun  diviseur  clier— 
ché.  ) Crtte  suppression  faite , on  prépare  \e  dividende  de  ^ 
manière  à rendre  possible  la  division  de  son  premier’  terme 
par  celui  du  diviseur  ( Voyei  n®*  35  et  36  );  puis  on  • 
ejfctue  la  divisioUj  ce  qui  donne  un  certain  reste  de  de—,  * 
gré  moindre  que  le  diviseur j dans  lequel  on  supprime  les' 
facteurs  tkonomes  ou  polynomM  que  peuvent  renfermer  -les 
coejfêciens  des  diverses  puissances  de  la  lettre  principale.  On 
prend  ensuite  ce  reste  pour  diviseur,  le  second  polynôme  pçur 
dividende,  et  l’an  opère  sur  ces  deux  polynômes  comme  sur  les 
prècédens.  On  continue  cette  sérié  d’opératioru  jusqu’à  ee  qïi’on 
obtienne  un  reste  qui  divise  exactement  le  reste  précédent;  au- 
quel cas  le  reste  diviseur  est  ie  plus  grand  commun  diviseur,  ou 
hicn,  jusqu’ à cq' qu'on  obtienne  un  reste  indéfknoant  de  la  lettre 
principale,  ce  qui  indique  (n®  4®)  que  les  deux  polynômes  pro- 
posés sont  PRSMiERS  ENTRE  aux,  à moins  qu’ils  n’aient  un  fac- 
teur commun  indépendant  de  la  lettre,  lequel  faclear  n’aurait 
pas  été  découvert  dès  le  commencement  de  l’opération. 

iV.  B,  II  existe  des  cas  où  ce  procédé  n’est  pas  snfBsant;  mais 
nous  y reviendrons  par  la  suite. 

Voici  de  nouveaux  exemples  auxquels  on  peut  appliquer  le. 
procédé  tel  que  nous  venons  de  l’indiquer, 

1®.  q"P*  ■+■  ^np*q*  ~ tnpq^  — b.nq^, 

et  amp’q*  — ^mpt  ■..^mp^q  -f-  Smpq^. 

’ Le  p.  g.  c.  d.  est  p — q \ 

a®.  36a®  — i8a* — ; 270*  -f-  90*, 

et  270®^*  — i8a'b‘  — ija’ù*. 

Le  p.  g.  c.  d.  est  ga’  (a  — i). 

La  théorie  des  quatre  premières  opérations  de  l’Algèhre  et 
celle  du  plus  grand  commun  diviseur  suffisent  pour  la  résolution 
d’un  très  grand  nombre  de  questions.  Nous  nous  réservons  d’éta- 
blir plus  loin  de  nouvelles  règles,  à mesure  que  nous  en  senti- 
rons la  nécessité,  et  nous  allons  passer  de  suite  à la  résolution 
des  problèmes  du  premier  degré. 


/ 
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Des  Pmhlèmes  du  premier  degré. 


’ • ' ' , ■ 
Notions  prèliminaira  sur  les  équation*. 


4a.  On  ne  considère  ortlinaireuienl  en  Algôbre  que  les  pro- 
blèmes dont  les  énoncés,  traduits  algébriquement,  donnent  lieu 
à des’ En  réfléchissant  sur  la  résolution  du  problème 
(n“  3),  on  peut  voir  que  cette  résolution  se  compose  de  deux 
parties  distinctes.  Dans  la  première,  on  écrit  algébriquement 
les  relations  que  l’énoncé  de  la  question  établit  entre  les  quan- 
tités connues  et  les  quantités  inconnues.  On  parvient  ainsi  à 
l’expression  de  deux  quantités  égales que  l’on  appelle  équa- 
tion. Telle  est  ( n®  .3  ) l’expression  ax-|-fr=n.  Dans  la  se- 
conde partie,  on  déduit  de  l’équation  du  problème  une  suite 
d’autres  équations,  dont  la  dernière  donne  enfin  la  valeur  de 
l’inconnue  au  moyen  des  quantités  connues.  Tel  est  le  résultat 

x=  ° auquel  on  est  parvenu;  c’est  ce  qu’on  appelle  ré- 
soudre l’équation.  ’’ 

* Comme  les  règles  à suivre  pour  ^ttre  un  problème  en  équa- 
tion sont  un  peu  vagues,  nous  commencerons  pj»r  nous  occuper 
de  la  seconde  partie,  qui  est  soumise  à des  règles  fixes  et  inva- 
riables. ' 

D’après  la  définition  d’une  équation ^ toute  équation  se  com- 
pose de  deux  parties  séparé»  l’une  de  l’autre  par  le  signe  =. 
La  partie  à gauche  se  nomme  le  premier  membre j^eX  la  partie  à 
droite,  le  second  membre. 


56 


.V  O r 1 o.\  » l’i!  ::u  JH  N A I n r.s . 

On  cotisiilcre  plusieurs  espèces  d’égal iiés  : 
i".  L’égaiilé  cju!  existe  entre  des  nombres  connus  et  donnes  à 
prhrij  niais  représentés  par  des  lettres  ; telles  sont  les  égalités 

I J **  ^ ’ 

fl  — o = c — n,  qui  se  veriliertnent  iramcdiateuieiit, 

si  l’on  mettait  à la  place  t"!  d,*les  nombres  particuliers 

pour  lesquels  on  suppose  que  ces  égalités  oxislcnt.  Elles  conser- 
vent le  nom  A’ègaliUs. 

1°.  L’égalité  évidente  d’clle-méiuc, celle  qui  se  vérifie  dans  son 
état  actuel;  telles  sont  les  égalités  : * ‘ 

♦r  • 

' 5.5  = « ?.  + 1 3 , 3a  — 56  = a — 6 -f-  5a  — ^b. 

On  les  appelie  ûienliUs  ou  égalités  vérifiées. 

3".  Enfin,  l'égalité  qui  ne  se  véribe  qu’apres  qn’on  y a sub- 
stitué à la  place  d'une  ou  de  quelques-unes  des  letlres'dési- 
guant  des  iiicuiiiiues,  certain*. nombres  dont  les  valeurs  dé- 
pendent des  nombres  connus  et  donnés  qui  entrent  déjà  dans 
l’égalité. 

Pour  la  distinguer  des  autres  égalités, on  la  nomme  Equation  , 
et  c’est  celle  dont  nous  avons  à nous  occuper. 

Il  est  encore  nue  auitre  espece  d’égalité  dont  nous  parlerons 
{dus  luiu^  c’est  ïéquaiwn  identique. 

Ou  partage  les  équalious  en  dilSérentes  classes  : celles  où 
l’inconnue  n’entre  qu’à  la  première  puissance,  siMit  dites  du 
premier  degré  i telles  sont  les  équations  3.r  4-5=17  — 5r, 

a c 4-  ^ = r -^d. 

L’équation  5c’ — 3r  = 5 — sr*,  est  dite  du  2*  degré. 
L’équation  4»^—”  5-c*-4-  r = 2X*  4-  ai,  est  dite  du  3*,degré. 
En  général , le  degré  d'une  équation  est  le  plus  grand  des  expo- 
sans  dont  l’incOanve  est  r.Q'ectéc  dans  l’équation. 

On  distingue  aussi  les  équations  en  équations  numériques 
et  en  éqiialioHs  Uuèraies.  Les  prcmièrr.s  sont  celles  qui  ne  ivn- 
l'ermentque  des  nombres  particuliers,  à l’exception  de  l’incon- 

)iue,qui  est  toujours  dé-sigiiéc  par  une  lettre.  Ainsi . 

\x-  — 3 = 2.i'4‘5,  3i'“ — x = 8,  sout  des  équations  nuiiié- 


' SUR  L£S  Ë(jUATh>(i|. 
riqucs.£nt'S|Soiit  la  traduction  ai^cbrique  tic  jfroLR’iiics  dont  Ic.s 
/Ipnoccs  sont  des  nombres  particuliers.  ' ij.  , 

1.CS  cqu^iops  flx  + ^ =cx  4^»  ® — c,  sont  des  équ.i- 

tij>ns  littér.-»lcs.  doirtiées.da-probl^m'c  sont  reprii'Scntécs  par 
des  lettres.  Il  est  d’iisagè,  pour  distinguer  dans  une  équation  les* 
c|uantitûs  contfue^é^  inconnues,  de  désigner  celles -ci  par  les 
dernières  lettres  dé  ralpbabet,  X,  Z,  etc.  ^ 

Ces  notions  établies,  voyons  comment  une  équation  du  pre- 
mier degré  k une  seule  iiHX>nnbe  éhint  donnée , on  peut  parvenir 
à la  rèao9ltiv^  c’est-A-dirc  à trouver  f^ur  i’ihconntie  un  •nombre 
qui,  tuhtlUiéè  à la  place  de  celle  inconnue  dans  l’ équation ^ jr 
satisfassej  ou'  bien  \ rende  ie^ premier  membre  identiquement 
égal  ùu  second.  î’  . 

• * ■>  ' • 

§ VljÈqualions  du  pi'emier  de^ré  à une  seule  inconnue. 


, 43.  On  doit  regarder  comme  un  principe  commun  à toutes  les 
équations,  qu’on  peut,  sans  troubler  une  équ.'ilion , 1 “.  ajouter  ht  ' 
ses  deux  mcmbi  qs^-eu  en  retnuio/ter  on  lûêmc  rionjln’e  1 2“.  mul-  . 
tiplieroxi  diviser  ses  deux  *n  nv^ie  nombre  ; ce  ■ 

qui  veut  dire  que,  s’il  y a entre  b*s  deux  mem- 

bres, il  y aura  encore  égalité, .aj»rè#,fe9«opérations  dont  on  vient 
de  parlei'. 

G:la  posé,  Tcdci  deux  transformations  d’un  usage  conirnue! 
dans  la  réflation  dex  équations. 

■Première  transformation.  Lorsque  les  deux  membres  d’une 
équation  .sont.des  poHnomes  entiers.  Il  est  souvent  nécessaire 
de  transposer  certains  termes  cTun  mctiiline  dans  un  autre. 

Soit  l’é'qnafion  5e  — 6==8  -f-  3C.  Pour  dégager  x de  a’tte 
équation , il  faut  tâcliOT  de  l’avoir  seule  dans  le  premier  membre. 
Ot,  si  l’on  retranche,  en  preniio'  lieu,  2x  des  deux  membres, 
l’égalité  n’est  pas  troublée  ( d’apres  le  principe  précédent)  , et 
l’on  a 5x  — 6 — 2X  = 8.  D’où  l’oh  voit  que  le  terme  2x,  qui 
était  additif  dans  le  second  membre  , devient  soustractif  dans 
le  premier. 
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En  second  lieu)  si  l’on  ajoute  6 aux  deux  membres,  l’égalité 
n’est  pas  troublée , et  l’on  a > • 

*■  5x  — 6 — 2x  + 6œ8  + 6,  - J 

'ou,  comme  les. deux  termes  — 6,  + 6 se  détruisent, 

, 5x  — 2X  = 8 6. 

• ^ 

Donc  le  terme  qui  était  soustractif  dans  le  premier  ntembre 
passe  dans  le  sepond  membre  avec  le  signe  de  l’addition. 

Soit  coeore  l’équation  ax+  b =d  — ex.  Si  l’on  ajoute  aux 
deux  iuembrés  ex , et  q u’on  en  retranche  b , il  vient 

. ax  -f-  b -i- ex  — b — d — ex  ex  — 

#• 

OH  réduisant,  ox-}-cx  = d — b.  ' 

» 

• #■  • . I • 

Donc  en  général , lorsqu  on  fait  passer  un  terme  d’un  membre 
,dans  un  autre  J il  faut  changer  son  signe.  , 

Deuxièqu  transformation.  Souvent  encore,  l«s  termes, 
d’une  équation  sont  fractionnaires,  et  il  faut  la  ramener  à une 
autre  qui  n’ait  que  des  termes  entiers.  Soit  l’équation 

' 2X  3 ' X 

-,  t-4=^"  + 5-  . . 

Réduisons  d’abord  toutes  les  fractions  à un  même  dénomina-> 

1.  . 1 ' ...  4®*  45  . 

teur,  d apres  le  procédé  connu  ; il  vient  ^ =t  i-J-  ; 

et,  puisqu’on  peut  (n‘**43)  multiplier  les  deux  membres  par  ua 
même  nombre , mnttipUousdcs  par  60,  ce  qui  revient  évidem- 
ment à supprimer  le  dénominateur  60  dans  les  termes  fraction- 
naires, et  à multiplier  chaque  terme  entier  par  60;  on  obtient 

4ox  — 4^  = 

Remarquons,  pour  la  pratique  de  cette  opération,  qu’on  peut 
passer  immédiatement  ilc  l’équation  projioscc  à celle  qu’ou. 
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YÎent  d’obtenir^ *en  se  dis(>ensant  d’écrire  le  dénominateur  com- 
mun, et  ayant,  toutefois  de  multiplier  chacun  des  tenues 
entiers  par  ce  dénominateur,'' 

Soit,  pour  fécond  exemple,  l’équation 

’ 5x  4*  1 >3x 

T^TT-'^=8--(r- 


Les  dénominateurs  ont  évidemment  des  facteurs  conguauns,  et 
le  plus  petit  nombre,  multiple  de  ces  dénominaleursj  est  î>4»l 
{T''oy.  Aritli.,  4*  édition,  n“  i52.)  C’est  donc  à ce  dcnomiuateiir 
qu.’il  faut  réduire  toutes  les  fractions,  , > , 

Eflcctuant  cette  opération  , et  omettant  le  dénominateur 
commun  24 , on  trouve  lox  — 3ax  — 3i2  = 2i  — 5ax. 

(On  O eu,  soin  de  multiplier  le  terme  entier,  — 13-,  par  24.) 

Cette  équation  est  exacte,  pnisqn’après  avoir  réduit  les  frac- 
tions au  même  dénominateur,  on  a multiplié  les  deux  membres 
par  le  même  nombre  24.  * . r» 

Nous  pouvons  déduire  de  là  cette  règle  générale:  Pour  faire 
disparaître  les  dénominateur^  d’une  équation  j commencez  par 
former  le  multiple  le  plus  simple  possible  de  tous  les  dénomina- 
teurs. (Ce  nombre  est  Ie,pro(|iiit  de  tous  les  dénominateurs^ 
s’ils  n’ont  pas  de  facteurs  communs.)  Multipliez  ensuite  chaque 
terme,  s’il  est  entier,  par  ce  multiple,  et,  s’il  est  fractionnaire,- 
par- le  quotient  de  ca  multiple  divisé  par  le  dénominateur  du 
terme  sur  lequel  vous  opéfes  , et  omettez  le  dénominateur  de  ce 
terme. 

Nous  engageons  les  comraençaos  à se  bien  pénétrer  de  la  règle 
que  nous  venons  d’établliq  parce  qn'étle  donne  l’équation  la  plus 
simple  possible,  sans  dénominateurs. 

Soit,  pour  nouvelle  application  , l’équation  littérale 


ax  sc’.r  , 

T~-ab 


a 


Lti  multiple  le  plus  simple  de  tous  les  dénominateurs  est  évl- 
dciuinent  Ainsi,  multiplions  chaque  terme  entier  jwr 


6o  ÉQl'ATlOMi  Di;  rilEMlEll  DEUH^: 

et  cliaquu  terme  fractionnaire  par  le  qiiolicnl  dâ  a’A*, 
di?isé'par  le  dénominateur  de  ce  terme-  Il  vicjit , a[>rès  ces 
opérations,  • • *. 

(i^bx  — •îa’bi  'x  ^ '^lr‘c'‘x  — 5n®  -|-  'in'b’c*  — ici'b^ 


45.  Appliquons  les  principes  précedens  à * la  résolution  de 
l'équation  4^'  — 3=21' +5.  ' 

Elle  deslcnl  d’aliortl,  par  la  transposition  des  terme», ' — 3 et  2 r , 
4-r  — 7 ?.x  = 5 -f- 3 , ou  réduisant,'  2.r  = 8. 

' ■ 8 - 

Divisant  les  deux  membres  par  2,  on  trouve  enfin  j'  = - = 4- 

Et  en  eifet,  si  l’on  subtituc  4 à 1^  place  de  x dans  l’équation  , 
il  vient  4^4 — 3=  2,X  4 + 5 , ou  i3  = i3. 

Soit,  pour  second  exemple,  l’éqnatloli  traitée  (n*  44)  1 * 

12  3 .,8'6  .*• 

On  obtient  d’abord,  en  cbassant  les  dénominateurs, 

^ • lox  — 3a-c — 3i2=2i — 5xr. 


Transposons  les  terme*  en  x dans  le  premier  membre,  et  les 
ternies  connus  dans  le  second  , l’éqiiatîon  devient 
5 1 

lox — 32X' + ^2x=2i  + 3i2  , ou  réduisant,  3o.r=s3î3. 

Divis,ant  les  deux  membres  par  3o  , on  obtient  x*  = = ■î-î-i  • 

. 3o  I O 

résultat  qu'on  vérifierait  en  remplaçant  x par  cette  valeur  dans 

ré<|uatioh  proposée. 

Soit  encore  l’équation  (3a — ‘x)  (a  — b)-{-  7.ax  = ^b(_x-\- a')-, 
il  faut  d’aliord  elTectuer  les  multiplications  indiquées,  afin 
de  réduire  les  deux  membres  à deux  polynômes  et  de  pou- 
voir ainsi  dégager  l’inconnue  x.  Or,  si  l’on  applique  la  règle 
établie  (n"  17)  [•our  la  inidliplicalion  des  polynômes,  il  vient 
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3rt’ — ax  — iab -^-bx '}.avz3cl^bx'-\- \ trans^sant  et' 
réduisant,  nr  — 3bx  — "jOb  — 3a*.  Oliscrtons  maintenant  que' 
ax  — ibx  est  la  même  tliosr  (jiie  (a  — 36)  r,  ce  qui  danne 
(a  — 36)r  = ’^ab  — 3a*.  Divisant  enlin  les  deux  lucmhrcÿ  par 
a — 3b,  on  trpi^ve  ■ • * • 

nab  — 3a“ 

JT  * • 

■“  a — 36 

% 

• 

_ En  général,  pour  résoudre  une  équation  du  premier  degré, 
quelque  compliquée  qu’elle  «oit,  il  faut,  i*.  commencer  par 
chasser  les  dénominateurs  s’il  y en  n ^ et  effectuer ^ dans  les 
deux  membres  de  l’équalioit  j toutes  les  opérations  algebriqius 
qui  si  présentent  ; on  parvient  ainsi  à une  équation  dont  les 
deux  membres  sont  des  polynômes  entiers  ; a“.  transposer  dans 
un  même  membre  ( c’est 'ordinairement  le  premier  ) tous  les 
termes  affectés  de  l’inconnue  , et  dans  l’autre  membre ^ les  termes 
connus  ; 3“.  réduire  à un  seul  terme  tous  les  terrnes  affectés  de  s, 
si  f équation  'est  numérique  ; et  si  l’équation  est  algébrique  j 
former  de  tous  ces  termes  un  seul  produit  composé  de  .deux  fetq.- 
teurs  J dont  fun  soit  \ j et  Vautre  V ensenùile  des  quantités  qui 
multiplient  i , réunis  avec  leurs  signes  respectifs  ; 4*-  ^vfirt  j 
diviser  les  deux  membres  de  l équation  par  le  nombre  ou  le  po- 
dynome  qui  muUiplie’V inconnue t et  effectuer  la  division,  s’il  est 
possible.  . ^ » 

Voici  un  exemple  asset  compliqué,  où  la  règle  précédente  doit 
être  appliquée  dans^lautes  ses  parties  : Résoudre  l’équation 

(a-^b)(x. — b)  Aab  — b'  . , a’  — bx 

a — b a+  6 b 

y 

En  faisant  d’aliovd  disparaître  les  dénominateurs,  on  a 
6(a-{-6)*(x — b) — 3ai(a* — 6*)=6(a-i-6)(4o6 — b') — 2b(a' — 6*).-v 

+ (a*— 6*)(a*— 6j)  ; 

elTcctuant  les  multiplications  iodiquées, 

a’bx-i~zab’x-\-b''x—a‘b’ — aaù’ — 6* — 3a^6+3ai^ 

=4a’6* — a b' — ^ab''-\-b^ — 2n'6x-f-2&’x-f-a’ — n’6* — a’6.v+6’jr; 


()2  PBOBLiMES  DU  PBEMIER  DBOr£ 

traq^posant  et  réduisant,  >■ 

^a'bx-\-2.ab'x — ai>^x  = 4<ï*6“  — 606^  + 26*  + 3a’i  + e'  ; 


réunissant  en  un  seul  tous  les  termes  affectés  de  .r, 

i(4a*+  n,ab~—  26*)  j:=  ^a*b'—  606^+  26*  + 3o^6  + a<j 

, „ *a^-\-ia'b-\-\a'b*  — 6ab^-t-7.b*  • 

donc  enfin,  • x = ^4a»+Ta6 - 2^>0' 

expression  qui  fie* peut  se  réduire  à un  polynôme  entier  (n°  Sa). 


46.  Si  l’on  avait  une  équation  telle  que  3x — 2 = 4*^~  7>  * 

résoudre,  en  transiiosant  les  termes  affectés' de  x dans  le  pre— 
naier  mcmLrc , et  les  termes  connus  dans  le  second,  on  trouverait 
3x  — 4^  — 7 > réduisant,  — x = — 5.  Pour  interpréter 

ce  résultat,  il  suffit  d’observer  qu’on  peut  intervertir  l’ordre 
de  la  transposition , c’est-à-dire  faire  passer  au  contraire  les 
termes  affectés  de  x dans  le  second  mcmltre}  ce  qui’ donne 

’ J — 2 = ^x  — 3x , d’où  5 = X , ou  bien  enfin  , x = 5 ; c’est- 
à-dire  que , toutes  Tes  fois  qu’on  parvient  à un  résultat  tel 
que  — x = — 5,  il  n’y  a qu’à  changer  les  signes  des  deux, 
membres. 

Cela  revient  évidemment  à transposer  les  termes  affectés  d% 
l’inconnue  dans  le  second  membre,  et  les  termes  conn us-dans  le 
premier  membre,  puis  à éorire  le  second  membre  le  premier,  et 
réciproquement. 

Nous  pouvons  maintenant  passer  à la  résolution  des  pro- 
blèmes. • ‘ . 

t 

47.  Nous’  avons  déjà  dit  que  la  première  partie  de  la  réso- 
lution algébrique  d’un  problème  n’est  soumise  à aucune  règle 
bien  fixe.  Tantôt  l’énoncé  du_^  problème  fournit  sur-le-champ 
l’cqiiation,  tantôt  on  est  obl-igé  de  démélcr  dans  l’énoncé  les 
conditions  qui  sont  de  nature  à former  l’équation;  tantôt  en- 
fin, ce  ne  sont  pas  les  conditions  elles-mêmes  de  l’énoncé  qu’il 
faut  traduire  algébriquement,  mais  bien  des  conditions  que 
l’on  peut  regai  der  comme  conséquences  des  premières.  On  ap- 


Digitized  by  Googic 


• • ‘ ■ , A UNE  SEUI.E  INCONNUE.  (j3 

pelle  alors  celles-ci,  conditions  explicites j et  celles  qu’on  en 
déduit^  conditûuts  ifnplisites.  Cependant  nons  donnerons,  avec 
M.  Lacroix,  un  précepte  dont  l’application  bien  entendue  con- 
duit toujours  à l’équatiôn.  En  voici  l’énoncé  ; Regarder  U pro- 
blème comme  résolu^  et  indiquer^  à l’àide  des  signes  algébriques, 
sur  les  quantités  connus,  représentées,  soit  par  des  nombres, 
soit  par  des  lettres . et  sur  l’inconnue  toujours  représentée  par 
une  lettre,  les  mêmes  raisoimemens  et  les  mènes  opérations  qu'il 
faudrait  effectuer  pour  vérifier  La  valeur  de  l'inconnue,  si  cette 
valeur  était  donnée.  ' ; 

On  obtient,  par  ce  moyen,  deux  expressions  algébriques 
diflerentes  d’une  mén»e  quantité,  qui  renferment  le  caractère 
de  l’inconnue;  on  les  égale  entre  elles,  et  l’on  a l’équation  du 
problème.  * ■ • 

Appliquons  ce  précepte  aux  problèmes  suivans: 

Premier  problème.'  Trouver  un  nombre  dont  la  moitié,  le 
tiers,  le  quart,  augmentés  de  l^S.’donnent  pour  somme  448? 

Soit  X le  nombre  cherché;  ^ désigneront  la  moitié,  le 

tiers  et  le  quart  de  ce  nombre.'  Or , il  faut , d’après  l’énoncé,  que 
ces  trois  parties , augmentées  de  45,  donnent  en  somme  448;  on 
a donc,  pour  l’équation  du  problème , 


■ftl  + i + 45  = 448; 

ou , retranchant  45  des  deux  merabrés, 

• • • 

* • • X , X X * 

chassant  les  dénominateurs,  6x  4- 4-r-f- 3x  = 4836,  ' ’“ 

ou  réduisant,  i3x  = 4836;  donc  x = ^?  = 3^a 
En  eflèt, 

372  3<j2  , 372  . • 

— + + 45  = 186 -f  ,24 -f.  93  + 45= 448. 
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Celle  qucslion  est  du  genre  de  celles  qui , en  Arilhmélique , se 
résolvent  par  la  régit  dt  fausse  position;  cl  l’on  voit  avec  quelle 
lacililé  l’Algèbre  fait  connaître  la  réponse  à la  q’iiçslion.  • 

Second  problème.  Quelqu’un  engage  unoiu  rier  pour  ^Sjours. 
Chaque  jour  quil  travaille,  ü reçoit  a4  “ c/içtqut  Jour 

d’ oisiveté,  on  lui  retient  la  sois  {pour  sa  pourriture) ; au  bout  lie 
48  Jours  il  reçoit,  pour  solde  de  son  compte,  aS**"  4'^^  ou  5o4  sols. 
On  demande  le  nombre  de  Jours  de  iratvil  et  le  nombre  de  jours 
d’oisiveté. 

Si  nous  connaissions  ces  deux  nombres,  en  les  imillipliant 
respectivement  par  a4  el  la,  puis  retraneliant  ce  ilernier  produit 
du  premier,  on  devrait  trouver  5o4  pour  résultat;  indiquons  ces 
opérations  à l’aide  des  signes  algébriques. 

Soit  X le  nombre  de  jours  de  travail;  48 — x représente  alors 
le  nombre  de  jours  d’oisiveté  ; a4  X x ou  a4x  désigne  la  soniiuc 
que  l’ouvrier  gagne,  et  la  (48 — x^  la  somme  qu’on  doit  îtii  re- 
tenir; on  a donc  pour  l’équaliou  du  problème, 


• a4-C — 12  (48  — x)  = 5o4‘, 
effccluant  les  calculs,  24  c — 576  + i2x  = 5o4;  , 


donc  . • 
et 

d’où 


36r  = 5o4  -f-  576  = 1 080  ; 
1080 


15' 


= 3o, 


48  — x = 4S — 3o  = 18. 


Ainsi  l’ouvrier  a travaillé  pendant  3o  jours,  et  s’csl  re|K>sé  pcn-* 
dant/8  jourvi.  En  ciTel,  poiu*  3o  joui's  de  travail,  il  aurait  dû 
recevoir  24  X 3o,  ou  720  sols;  n^ais  il  s’est  re[X)sé  18  jours, 
'}K)ur  Ic.squels  on  a dù  lui  retenir  laX  >8,  ou  216  sois;  or 
on  a 

720  — 2i6  = 5o4. 


On  peut  généraliser  ce  problème,  en  désignant  par  n le 
nombre  total  des  jours  de  travail  cl  d’oisi^clé,  p.ir  a la  somme 
que  l’ouvrier  doit  recevoir  pour  chaque  jour  de  travail , jwr  b la 
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somme  qu’on  doit  lui  retenir  pour  chaque  jour  d’oisiveté,  en- 
fin pai*c  le  résultat  du  décompte.  Soit  toujours  x le  uombrt  de 
jour»  de  travail,  n — x exprime  alors  le  nombre  de  jours 
d’oisiveté.  Donc  ax  et  b{n  -'x)  désignent  la  somme  que  l’ou- 
vrier doit  recevoir  et  celle  qu’on  doit  lui  retenir.  Ainsi,  on  a pour 
l’équation  du  problème. 


d’où 


donc 


»,  or— A(n  — a-)  =c, 

ax  — bn  -j-ùx=c,  * 

(a+i)x=c  -i-bn;' 

c -4-  bn 
x= — ! — — , 
a-j-b 


et  par  conséquent,  n — ->•  — n—  an-f-bn  — c — bn 

a+b  . 


ou  bien , 


n — x = 


a+é' 


Troisième  problème.  Un  renard  poursuivi  par  un  lévrier  a 
6o  sauts  cPavœtce.  Il  en /ait  9 pe,idant  ijiu  le  Uvrier  n’en  fait 
que  6;  mais  3 sauts  du  lévrier  en  valent  7 du  renard.  Combien  le 
levrier  feraril  de  sauts  pour  aUeindre  le  renard  ? 

11  est  clair.,  d’après  l’énoncé,  que  le  chemin  à parcourir 
par  le  levrier  se  compose  des  60  sauU  d’avance  du  renard 
plus  du -chemin  que  celui-ci  parcourt,  à partir  du  moment 
ou  le  lévrier  se  met  à sa  poursuite.  Donc,  si  l’on  pouvait 
trouver  les 'expressions  de  ces  deux  chemins  nu  moven  d’une 
incine  inconnue,  il  serait  facile  do  former  l’équation  du  pro- 
bleine.  * 

Soit  X le  nombre  de  sauts  faits  par  le  levrier.  Puisque  le  re- 
nard fait  9 sauts  pendant  que  le  levrier  en  fait  6,  il  s’ensuit 

que  le  renard  fait  ou  \ sauts,  pendant  que  le  lévrier  en 

fait  II  et  par  consé.juenl,  qu’il  en  fait  un  nombre  exprimé 

par  1^,  pendant  que  le  levrier  en  fait  un  nombre  marqué 


66  rROBiliizs  nu  prfmirh  ppeR^ 

, K 

par  X.  On  pourrait  croire  que,  pour  obtenir  l’cquatlou,  il  sufiS- 

3 _ . ■ “ 

rait  d’égaler  x à 6o  + ~ niais  eu  agissant  ainsi,  oA  commet- 
trait une  erreur  manifeste  ; car  les  sauts  du  terrier  sont 
plus  grands  que  ceux  du  renard , et  l’on  égalerait  alors  des 
nombres  hétérogènes,  c’est-à-dire  des  nombres  rapportés  à 
une  unité  diSTéreutc.  II  faut  donc,  pour  lever  la  difficulté, 
exprimer  les  sauts  du  renard  en  sauts  du  levrier , ou  récipro- 
quement. Or , suivant  l’énoncé , 3 sauts  du  lévrier  valent  7 

sauts  du  renard;  donc  i saut  du  lévrier  vaut  ^ sauts  du  re~ 

} 

«JP 

nard,  et  par  conséquent,  x sauts  du  levrier  en  valent  f du 
renard.  - ' . 

7X  3 

Donc  enfin,  on  a l’équation  -^  = 6o-f--x;  ^ 

ou  chassant  les  dénominateurs,. ...  i4x  = 36o ■ . 

’ . , d’où  5x  = 36o  et  x=  72. 

Ainsi,  le  levrier  fera  72  sauts  pour  atteindre  le  renard;  pen- 
dant ce  temps,  le  renard  en  fera  72  X ^ ou  108.  . • 

Vérification.  • 

♦ . 

Les  72  sauts  du  levrier  valent ou  168  sauts  du  re- 
nard , et  l’on  a évidemment  168  r=  60  -f-  108. 

Les  deux  problèmes  sulvans  méritent  toute  l’attention  des 
élèves,  en  ce  qu’ils  offrent  d’cxcellens  exercices  de  calcul. 

V 

48.  Quatrième  problème.  Un  pènt  qui  a trois  enfansj  or~ 
donne  par  son  testament  que  son'  bien  soit  partagé  de  la  meu- 
nière suivante  : le  premier  doit  avoir  une  somme  a^  plus 
la  n}*"''  partie  de  ce  qui  reste;  le  second  une  somme  2a,  plus 
la  n''"'  partie  de  ce  qui  reste j après  qu’on  a soustrait  la^*  part 
et  2a/  le  troisième  enfin  doit  avoir  une  somme  3a  , plu^m  n*''"* 


t 


k UMX.sr.irui  inconnue. 

partie  de  ce  qui  reaUj  après  qu’on  a souattxùt  Us  deux  première),' 
parts  et  3a.  Le  bien  est  entièrement  partagé;  on  demande  la  va-' 
Uur  du  bien  ? 

Désignons  par  x le  bien  du  père.  Si , à l’aide  de  celte  quan- 
tité, nous  pouvions  former  les  expressions  algébriques  des  trois 
parts,  nous  retrancherions  leur  somme  du  bien, total  x,  et  le 
reste  égalé  a zéro,  donnerait  l’équation  du  problème.  Tâchons 
donc  de  déterminer  successivement -ces  trois  parts. 

Puisque  X désigne  le  bien  du'père.x — a est  cequi  reste  après 
qu’on  a retranché  a;  ainsi  l’on  a pour  la  part  du  premier  enfant, 


a-j , ou  réduisant  en  fraction,  — -, 

»JL  ' _ • 


' part.* 


Pour  former  la  seconde  part , il  faut  retrancher  de  x,  cette 

première  part  et  aa,  ce  qui  donne  x — 2a  — («”  + x g) 

n ’ 

ou , réduisant  les  entiers  en  fraction  et  effectuant  la  soustrac- 


tion , 


■ 3an  — X -|-a 


. t"  reste. 


Or,  la  seconde  part  se  compose'  de  2o,  plus  la  n''"*  partie  de  ce 
reste;  on  a donc  j^ur  cetteseconde  part,  2a  -1-  3ag— x-f-a  ^ 

ou  , réduisant  l’entier  en  fraction  , 

#1 

2ag*  -f.  nx  — Zan  — x + a 


•«- 

■ 2*  part. 


^ 4 

Si  l’on  retranche  de  x , les  deux  premières  parts  et  3a,  il  vient 
x—Za -g)  {■kan‘  + nx  — Zan  — x-ha) 


n 

ou,  réduisant  au  m^rne  dénominateur  et  simplifiant, 

»*x  — 6an‘ — ^nx -f- 4an -h  X — a i 

; . ...  2'  reste. 

• ■ ■ ■ 5., 
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rt*x  — Ga/t* — 2».r  -{-  4q»  + X'  — n 


La  3“  part  est  donc  3a  + 
ou , réduisant  l’entier  en  fraction,  ^ 

3nn*  + /»*x — 6are*— arajc  + 4an  + a^—g 


3'  part. 


Mais,  d’après  l’énoncé,  le  bien  du  père  se  trouve  entièrement 
partagé.  Donc,  la  dilTérence  entre  x et  la  somme  des  trois  parts, 
doit  être  égale  à zéro;  ce  qui  donne  l’équation 

(jan  + a;  — a)  (an/»*  + « r — Zan  — + 

X—  — — % 

n ^ 

(3an^  + — anÆ  + 4°”  + 3^  — q)  I 


Chassant  les  dénominateurs  , effectuant  les  soustractions  et  ré- 
duisant , 

n^x  — dan?  — 3/i*x  -f-  loan'  -f-  3/»X  — San  — x-f-a  = o; 

, 6a/»^ — ioa«’-f-5an — a a(6n’ — ion*-l-5n — i) 

d’ou  X—  — „3_3„.^3„_,  .• 

On  peut  obtenir  une  équation  et  un  résultat  pins  simples, 
d’après  la  remarque  suivante  : Dire  que  la  part  du  troisième  en- 
fant se  compose  de  3a  , plus  la  n*’'""  partie  dO%e  qui  reste  , et 
que  le  bien  est  alors  entièrement  partagé , c’est  dire  que  le  troi  - 
sième  enfant  n’a  que  la  somme  3a,  et  que  le  reste  dont  on  vient 
de  parler  est  nul. 

Or,  on  a obtenu  pour  l’expression  de  ce  reste, 

n*x — 6ara* — anx ^an x — a . ■ 

n“ 

En  l’égalant  à zéro  et  chassant  le  dénominateur,  on  trouve 
► n'x  — San*  — ünx  -f-  /\an  -f-  x — a = o ; 

,,  • San* — 4‘^n+a  a(Sn* — 4""1"’) 

d on  X = — : = — ; ; — • 

• /{"  — ri-*  — 2U-1-I  . 
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Pour  jirouvcr  Videnütè  numérique  Jo  celle  espression  avec 
la  précédente,  il  sufTirait  de  faire  >oir  que  la  seconde  prosient 
de  la  première,  dans  les  dcu\  termes  de  laquelle  on  aurait  sup- 
prii||^un  facteur  commun.  Or,  si  l’on  applique  ans  deux  poly- 
nômes. . . fl(6/»’ — lon’-l-  5/1 — i)  et  n? — 3/»“-f-  3/j — i,  le  pro-, 
cédé  du  plus  grand  commun  diviseur  (n°  40)  reconnaît  que 
n — I est  facteur  commun,  et  en  divisant  les  deux  termes  de 
la  première  expression  par  ce  facteur  commun , on  retrouve  la 
•ccondc. 

Ce  problème  est  propre  à faire  voir  aux  commençans  l’im- 
portance qu’ils  doivent  attaclicr  à saisir  dans  l’énoncé  d’une 
question  , toutes  les  circonstances  qui  peuvent  faciliter  la  for- 
mation de  l’équation;  autrement,  ib  courent  le  risque  de  par- 
venir à des  résultats  plus  compliqués  que  ne  le  comporte  la 
question. 

Les  conditions  qui  ont  servi  à former  successivement  les  ex- 
pressions des  trois  parts,  .sont  les  conditions  explicites  du  pro- 
blème proposé;  et  la  condition  qui  a servi  à déterminer  l’équa- 
tion la, plus  simple  du  problème,  est  une  condition  implicite, 
qu'un  peu  d’attention  a sufli  pour  faire  rcconnaitre  comme 
comprise  dans  l’énoncé. 

Pour  obtenir  les  valeurs  des  trois  parts,  il  suiRraitde  mettre 
pour  X sa  valeur  dans  les  expressions  que  l’on  a obtenues  ci- 
dessus. 

Appliquons  la  formule  x — à un  exemple. 

/i*  — a/i  1 . 


.Soit 
il  vient 


a — loooo , 


/I  = 5; 


10000(6X25 — 4x5-l-I^  IO0OOXl3l  l3lOOOO  a O r 

X= P := ^ = -, =«1075. 

25 — IO-{-l  16  16 

Vérifions  l’énoncé  sur  cet  exemple. 

' - , r , J • . 81875  — 10000 

Le  premier  entant  doit  avoir  10000  -} — j , ou 

2'(375. 
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Il  reste  doncSiS^S — 24375,  ou  SjSoo  à partager  entre  les 
deux  autres  enfaus. 


T 1 J • • I StSoo 

IjC  second  doit  avoir  20000  -I 


20000 


■ , ou  2 


Il  reste  donc  5^500  — 27600 , ou  3oooo  pour  le  troisième 
enfant.  Or  3oooo  est  le  triple  de  10000  ; donc  le  problème  est 
vérifié. 


On  peut  donner  de  ce  même  problème  une  solution  moins 
directe,  mais  plus  simple  et  plus  élégante.  Elleest  encore  fondée 
sur  cette  remarque,  qu’après  avoir  soustrait  3a  des  deux  pre- 
mières parts,  il  ne  doit  rien  rester. 

Désignons  par  r,  r'j  r",  les  trois  restes  dont  il  est  question  dans 
l’énoncé i les  expressions  algébriques  des  trois  parts  sont 


« + -■ 
n 


n 


3a  -f . 

n 


Or,  I®.  d’après  l’énoncé,  on  a évidemment  r*  = o. 

Ainsi  la  troisième  part  est  3a. 

• 

a®.  Ce  qui  reste , lorsqu’on  a donné  au  second  enfant , aa  -f-  - » 
• • n 

peut  être  représenté  par  , ou 

* ' ' ' 
D’ailleurs,  ce  reste  forme  aussi  la  troisième  part;  ainsi  l’on  a 

(iZli>:^3a;  d’oi  r' = 

• . n n — I 

Donc,  la  part  du  second  est  2a 0=20-}-^^ — - (”), 


ou,  réduisant  l’entier  en  fraction  et  simplifiant. 


2an  + a 
n — I 


3®.Ce  qui  reste,  lorsqu’ona  donné  au  premier,a  + -,  peut  être 


(*}  T4CS  dcax  pitni5  ; employés  ici , marquent  la  division  de  ^ 

( voyez  n*  a}. 
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— - OU  ailleurs  , ce  ra«le  doit  former 


exprime  par  r 


^Ic.s  deux  autres  parts,  ou  3a  + 

» — I 


Ainsi  l’on  a 


(n  — i)r 


; 3a  ■ 


2a/i  + a 5o»— aa 


’ _ 5aa  — ^ aa  n 5an“  — aa/» 

Donc  r = X = —, ^ , 

n — i n — I (n  — I ) 

et  par  conséquent,  on  obtient  pour  la  première  part , 


a + 


5a»’ 


(«— I) 


20»  . 5a»  — aa 

— : n = a + 


(»— 0*. 


= O 

^ »•  — a»  ~h  i 
Le  bien  total  est  donc  enfin 


San  — ’2.a'  an*  + 3a»  — a 
n*  — an  •+•  i 


3a- 


aan  -1-  a an*  + 3a»  — a 


n — I n*  — an  + i ’ 

ou,  réduisant  l’entier  et  les  fractions  au  même  dénominateur^ 

« • 

3a  (ra*  — a»  + »)  + (aa»  o)  (n — 0 + o»*4-3o» — .a  ‘ 
»*  — - a»  + 1 , ^ 

ou,  effectuant  les  calculs  et  réduisant, 

6a»*  — /jan  -f-  a c (6n*  — 4'*  "t*  *) 

n’  — a» -1-1  (n  — i)* 


résultat  obtenu  ci-dessus. 


Cette  solution  est  d’ailleurs  plus  complète  que  la  précédente, 
puisque  l’on  a obtenu  en  même  temps  et  le  bien  du  père  et  les 
expressions  des  trois  parts. 

49-  Cinquième  problème.  Un  père  ordonne  par  son  testament, 
que  l'aîné  de  ses  enjans  aura  une  somme  a sur  son  bien,  plus 
la  ri*"''  partie  du  reste  ; que  le  second  aura  une  somme  2a  , 
plus  la  »*""'  partie  de  ce  qui  restera,  après  qu'on  aura  retranché 
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la  premièrt  part  et  2a  ; quê  U troisième  aura  une  somme  3a , 
plus  la  partie  du  nouveau  reste;  et  ainsi  de  suite.  On  sup- 
pose d'ailleurs  que  tous  les  enfana  soient  également  partagés.  On 
demande  le  bien  du  père,  la  part  de  chacun  des  en/ansj  et  le 
nombre  des  enfans  ? 

Ca  problème  a cela  de  'remarquable , que  son  énoncé  ren— * 
ferme  plus  de  conditions  qu’il  n’en  faut  ppur  trouver  les  valeurs 
des  inconnues. 

Soit  X le  bien  du  père;  x — a exprime  ce  qui  reste  apres. 
qu’on  a prélevé  la  somme  a.  Ainsi  la  part  de  l’ainé  est 


.X  — a cra-f-x  — a 
a-j :: — ou  r 


part. 


n n 

Retrancbant  cette  première  part  et  2a  de  x , on  obtient 


■ 2a- 


(an  -f-  X — a)  nx  — 3a»  — x + a 
-i , on 


dont  la  n'*"‘  partie  est 


nx  — 3an  — x a 


Donc,  la  part  du  second  enfant  est 

, rue—3an—x-i-a  , . ian*^nx—3an — x+a  ” 

,2a-J , ou  bien , -, ...  2 part. 


On  pourrait  former  de  la  même  manière  les  autres  parts  ; 
mais,  puisque  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  il  suffit,  pour 
former  l’équation  du  problème,  d’égaler  les  deux  premières 
parts,  ce  qui  donne  l’équation 


an  + X ■ 


2fln’  nx  — 3an  — x -f-  a 


d’où  l’on  tire  x = on*  — :tan  + a. 

Substituant  cette  valeur  de  x dans  l’expression  de  la  première 

an  +•  an*  — 2on  + a — a 
part , on  trouve  » ■ ■ — ; 


ou  réduisant, 


an  ^ a = a Çn  — i ) ; 
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et  comme  toutes  les  parts  doivent  être  égales,  en  divisant  le  bien 

total  par  la  première,  on  doit  obtenir  pour  quotient  le  nombre 

, „ « . . a»’ — 20/1  + a • . , , 

des  enfans-,  ainsi, , ou  n — i , désigné  le  nombre 

* an  — a 

des  enfans. 

Bien  do  père. . . an“  — zan  + a ou  a (/i  — i)*; 

Part  de  l’aîné  et  de  chaque  enfant.. . a (n  — i) ; 

Nombre  total  des  enfans. n — i. 


Il  reste  maintenant  à savoir  si  les  antres  conditions  du  pro- 
blème sont  satisfaites;  c’est-à-dire,  si,  lorsqu’on  donne  au  se- 
cond 20,  plus  la  partie  de  ce  qui  reste,  au  troisième  3a, 
plus  la  n'""'  partie  de  ce  qui  reste. , la  part  de  chaqu»  en- 

fant est  en  effet  a (n  — i). 

Or,  la  différence  entre  le  bien  du  père  et  la  première  part 
étant  a (n  — i)‘  — a (n  — i) , la  part  du  second  doit  être 


. a(n — i)* — a(n — i) — 2o  2o(n — 0+o(/i — i)’ — a(n — i) 

20-^ — i ou  — ^ I — ' ^ -, 

n n 


...  ^ o(/j — t)-l-o(;i — i)*  ..  a{n — 0(i+n — i), 

ou  réduisant, —,  ou  bien, ^ 


ou  bien  enfin,  o(/i — i). 

De  même,  la  diFérence  entre  â(/i — i)®  et  les  d eux  premières 

parts,  étant  O (/! — i)* — 2o(/i — i),  la  part  du  troisième  doit  être 

o(/i  — i)’ — 2o(/i — 0 + 3o  . • • 

— • — , expression  qui,  étant  re- 

n 

a{n — i)  + fl(n — i)® 


3o  + - 


duite,  devient  encore  évidemment 

^ » 

conséquent,  o(/i—  i). 

On  obtiendrait  de  même  pour  la  quatrième  part , 


et  par 


, , a(n — i)® — 3a(n — i)  — Aa  a(n- 

4a + — ^ — — ou  — 

n 


i)  + fl(/i — 0* 


et  ainsi  de  suite.  Donc  enfin,  toutes  les  conditions  de  l’énoncé 
sont  satisfaites. 
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II.  Des  équations  et  problèmes  du  premier  degré  à 
deux  ou  ‘plusieurs  inconnues. 

5o.  Quoique  plusieurs  queslions  résolues  précédemment  ren- 
fermassent dans  leur  énoncé  plus  d’une  inconnue,  nous  sommes 
parvenus  à leur  résolution  en  employant  un  seul  caractère.  C^la 
tient  à ce  que,  d’apri-s  les  conditions  de  l’énoncé,  nous  pouvions 
facilement  expi  iiner  les  autres  inconnues  au  moyen  de  ce  carac- 
tère ; mais  il  n’en  est  pas  de  même  dans  tous  les  problèmes  où, il 
y a plus  d’une  inconnue. 

Pour  savoir  comment  on  doit  s’y  prendre  pour  résoudre  ces 
sortes  de  problèmes,  reprenons  d’abord  quelques-uns  de  ceux 
déjà  résolus  à l’aide  d’un  seul  caractère. 

Trouver  deux  nombres  dont  on  connaît  la  somme  g,  et  la  dif- 
férence b ? (C’est  le  problème  n®  40 

Désignons  les  deux  nombres  eberebés  par  jp>et  y ; on  a, d’après 

l’éuüncé , les  deux  équations  | ^ 

Or,  en  principe j si , à deux  nombres  égaux  A et  B,  on  ajoute 
respectivement  deux  autres  nombres  égaux  C et  D,  les  résultats 
A -4-  C et  B D sont  égaux  ; c’est-à-dire  que , si  l’on  a les  équa- 
tions A = B et  C=  D,  il  en  résulte  A -f-  C = B-1-D. 

De  même,  si  de  deux  nombres  égaux  on  retranche  deux  autres 
nombres  égaux,  les  restes  sont  encore  égaux;  c’est-à-dire 
que  des  deux  équations  A = B et  C = D,  on  déduit  encore 
A — C = B — D. 

Appliquons  ce  principe  aux  deux  équations  du  problème 
proposé. 

On  trouve,  en  les  ajoutant , ix=xa-\-b, 
et  en  les  retranchant,. .......  oy  ■=  a — h. 

Chacune  de  ces  équations  ne  renfermant  plus  qu’une  seule 
inconnue,  on  tire  de  la  première, 
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cl  de  la  seconde, 

c+/> 


En  effet,  on  a - 


2 . 


G — A 


2G  . 0+^  (fJ — i)  26 

- " — ^G  J et  ■'  “““  ^ " ' Z 

2 2 22 


:5 


zb. 


Soit  encore  repris  le  problème  tle  l’ouvrier  (n®  3g),  en  ne 
considérant  que  l’énoncé  géiicr.'il. 

Soient  X le  nombre  de  jours  de  travail , et  le  nombre’idc  jours 
d’oisiveté;  axetby  expriment  la  somme  que  l’ouvrier  doit  re- 
cevoir pour  les  jours  de  travail,  et  celle  qu’on  doit  lui  retenir 
pour  les  jours  d’oisiveté. 

{X  *4“  y fl 

I ’ ‘ ' 

ax  — bjr=z  c. 

Or , nous  avons  déjà  vu  qu’on  peut  multiplier  les  deux 
membres  d’une  même  équation  par  iin  même  nombre,  sans 
troubler  l’égalité  ; ainsi,  l’on  peut  multiplier  les  deux  membres 
de  la  première  équation  par  b,  cocOicient  de  y dans  la  seconde; 

et  il  vient. . . .*. bx  -i-  by  z=  bn , 

équation  qui, porabinée avec  la  seconde  ox — by  =z  c , 

bft  c ' ^ 

donne  par  addition , fcx  -f-  ax  = 6n  -f-  c ; d’où  x = ^ ^ . 

Multipliant  de  même  la  première  par  a,  coelTicient  ^ 

de  X dans  la  seconde,  on  a ax  -f-  ay  =an, 

équation  qui , combinéeavec  la  seconde  ax  — by  = c, 

1 ’ • T II  , — <■  ' 

donne  par  soustraction , (a  -f-  o)_y=  an — c ; d ou  y — . 

L’introduction  d’un  caractère  pour  représenter  chacune  des 
inconnues  dans  les  deux  problèmes  précédons,  oiTre  sur  1a 
solution  qui  a été  donnée  précédemment,  l’avantage  de  faire 
connaître  le^  deux  nombres  cherchés,  indépendamment  l’un  de 
l’autre. 
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5i.  Soient  maintenant  les  deux  équations  i 

• ( iix-f-9y=i(>9. 


7^  • MÉTIIOOK  1>’ÉlIMIÎ<ATU«N' 

qu’on  peut  rpgnnlor  comme  la  tracluclion  algclu  iciue  «lerénoucv 
d’un  problème  à deux  inconnues. 

Si  ,dans  ces  deux  équations , Tune  des  inconnues  était  afléctéc 
d’un  même  coefficient,  on  pourrait,  par  une  simple  soustrac- 
tion, former  une  nouvelle  équation  qui  ne' contiendrait  plus 
que  l’autre  inconnue,  et  de  laquelle  on  tirerait  la  valeur  de 
cette  inconnue. 

Or,  «i  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  la  première  équa— 
tionljPr  9,  coefficient  de^  dans  la  seconde,  et  les  deux  membres 
de  la  seconde  par  7 , coefficient  de  y dans  la  première , on 

obtient  par  cette  double  multiplication,  / + 

/ • l 77X  + 63j=4o3, 

équations  qui  peuvent  être  substituées  aux  deux  premières,  et 
dans  lesquelles  y est  alTecté  du  même  coefficient. 

Retranchons  donc  la  première  de  ces  deux  équations  de  la  se- 
conde; il  vient  32x  = g6,  d’où  x = 3. 

Pareillement,  si  l’on  multiplie  les  deux  mcnit)rcs  de  la  pre- 
mière par  II,  coefficient  de  x dans  la  seconde,  et  les  deux 
membres  de  la  seconde  par  5 , coefficient  de  x datft  la  première, 

on  forme  les  deux  nouvelles  équations  / 

I 55x-f-4!ÿ'  = 345, 

qui  peuvent  être  .substituées  aux  deux  équations  proposées,  et 
dans  lesquelles  le  coefficient  de  x est  le  même. 

Retranchant  donc  la  seconde  de  ces  deux  équatiops  de  la  pre- 
mière, on  trouve  32y  =128,  d’où  y — 4. 

Ainsi,  x=3  et  y=^  sont  les  deux  valeurs  de  x et  de  y 
propres  à vérifier  l’énoncé  de  la  question.  En  effet , l’on  a 

1».  5x3-f-7X4=i5-f  28=43;  2”.  11x3-1-9x4=33-1-36=69. 

L’operation  qui  vient  d’étre  exécutée,  et  au  jnoyen  de  laquelle 
on  obtient  les  valeurs  des  inconnues  propres  à satisfaire  à des 
équations  données,  est  connue  sous  le  nom  A’ élimina  lion  ^ 
jiarce  qu’eu  effet  elle  consiste  ù chamer  l’une  des  inconnues 
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par  des  transformations  permises  et  exécutées  sur  les  équations 
proposées. 

La  méthode  précédente  a beaucoup  d’analogie  avec  la  ré- 
duction des  fractions  au  même  dénominateur  -,  aussi  est-elle , 
comme  cette  dernière  opération , susceptible  de  quelques  sim- 
plifications. 

Soient , pour  nouvel  exemple , les  deux  équations 

, . 8x  — 2ty  = 33 

6x  -1-  35y  =197. 

Pour  rendre  les  deux  coefficiens  de  j égaux , remarquons  que  21 
et  35  ont  le  facteur  commun  7;  il  suffit  donc  de  multiplier  la 
première  équation  par  5 et  la  seconde  par  3;  ce  qui  donne  les 

{40X  — 10^  = i65, 
i8x-+-  io5_y  = 53ij 

équations  qui,  ajoutées  entre  elles,  donnent 

58r  = 6g6,  d’où  x=i2. 

Pareillement , les  deux  coefficiens  de  x renferment  le  facteur 
commun  2;  ainsi,  il  suffit,  pour  rendre  ces  deux  coefficiens 
égaux,  de  multiplier  la  première  par  3 et  la  seconde  par  4 J ce 

- , ( 2'|X—  63j^=  99, 

qm4onne  + ,40^  = 708.  ’ 

Retranchant  la  première  de  la  deuxième^  on  trouve 


2o3j’  = 6og,  d’où  y 


A'.  B.  Il  est  très  important  de  reconnaître  si  les  coefficiens 
ont  des  facteurs  communs,  puisqu’alors  on  a des  calculs  plus 
simples  à effectuer. 

Soient  pour  troisième  exemple , les  équations 
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Il  font  d’abord  faire  disparaître  les  dénominateurs,  d'après  la 
rèüle  (n“  44)>  l’on  obtient  ainsi  les  deux  équations 

8x  — 48  + -f-  I2X  = 96  — gy  + I , 

jr  — 3x+  12=  I I2X  + 36, 


ou  réduisant, 


{ 


20X-J-  l5g'=  145, 

91^+  y~  25. 


ou  bien 


f 4>?4-3j'  = 29, 
' 9^'+  ^=25. 


Multipliant  la  seconde  équation  par  3,  et  retranchant  la  pre- 
micré  de  la  seconde , on  trouve  23x  = 4^  > d’où  x = 2 ; mais 
on  a d’ailleurs  ^ = a5  — gx  ; donc  ^ = 25  — gxa=7- 

52.  Considérons  actuellement  le  cas  de  trois  équations  à trois 
inconnues. 

Î5x  — 6_y  + 4®  = *5, 

7 c + 4_y  — 3*  = 19,  ‘ 

9..C -f-  j'-f-6z  = ^6. 


Pour  éliminer  z entre  les  deux  premières  équations,  il  faut 
multiplier  la  première  par  3 et  la  seconde  par  4.  puis  ajouter 
les  deux  résultats  (puisque  les  cocSiciens  de  z sont  de  signes 
contraires),  ce  qui  donne  pour  nouvelle 


équation, .’ 

Multipliant  la  seconde  équation  par  2, 
l’un  des  facteurs  du  coeflicient  de  z dans 
la  troisième,  et  ajoutant,  on  a 


43x  — sy  = 12 1 

jf  , 

l6x  + 9^  =a  84 


La  question  est  donc  ramenée  à trouver  les  valeurs  de  x et  de 
_y,  propres  à satisfaire  à ces  nouvelles  équations. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  par  9,  la  seconde  par  2,  et 
qu’on  ajoute  les  deux  résultats  , on  trouve 


4i9x=i257,  d’où  l’on  tire  x = 3. 

On  pourrait,  à l’aide  des  deux  équations  en  xet^,  déterminer 
comme  on  a déterminé  x ; mais  on  parvient  plus  simplement  à 
la  valeur  de_y,  en  observant  que  la  dernière  de  ces  deux  équations 
devient,  lorsqu’on  y met  pour  x sa  valeur. 
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. ..  84  — 48 

48  + Oy  = 84 , d’où  l’on  tire  y — ^ = 4* 

De  meme,  la  première  des  trois  équations  proposées  devient , 
lorsqu’on  y remplace  x et_y  par  leurs  valeurs, 

i5  — 24  + 4*=  *5,  d’où  2 = ^ = 6. 

En  général , soit  un  nombre  m d’équations  à pareil  nombre 
d’inconnues.  Pour  trouver  les  valeurs  des  inconnues , combinez 
successivement  l’une  quelconque  des  équations  avec  chacune 
des  m — 1 autres  J afin  d’éliminer  la  meme  iiKonnue;  vous  ob- 
tenez ainsi  lu  — 1 nouvelles  équations  renfermant  in — i in~ 
connues^  sur  lesquelles  vous  opérez  comme  sur  les  équations 
proposées;  c’est-à-dire  que  vous  éliminez  une  nouvelle  in- 
connue, en  combinant  l’une  de  ces  nouvelles  équations  avec 
les  m — 2 autres,  cê  qui  donne  m — 3 équations  renfermant 

m 2 ifuonnues.  Continuez  cette  suite  d’opérations  jusqu’à 

ce  qu’enfin  vous  parveniez  à une  seule  équation  qui  ne  ren- 
ferme plus  qu’une  inconnue,  et  de  laquelle  vous  tirez  faci- 
lement la  valeur  de  cetti  inconnue.  Après  quoi,  remontant 
de  proche  en  proche  jusqu’à  l’une  des  équations  proposées, 
voua  délermiitez  successivement  les  valeurs  des  autres  in- 
connues. 

53.  La  méthode  d’élimination  que  nous  venons  d’exposer  est 
connue  sous  le  nom  de  méthode  par  addition  et  soustraction, 
parce  qu’en  elTet  on  parvient  à chasser  les  inconnues  par  des 
additions  et  soustractions,  après  les  avoir  toutefois  préparées  de 
manière  (|u’unc  inconnue  soit  ail'ectée  du  même  coeflicient  dans 
deux  équations. 

Il  existe  encore  4^ux  autres  méthodes  principales  d’élimina- 
tion. La  première,  appelée  méthode  par  substitution,  con- 
siste à tirer  la  valeur  de  l’inconnue  de  Tune  des  équations, 
comme  si  les  autres  inconnues  étalent  déjà  déterminées,  et  à 
.substituer  cette  valeur  dans  les  autres  équations,  ce  qui  donne 
lieu  à de  nouvelles  équations,  qui  renferment  une  incohnue 
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<le  moins,  et  sur  lesquelles  on  opère  üonuuc  sur  les  équations 
proposées.  . 

La  seconde,  appelée  mithodo  par  comparaison,  consiste  à 
tirer  la  valeur  d’une  même  inconnue,  de  toutes  les  équations, 
et  à égaler  ces  valeurs  deux  à deux;  ce  qui  donne  nécessaire- 
ment lieu  à de  nouvelles  équations  renfermant  une  inconnue 
de  moins,  sur  lesquelles  on  opère  fomme  sur  les  équations 
proposées. 

Mais  ces  deux  méthodes  ont  un  inconvénient  que  n’oiTre  pas 
, la  méthode  par  addition  et  soustraction,  c’est  de  dont^r  lieu  à 
de  nouvelles  équations  renfermant  des  dénominateurs  qu’il  faut 
ensuite  faire  disparaître.  On  emploie  toutefois  avec  avantage  la 
méthode  par  substitution,  toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues 
a un  cocilicient  égal  à l’unité  dans  l’une  des  équations,  parce 
qu'alors  l’inconvénient  dont  nous  venons  de  parler  iia  plus  lieu. 
Kous  aurons  quelquefois  ocoasion  de  l’employer.  Mais,  en  géné- 
ral , la  méthode  par  addition  et squstraction  est  préférable;  elle 
présente  d’ailleurs  cet  autre  avantage,  c’est  que,  si  les  coclhciens 
ne  sont  pas  trop  grands,  on  peut  faire  l’addition  ou  la  soustraction 
en  même  temps  que  la  multiplicatiob  qui  tend  à rendre  les  coef- 
licicns  égaux. 

54.  Il  arrive  souvent  que  les  équations  proposées  ne  renfer- 
ment pas  toutes  les  inconnues  à la  fois.  Dans  ce  cas,  avec  un  peu 
d’adresse,  l’élimination  se  fait  très  promptement. 

Soient  les  quatre  équations  à quatre  inconnues, 

2X  — Sj'  -f-  25  = i3 (i), 

4“  ~ (^), 

4y  -t-  25  = i4 (3), 

% + 3h  = 32..^.  ...(4). 

En  jetant  les  yeux  sur  ces  équations,  on  voit  que  l’élimina- 
tion de  Z entre  les  équations  (i)  et  (3)  donnera  une  équation 
en  X et  y,  cl  si  l’on  élimine  u entre  les  équations  (2)  et  (4), 
on  obtiendra  une  seconde  équation  en  * et  ^ ces  deux  der- 
nières inconnues  peuvent  donc  être  déterminées  aisément. 
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D’abord,  rélimioation  de  s entre  (i)  et  (3)  donne. 


8t 


7y— 2X=  1 ; 

celle  de  u,  entre  (2)  et  (4) , donne 2oj^  + 6x=  38, 

Multiplions  la  première  de  ces  deux  équations  par  3,  et 

ajoutons  ; il  vient 4iy=4i 

d’où  

Substituant  cette  valeur  dans  7y—  2xs  i 

on  trouve 

Reportons  la  valeur  de  x dans  l’équation  (2)  ; 

il  en  résulte  4u  — 6=3o,  d’où 

Enfin,  la  substitution  de  la  valeur  dey  dans 
l’équation  (3)  donne 


y=  • 

X = 3 

u=  9 

8=5 


Nous  proposerons,  pour  exercice,  les  cinq  équations  sui- 
vantes 


7'^  2* -f- 3ü — .17  • qui  oonnen 

4y  — 2s  + t = 1 1 / 
5y-3x-2u=  8'  x=a,  y = 4, 
4y  — 3u+  at=  9 l 
3z  + 8u=  33  J 


qui  donnent  pour  valeurs  des 
inconnues, 

8=3,  u=3,  tm, 


55.  Dans  tout  ce  qui  précède,  noos  avons  supposé  le  nombre 
des  équations  égal  au  nombre  des  caractères  employés  pour 
désigner  les  inconnues.  Il  doit  en  être  ainsi  de  tout  problème 
a plusieivs  inconnues,  pour  qu’il  soit  c’est-à-dire 

iwur  qu’il  n’admette  pas  une  infinité  de  solutions. 

En  effet,  supposons,  par  exemple,  qu’un  problème  à deux 
inconnues  x et  y,  conduise  à l’équation  unique  5x 3y==i2  • 

on  en  déduit  x = --^.  Qr.  si  l’on  fait  .successivement 

».  3,  4,  5;  6 , 

il  en  résulte  x=  3,  g ■; 
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et  loue  les  systèmes  de  valeurs 

(x=3,y^  = 0,  (x  = ^,  = (,r=^,j-=3) 

mis  pour  x et  y'  dans  l’équation , y satisfont  également.  ' 

Si  l’on  avait  deux  équations  è trois  inconnues,  on  ]j^nrrait 
d’abord  éliminer  l’une  des  inconnues, à l’aide  des  équations  pro- 
posées, et  l’on  parviendrait  ainsi  à une  équation  qui,  renfer- 
mant deux  inconnues,  pourrait  être  satisfaite  par  une  infinité 
de  systèmes  de  Valeurs  prises  pour  ces  inconnues;  d’où  l’on 
conclurait  également  une  inCnité  de  valeurs  pour  la  troisième 
inconnue.  Donc,  en  général,  pour  qu’un  problème  soit  diler- 
minèj  il  faut  que  son  énoncé  renferme  au  moins  autant  de  con- 
ditions différentes  qu’il  y a d’inconnues,  et  que  ces  conditions 
puissent  être  exprimées  chacune  par  une  équation. Nous  revien- 
drons au  reste  plus  loin  sur  les  questions  qui  donnent  lieu  à un 
nombre  d’équations  easentiellemenl  différentes^  moindre  que 
celui  des  inconnues. 

56.  Passons  à la  résolution  de  nouveaux  problèmes  à deux 
ou  un  plus  grand  nombre  d’inconnues. 

Sixième  problème.  Une  personne  possède  un  capital  de 
3o,ooofr,  qu’elle  fait  valoir  à un  certain  intérêt;  mais  elle  doit 
une  somme  de  7.0,000  fr.  dontelle  paie  un  certain  intérêt.  L’in- 
térêt qu’elle  relire  surpasse  celui  qu’elle  paifj  de  800  fr.  Une  se- 
conde personne  possède  35, 000  fr.  qu’elle  fait  valoir  au  second 
taux  d’intérêt,  mais  elle  doit  une  somme  de  7^ , 000  fr.  dont 
elle  paie  un  intérêt  au  premier  taux.  L’intérêt  qu’elle  relire 
surpasse  celui  qu’elle  paie,  de  3to/r,  On  demande  les  deux 


taux  d’intérêt  ? 

Solution.  Soient  x et les  deux  taux  d’intérêt  pour  too  fr. 

Pour  obtenir  l’intérêt  de  3o,  000  fr.au  taux  désigné  par  x,  il  faut 
. _ 3o , ooox  ■ 

établir  la  proportion  100  l x II  00,000  C 


, . lOO 

On  obtiendra  de  même, pour  l'intérêt  de  20 , 000  f.  au  taux  dési- 
gné par  y,  ou  20oy^.  Mais,  d’après  l’énoncé,  la  dilTé- 

rcucc  de  ces  deux  intérêts  est  égale  à 800  &*. 


■ ou  3ooj». 
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On  a donc  pour  première  équation  du  problème/ 

3oop  — 2o<y^=  800. 

En  traduisant  algébriquement  la  seconde  condition  du  pro- 
blème, on  parricndralt  à la  nouvelle  équation 

35oy — 24{^=3iqP 

Les  deux  membres  de  la  première  équation  étant  divisibles 
^ar  100,  et  ceux  de  la  seconde  par  10,  on  peut  les  remplacer 

par  les  deux  suivantes:  3x — 8, 

SSj.- — 24j:=3i. 

Pour  éliminer  a:,  multiplions  la  première  équation  par  8, 
et  ajoutons  les  deux  équations;  il  vient  iqy==g5,  d’où — 5. 
Remplaçant  y par  sa  valeur  dans  la  première  équation,  l’on 

trouve  3x— 10=8,  d’où  x=6. 

Ainsi  le  premier  taux  est  à 6 pour  | et  le  second  à 5, 

En  effet, 

3o,ooo  fr.  placés  Ù6|,  donnent  SooxG  ou  1800  fr. 


à 5i ...  donnent  200  X 5 ou  1000, 

et  l’on  a 1800 — 1000= 80a 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  condition. 

Septième  problème.  0/i  a trois  lingots  composés  de  diJJ'è'^ 
rens  métaux  fondus  tnsembU.  La  lU-re  du  premier  contient 
7 onces  d’argent^  3 onces  de  cuivre  et  6 d’étain.  La  livre  'du 
second  contient  I2  onces  d’argent,  3 onces  de  cuivre  et  i once 
d’étain.  Celle  du  troisième,  4 onces  d’argent,  7 onces  de  cuivre 
et  5 d’ étain.  On  demande  ce  qu’il  faut  prendre  de  chacun  des 
trois  lingots  pour  en  former  un  quatrième  qui,  sur  une  livre, 
contienne  8 Onces  d’argent , 3 I de  cuivre,  et  d’étain. 

Solution.  Soient  x,j;  et  x les  nombres  d’onces  qu’il  faut 
prendre  respectivement  sur  les  trois  lingots,  pour  former 
une  livre  du  lingot  demandé.  Puisque  dans  le  premier  lingot, 

6.. 


B4  pboblImu 

U J a 7 OQoes  d’argent  sur  une  livre  ou  i6  onces,  il  s’en- 
suit  que,  sur  i once,  il  y a d’onçe  d’ aident,  et  par  con- 
séquent, sur  un  nombre  d’onces  marqué  par  x,  il  doit  y avoir 
d’onces  d’argent  On  trouverait  de  même  que  , 

expriment  les  nombi^  d’onedt  d'argent  pris  sur  le  second  et 
le  troisième,  lorsque  le  quatrième  est  formé;  mais,  d’apri-s 
l’énoncé,  ce  quatrième  lingot  doit  contenir  8 onces  d’argent# 

on  a donc  pour  première  équation , ^ *4-  -4-  ^ = 8 , 


ou,  chassant  les  dénominateurs 7X  -f-  i2^-|~4s=ia8  L 

On  trouverait  par  rapport  au  cuivre,  Sx -f-  3y-f-7z=  6o  > 
et  par  rapport  à l’étaib  ; 6x  -f-  ^ -f-  5t=  68  J 

Comme  dans  ces  trois  équations,  les  coefBciens  de  sont  les 
plus  simples,  il  convient  d’éliminer  d’abord  cette  inconnue. 

Multiplions  la  deuxième  équation  par  4 et  retranchons  la 
première  équation , du  produit;  il  vient  5x-l-a4z=ii2  ^ 

Multipliant  la  troisième  équation  par  3,  / 

et  retranchant  lè  deuxième , du  produit , | 

on  trouve i5x-4-  8a=i44 

Multipliant  cette  dernière  équation  par  3 et  retranchant  la 
précédente,  du  produit,  on  obtient  4ox=3ao,  d'où  x=8. 
Reportoni  cette  valeur  de  x dans  l’équation  i5x-f-8.s=  i44  i 


elle  devient  ixo-l-8s=i44,  d’où  zsssS. 

Ënfin,  les  deux  valeurs x=8, z=  3,  étant  substituées  dans 
féquation  6x-l-^+5a=68,  donnent  48-|-)'-l- >5=68,  d’où 
y = 5. 

Ainsi,  pour  former  une  livre  du  quatrième  lingot, on  doit 
prendre  8 onces  du  premier,  5 onces  du  second  et  3 onces  du 
troisième.  En  effet,  si  sur  t6  onces  du  premier ‘lingot,  il  y a 
7 onces  d’argent,  sur  8onces,il  doity  en  avoir  un  nombre  exprimé 

par  Paréillement,  ^-^^-^  et  représentent  Ica  quan- 
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titéi  d’argent  contenuea  dans  5 onces  du  second  lingot  et  3 

, * • V 7x8  . ‘»X5  , 4x3_ia8_o 

onces  du  troisième-  Or  on  a H = O; 

- ainsi  le  quatrième  lingot  contient  8 onces  d’argent,  comme 
l’exige  l’énoncé.  On  vérifierait  de  même  les  conditions  relatives’ 
au  cuivre  et  à l’étain. 


S'].  Voici  les  énoncés  de  nonveanx  problèmes  à une  et  à plu- 

f'eurs  inconnues,  sur  lesquels  nous  engageons  les  comm^çans 
s’exercer. 

Huitième  problème.  Un  ouvrier  peut  faire  un  certain  ou- 
vrage exprimé  par  a^  dana  un  temps  exprimé  par  by  un  second 
ouvrier  J V ouvrage  c dans  un  temps  dy  un  troisième  j Vouvretge  e 
dans  un  temps  f.  On  demande  quel  temps  il  faut  aux  trois 
ouvriers,  travaillant  ensemble,  pour  faire  f ouvrage  g?  * 

( On  peut  prendre,  pour  fixer  les  idées,  la  toise  pour  unité 
d'ouvrage,  et  le  jour  pour  unité  de  temps.  ) , 

hdfg 

Réponse. 

Application. 


fc=s4^""|c=35'j  <f:=6^je  = 4®'>  = 


on  doit  trouver  x = 13. 

Neuvième  problème.  On  a de  Peau  de  mer  qtù,  sur  3l  livres 
poids , contient  i livre  de  seL  Combien  faut-il  ajouter  ePeau 
douce  à ces  3e  livres,  pour  que , sur  3a  livres  du  nouveau 
mélange,  la  quantité  de  sel  soit  réduite  à 3 onces,  ou  ^ de 
livre  ? (Rép.  334'.} 

Dixième  problème.  Une  montre  marque  midi.  On  demande 
combien  de  fois  les  aiguilles  se  rencontreront  depuis  midi 
jusqu’à  minuit,  et  à quelle  heure  se  fera  chaque  reruontre? 
(Rép.  Nombre  des  rencontres,  Hy  i'*  rencontre,  à i‘5'-j^y 
3*  rencontre,  à 3*  10'  -j^y  Z*,  à 3*  16'  ) 

Onzième  problème.  Un  nombre  est  composé  de  trois  chiffres  ; 
la  somme  des  chiffres  est  i \ ; te  chiffre  des  unités  est  double 
de  celui  des  centaines  y et  quand  on  ajoute  397  à ce  rtombre. 


« 


Digilized  by  Google 


86  TnâORIB  DES  QUALITÉS  K^OATITES. 

on  obtient  une  somme  e/ui  est  la  nombre  renoersi.  Quel  est  le 

nombre  qui  jouit  de  cette  propriété?  (R<^.  326.) 

Douzième  problème.  Une  personne  qui  possède  100,000  _/r.* 
les  fait  valoir  J une  partie  à 5 pour  | et  Vautre  partie  à 4 pour^; 
elle  retire  pour  le  tout  464©  fr.  d'intirft.  On  dematvde  les  deux 
parties  ? (Rép.  64,000  et  36, 000.) 

Treizième  problème.  Une  personne  possède  un  certain  ca-' 
pital  qu'elle  fait  valoir  à un  certain  intérêt.  Une  autre  persond^ 
qui  possède  10,000  fr.  de  plue  que  la  première  j et  qui  fait 
valoir  son  bien  de  1 pour  f plus  avantageusement  qu’elle  j 
a un  revenu  plus  grand  de  800  fr.  Une  troisième  personne  qui 
possède  1 5,000  fr.  de  plus  que  la  première ^ et  qui  fait  valoir 
son  bien  de  a pour  | plus  avantageusement  quelle  j a un  re- 
venu plue  grand  de  i5oo  fr.  On  demande  les  biens  des  trois 
personnes  et  les  trois  taïue  déiniérit? 

î- 

(Somm A placées  3o,ooo,  4^,000.  ' 

Taux  d’intérét. . 4»  5,  6.) 


§ III.  Problèmes  qui  donnent  lieu  à des  tvsultats 
-négcUiJs.  Théoriad^  quantités  négatives. 

58.  L’emploi  des  signes  algébriques,  pour  résoudre  les  pro- 
blèmes, donne  souvent  lieu  à des  circonstances  singulières  qui 
embarrassent  au  premier  abord ^ mais  en  y réfléchissant,  on 
parvient  à les  expliquer,  et  même  à en  tirer  parti,  pour  géné- 
raliser encore  davantage  la  langue  algébrique. 

Proposons-nous  cette  première  question  ; Trouver  un  nombre 
qui  J ajouté  au  nombre  hj  donne  pour  somme  le  nombre  a. 

Solution.  Soit  X le  nombre  cherché , on  a évidemment  pour 
équation, 

5-f-x  = a,  d’ofi  x=a  — b. 


Cette  expression  ou  formule  donnera  la  valeur  de  x,  dans  tous 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé.  ^ 

Soit, par  exemple,  a=47>  ^=29;  il  vieutx=47 — 29=18. 


\ 
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Soit  encore  a =24 1 b~3i',  il  vient  x = 24 — 3i. 

Comme  3i  est  égal  à 24  + 7 , cette  e\pression  de  r peut  se 
mettre  sous  la  forme  »4  — ^4 — 7 réduisant  x=  7. 
Cette  valeur  obtenue  pour  x,  est  ce  qu’on  appelle  une  solution 
négative.  Mais  comment  l’interpréter? 

Si  l’on  remonte  à l’énoncé  du  problème,  on  voit  qu’il  est  im- 
possible que  3i  augmenté  d’un  nombre,  donne  pour  somme, 
24,  nombre  plus  petit  que  3i.  Ainsi,  aucun  nombre  ne  peut 
vérifier  l’énoncé,  dans  ce  cas  particulier.  Cependant , si , dans 
l’équation  du  problè^^,  3i  -f-x=24,  on  met  à la  place  du 
terme + x,  la  valeur  négative  — 7 » vient  3i  — 7 =24  , 
équation  exacte  qui  veut  dire  que  le  nombre  3i  diminué  de  7> 
donne  pour  différence  24. 

La  solution  négative — 7,  indique  donc  l’impossibilité 
de  satisfaire  à l’énoncé  du  problème  dans  le  sens  ou  il  a été  éta- 
bli ; mais  en  considérant  cette  solution  indépendamment  de  son 
signe,  c’est-à-dire,  x:=  7 , on  voit  qu’elle  satisfait  à l’énoncé  mo- 
difié ainsi;  Trouver  un  nombre  quij  retranché  de  Zi , donne 
pour  différence  s4j  énoncé  qui  nediflcre  du  premier  : Trouver 
un  nombre  quiy  ajouté  d 3i^  donne  pour  somme  24j  quen  ce 
que  le  mot  ajouter  se  trouve  remplacé  par  le  mot  retrancher j et 
le  mot  somme  par  le  mot  différence. 

Si  l’on  veut  résoudre  la  nouvelle  question  directement , il  n’y 
a qu’à  poser  l’équation 

3i — x = 24;  d’où  3i — 24  = x,  on  x = 7- 

Soit  encore  proposé  ce  problème  : Un  père  a un  nombre  a 
d’années  ; son  fds  en  a un  mtmbre  b.  On  demande  dans  combien 
(Tannées  Vdge  du  jUs  sera  le  quart  de  celui  du  père  ? 

Solution. 


Désignons  par  x le  nombre  d’années  cbercbé;a-|-x  et  b-f-x 
représentent  les  âges  du  père  et  du  fds,  au  bout  de  ce  nombre 

d’années  j ainsi , l’on  a l’équation  2;=^-^— ; d’où  x= 
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Supposons  a = 54 , i = 9 ; il  vient  x = = G. 

3 3 

En  effet,  le  père  ayant  actuellement  54  ans  et  le  fils  9,  ilaa* 
6 ans  le  père  aura  60  ans  et  son  fils  i5;  or  i5  est  égal  au  quart 
«le  60;  donc  x=  6 satisfait  à l’énoncé. 

Actuellement,  supposons 0=45,  i=i5;  ■' vient  r — 

Cette  expression  peut  être  réduite  à x = — 5,  en  effectuant, 
autant  que  possible,  la  soustraction  indicée  par  45  — 60,  ce 
qui  donne  — i5,  et  divisant  — i5  par  3,  ifeprès  la  règle  éUblie 
(n°  25)  dans  la  division  algébrique.  Mais  comment  interpréta^ 
la  solution  négative  x = — 5 ? 

Remontons  à l’équation  du  problème,  qui,  i^ans  le  cas  partie 
cnlier  que  nous  considérons , est  i5+  ^ . Elle  ren- 

4 

ferme  une  contradiction  manifeste;  car  le  second  membre  re- 
. 45  X 

vient  a -J  + ^ j et  chacune  de  ces  deux  parties  est  plus  petite 
que  cliacuue  des  deux  parties  du  premier  membre.  Mais  si  l’on 
remplacedansl’équation , +x  par  — 5,i!vienti5 — 5 = 


ou  10 


_4o 


■ "4^  ’ exacte , qui  veut  dire  que  si , au  lieu  d’a- 

jouter un  certain  nombre  d’années  aux  deux  Ages,  on  en  re- 
tranche 5 ans , l’âge  du  fils  sera  le  quart  de  celui  du  père.  Ainsi , 
la  solution  qne  l’on  vient  de  trouver,  étant  considérée  indépen- 
damment de  son  signe,  satisfait  à ce  nouvel  énoncé.  Un  père  a 
45  ans  J son  fils  en  a i5/  on  demande  à quelle  époque  Vdge  du 
fils  a été  le  quart  de  celui  du  père? 

L’équation  de  ce  nouvel  énoncé  serait  i5  — x = — 


4 * 

d’oè  l’on  tirerait  60  — 4^  = 4^  et  x = 5. 

On  voit,  en  effet,  pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  l’énoncé, 
du  problème,  que  le  rapport  de  l’âge  du  fils  h celui  du  père 
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étant  actuellement  ^>°**3*  fils  ne  peut  plus  de- 

venir le  quart  de  celui  du  père  , mais  il  l’a  été  précédemment , 
parce  que,  comme  on  l’a  prouvé  (n°  6)  d’une  manière  géné- 
rale , en  ajoutant  aux  deux  termes  d’une  fraction  un  même 
nombre,  la  fraction  augmente  toujours  de  valeur.  Au  contraire, 
elle  diminue  de  valeur,  lorsqu’on  retranche  un  même  nombre 
de  ses  deux  termes. 


5g.  En  nous  laissant  conduire  par  l’analogie,  noos  pouvons 
établir  ce  principe  général; 

1°.  Toute  valeur  négative  trouvée  pour  inconnue  (P un 
problème  du  premier  degré  j indique  un  vice  dans  le  sens  des 
conditions  de  l'énoncé  j ou  du  moins  j dans  l’équation  qui  en 
est  la  traduction  a^brique.  (Voyez  la  remarque  qui  est  è la 
suite  de  ce  numéro.)  n”.  Celte  valeur j abstraction  faite  de  son 
signe  J peut  être  regardée  comme  la  réponse  à un  problème 
dont  P énoncé  ne  diffère  de  celui  du  problème  proposé  j qu'en 
ce  que  certaines  quantités j d’additives  qu'elles  étaient  j sont 
devenues  soustractives  j et  réciproquement. 

Démonstration.  La  première  partie  de  ce  principe  est  facile 
à démontrer.  En  effet,  si  l’on  trouve  pour  x une  valeur  né- 
gative, cela  provient  nécessairement  de  ce  que,  par  la  na- 
ture même  de  l’équation  établie,  on  a été  conduit  à sous- 
traire un  nombre  plus  grand  d’un  nombre  plus  petit , opération 
inexécutable.  C’est  ainsi  que  les  valeurs  x = — 7,  x= — 5,  sont 

provenues  (n®  58)  des  équations  x=  24  — 3i , x = — ^ . 

3 

Or,  si  aucun  nombre  absolu  (*)  mis  pour  x,  ne  j»eut  vérifier 
l’équation  à laquelle  on  est  parvenu,  en  exécutant  sur  celle 
du  problème  les  transformations  indiquées  (n“*  43 . . . 45) , il 
faut  que  cette  première  équation  ne  puisse  elle-même  être 
vérifiée  dans  le  sens  où  elle  a été  formée  j car  l’exactitude 


(*)  appelle  nombre  absolu  un  nombre  ici  f|u'on  le  conaiilère 

Aiilhmcliqiie.  , 


eu 
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(le  ces  transformations  est  bien  constatée  pour  toute  cquarton 
susceptible  d’étre  vérifiée  par  un  nombre  absolu  qu’on' y met- 
trait pour  l'inconnue.  . - 

Souvent,  l’impossibilité  de  résoudre  la  question  ou  l’équa- 
tion, dans  le  sens  où  elle  a été  établie,  est  évidente  à la  seule 
Inspection,  soit  de  l’énoncé,  soit  de  l’ckjuation;  les  demx  pro- 
blèmes préenUens  en  sont  des  exemples.  D’autres  fois,  cette 
impossibilité  est  difficile  à décx>uvrir;  mais  la  suite  des  calcnil» 
finit  toujours  par  la  mettre  dans  tout  son  jour. 

Passons  à la  seconde  partie  du  principe. 

Observons  d’abord  que,  si  dans  l’équation,  on  remplace  x 
par  — X,  tous  les  termes  renfermant  x,  s’ils  sont  additifs, 
deviendront  soustractifs,  et  réciproquement;  car  si  l’on  a, 
par  exemple,  le  terme  -f-  ox,  en  mettant  — x à la  plaœ 
de  X,  il  deviendra  -f-  a X — x,  ou  — oxnDc  même , si  l’on 
a le  terme  — bx , il  deviendra  — i X — x,  ou  -f-  bx.  Ainsi, 
en  traduisant  en  langage  ordinaire  la  nouvelle  équation,  on 
aura  nécessairement  un  nouvel  énoncé  qui  ne  différera  du 
premier  qu’en  ce  que  certaines  quantités,  d’additives  qu’elles 
étaient,  seront  devenues  soustractive» , et  réciproquement. 

Il  rc»te  à faire  voir  maintenant  que  la  substitution  de  — x 
à la  place  de  x dans  l’équation,  donne. lieu  au  résultat  x = py 
si  l’on  avait  d’abord  obtenu  x =:  — p(jp  est  ici  regardé  comme 
un  nombre  absolu). 

Or,  quelle  que  soit  l’équation  primitive  du  problème,  on 
]ieut  toujours , par  des  transformations  connues,  la  supposer 
ramenée  à la  forme  ox  = — b (a  et  b étant  des  nombres  ab- 
solus). 

De  œlle  équation , l’on  tirex  = — -,  ou  x = , ou  bien 

• . ° b . 

enfin,  x=  — p,  p exprimant  le  nombre  absolu  Mais  si  l’on 

lûct  — X à la  place  de  x dans  l’équation  primitive,  on  par- 
viendra, en  opérant  S(^r  la  nouvelle  équation  comme  sur  la  pre- 
mière, à l’écjuatiou  — ax  = — 
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x=  OU  enfin,  x = p. 

Ce  qu’il  fallait  démontrer  (*'). 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  on  doit 
interpréter  le»  solutions  négatives.  Elles  peuvent  être  regar- 
dées, abstraction  faite  de  leur  signe,  comme  des  réponses, 
non  aux  questions  telles  qu’elles  ont  été  établies,  mais  à des 
questions  de  même  nature,  dont  certaines  conditions  ont  été 
luodlCées  ; et,  pour  obtenir  le  nouvel  énoncé,  le  moyen  le 
plus  sùr  est  de  remonter  à Inéquation  du  problème,  d’y  changer 
n en  — X , puis  de  traduire  en  langage  ordinaire  la  nouvelle 
équation.  ( Voyex  le  n®  ’jo  pour  la  démonstration  du  même 
principe  , dans  les  équations  du  premier  degré  à plusieurs 
inconnues.  ) 

6o.  Remarque.  Le  principe  qu’on  vient  d’établir  n’est  rigou- 
reusement vrai  que  pour  les  équations,  et  il  ne  l’est  pas  toujours 
pour  les  énoncés  des  problèmes  ; c’est-à-dire  quel  tel  problème 
peut  avoir  un  énoncé  exact,  lors  même  qu’en  résolvant  l’équa- 
tion établie,  on  parvient  à une  valeur  négative.  Cela  tient  à 
ce  que  l’algébriste , dans  l’application  de  sa  méthode  à la  ré- 
solution d’un  problème , prend  souvent  certaines  conditions 
dans  un  sens  opposé  à celui  où  elles  devraient  être  prises  j et 
dans  ce  cas,  la  solution  négative  qu’il  obtient  redresse  le' point 
de  vue  sous  lequel  il  a envisagé  ces  conditions.  Ainsi,  l’équation 
est  vicieuse,  quoique  le  problème  soit  susceptible  d’être  ré- 
solu ; et  ce  n’est  que  lorsque  l’équation  est  la  traduction  lidèle 
de  l’énoncé  et  du  sens  de  tontes  scs  conditions,  que  le  prin- 
cipe est  applicable  aux  énoncés.  Kous  en  verrous  des  exemples 
par  la  suite;  mais  c’est  principalement  dans  les  applications 
de  l’Algèbre  aux  questions  de  Géométrie,  que  le  principe  est 
applicable,  moins  aux  énoncés  qu’aux  équations. 


(*)  L’cnoncc!  do  principe  precedent  et  une  partie  de  In  (Iciuonslralion,  (ont 
exiraiu  de  l’ouvraRc  iiKitale-  : Jtéjlcxions  sur  la  métaphysique  du  Calcul 
différentiel,  seconde  édiliou,  p.rr  M.  Carnot. 


93  rniuRix  du  QUÂ^Tiris  RiaATCvs». 

* Âti  reste,  pour  peu  qu’on  réiléchissc  sur  la  démonstration 
qui  en  a été  donnée , on  verra  que  les  raisonnemens  portent 
' plutôt  sur  les  équations  que  sur  les  énoncés  dont  ces  équations 
sont  regardées  comme  la  traduction  algébrique. 

6i.  Dans  la  démonstration  précédente,  on  a été  conduit  à 
ntultiplier  + a par  — j,  à diviser  — i par  +o,  — 6 par  — a ; 
et  l’on  est  parvenu  aux  résultats,  en  appliquant  aux  monomes 
les  règles  des  signes  établies  pour  la  multiplication  et  la  divi- 
sion des  polynômes.  Il  peut  paraître , au  premier  abord , né- 
cessaire de  démontrer  ces  règles  par  rapport  aux  mononies 
^ isolés,  et  c’est  en  effet  ce  que  font  presque  tous  les  auteurs. 
Mais  les  démonstrations  qu’ils  en  donnent  n’ont  que  l’appa- 
rence de  l’exactitude,  ou  laissent  beaucoup  de  vague  dans 
l’esprit.  Nous  dirons  donc  que  l’on  a étendu  aux  quantité» 
inonomes  les  règles  des  signes  établies  et  démontrées  pour  les 
polynômes  J afin  de  donner  une  interprétation  aux  résultats 
singuliers  que  fournit  l'Algèbre.  En  n' admettant  point  cette 
exlensiouj  on  ee  priverait  d’un  des  principaux  avantages  de 
ta  langue  algébrique j lequel  consiste  à embrasser,  dans  une 
seule  et  même  formule,  les  solutions  de  plusieurs  questions  de 
même  nature,  mais  dont  les  énoncés  diffèrent  par  le  sens  de 
' certaines  conditions,  c'est-à-dire,  en  ce  que  certaines  quantité» 
sont  additives  dans  les  uns  et  soustractives  dans  les  autres,  et 
réciproquement.  , 

L’extension  aux  quantités  monomes,  des  règles  établies  pour 
les  polynômes , peut  encore  être  motivée  par  les  considérations 
suivantes  : 

La  démonstration  exposée  n°  17 , pour  la  multiplication  d’un 
binôme  a — b par  un  binôme  c — d,  suppose  évidemment 
, a > é et  c > d.  Si  le  contraire  a lieu,  ces  raisonnemens  n’of- 
frent. plus  à l’esprit  aucun  sens  rigoureux  ; et  cependont , la 
règle  des  signes  une  fois  établie,  on  ne  songe  pas  à la  révoquer 
eu  doute,  quels  que  spient  les  rapports  de  grandenr  de  a,  6, 
t,  d.  V 

Cela  posé,  le  produit  de  a — b par  c étant  ac — bc , U 
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s’ensuit  que  U produit  d’une  expression  négative  a — l> , 
(rt  étant  b),  par  une  quantité  positive  c,  est  négatif. 

De  même,  le  produit  de  b par  c — d étant  hc — bd,  il  en 
résulte  que  le  produit  d’une  quantité  positive  b par  une  expres- 
sion négative  C — d (c  étant  <^d)  j est  négatif. 

Enfin,  le  produit  de  fl  — b par  c — d étant,  comme  on  l’a 
■vu,  flc — bc  — ad  + bd,  expression  qui  peut  se  mettre  sous 
la  forme  bd  — ad  — bc  -{•  ac , ou  d{b  — a)  — r(i  — a),  $i 
l’on  suppose  rf>c  et  i>o  ou  b — a positif,  il  en  résulte  né- 
cessairement <f(6 — fl)>c(6  — fl),  et  par  conséquent,... 
d{b — «)  — c(A  — fl),  positif.  Donc  le  produit  d’une  expres- 
sion négative  a — b par  une  expression  négative  c — d . . . 
(fl  étant  C^b  et  c <^d) , est  positif. 

C'est  d’ailleurs  là  ce  qui  constitue  l’un  des  cansctéres  dis- 
tinctifs de  l’Algèbre.  En  Arithmétique  co:nme  en  Créoniétrie, 
les  raisonncmcns  portent  toujours  sur  des  êtres  réels  que  l’es- 
prit peut  saisir , tandis  qu’en  Algèbre , on  raisonne  et  l’on  opère 
le  plus  souvent  sur  des  êtres  imaginaires , ou  sur  des  symboles 
présentant  des  opérations  inexécutables;  mais  l’exactitude  des 
résultats  qu’on  obtient  par  ce  moyen,  et  auxquels  on  parvien- 
drait également  par  des  procédés  plus  rigoureux,  mais  beau- 
coup plus  longs,  justifie  suffisamment  la  marche  qu’on  a 
suivie. 

6a.  Comme  les  règles  des  signes,  relatives  aux  monomes, 
sont  d’un  usage  continuel  en  Algèbre,  il  est  à propos  d’en 
présenter  ici  l’ensemble.  D’ailleurs,  notu  en  verrons  dériver  de 
nouvelles  ex pre.ssions,  propres  au  langage  algébrique. 

Commençons 'par  l’addition  et  la  soustraction. 

Pour  ajouter  -f-  6 ou  — b avec  une  quantité  exprimée  par  fl , 
il  faut  écrire  a-J*i  ou  a — b,  c’est-à-dire  écrire  Us  deux 
monomes  un  à la  suite  de  If  autre  ^ avec  Uurs  signes  respectifs. 
iFqyetn'’  i3.) 

Pour  soustraire  +6  on  -*-6  de  a,  il  faut  écrire  a — A ou 
a + b,  c’est-à-dire  changer  le  signe  du  monomc  à soustraire, 
et  l’écrire  avec  son  nouveau  signe,  à la  suite  de  celui  dont  il 
faut  soustraire.  {^Voyex  n“  i40 
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Quant  à la  multiplication  et  à la  division, 


ou  — aX  — b donne  jtour  produit -f- 
— aX+&  on  +aX — b donnepour  produit — ab 


-\-a'.-^b  ou  — a'.  — b donne  pour  quotient  + ■ 
— a : 6 ou  + a : — i donne  pour  quotient  — 


■ (n“  25). 


Ces  règles  donnent  lieu  à quelques  remarques  importantes.' 
i".  En  Algèbre,  le  mot  ajouter  et  le  mot  somme  ne  doivent  pas 
toujours,  comme  en  Arithmétique , entraîner  avec  eux  l’idée 
d’augmentation;  car  le  résultat,  a — i,  de  l’addition  de  — b 
avec  a,  est,  à proprement  parler,  une  différence  entre  le 
nombre  d’unités  exprimé  par  a et  le  nombre  d’unités  exprimé 
par  b}  par  conséquent,  ce  résultat  est  moindre  que  a.  Pour  dis- 
tinguer cette  espèce  de  somme,  d’une  somme  arithmétique,  on 
lui  donne  le  nom  de  somme  algébrique.  Ainsi,  un  polynôme 
tel  que  20* — Za'b-\-Zb'c  — 2o*c,  est  \iop.  somme  algébrique ^ 
en  tant  qu’on  le  regarde  comme  le  résultat  de  la  réunion  des 
monomes  20*,  — -f-36*c,  — la'c  avec  leurs  signes  res- 

pectifs; et  son  acception  propre  est  la  différence  arithmétique 
entre  la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  additifs  et 
la  somme  des  unités  contenues  dans  les  termes  soustractifs. 

Il  résulte  de  là  qu’une  somme  algébrique  peut,  dans  les  appli- 
cations numériques , se  réduire  à un  nombre  négatif  ou.  affecté 
du  signe  — . • 

2®.  Le  mot  soustraire  et  le  mot  différence  n’offrent  pas  tou- 
jours Pidée  de  diminution;  ear  la  différence  entre  -}-a  et  — i, 
étant  o-f-i,  surpasse  le  nombre  a;  c’est  une  différence  algé- 
brique J parce  que  le  résultat  peut  être  mis  sous  la  forme 
O — ( — 5). 

Au  moyen  de  ces  dénominations,  les  valeurs  négatives  peu- 
vent être  regardées  comme  des  réponses  aux  questions.  Par 
exemple,  dans  l’équation  Zi  le  résultat  x = — 

indique  qu'il  faut  ajouter  — q à 3i  pour  obtenir  a4;  et  en 
effet,  3i-+-( — ^);  ou  3i — 7 , est  égal  à 24. . - •- 
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Pareillement,  dans  l’équation  i5-f- j;- 


4 


95 

, le  résultat 


x=  — 5,  indique  qu’il  faut  ajouter  — 6 aux  deux  âges,  pour 
«pic  l’âge  du  fils  soit  le  quart  de  celui  du  père.  En  effet,  on  a 

i5  + ( — 5)  ou  i5  — 5=10, 

45  + ( — 5)  ou  45  — 5 = 40. 

63.  La  nécessité  d’employer  les  expressions  négatives  dans 
les  calculsa1gébriqucs,etd’opérersur  elles  comme  sur  les  quan- 
tités absolues,  a conduit  les  algébristes  à deux  autres  proposi- 
tions qui  seront  par  la  suite  d’un  usage  très  fréquent.  En  voici 
l’énoncé  : Toute  quantité  négatU-e  ^ — a,  est  plus  petite  que  o ; 
et  de  deux  quantités  négatives  ^ ta  plus  petite  est  celle  dont  la 
valeur  numérique  ou  absolue  est  la  plus  grande. 

Ainsi  1 on  a — n^o  et— a<^ — é,sia  est  numériquement 
plus  grand  que  b. 

Démonstration.  Pour  nous  rendre  compte  de  ces  deux  propo- 
sitions, observons  qu’en  général , si  d’un  même  nombre  on  re- 
tranche une  suite  de  nombres  de  plus  en  plus  grands  ,les  restes 
doivent  être  de  plus  en  plus  petits.  Cela  posé,  prenons  au  hasard 
un  nombre  entier  ,6  par  exemple,  et  de  ce  nombre  retranchons 

successivement,  i,  2,  3,  4, 5,6,  7,8,9, ; od  trouve,  en 

écrivant  les  différences  sur  une  même  ligne, 

6— 1,6— 2,6-3,6— 4,6— 5,6-6,6— 7,6— 8,6— g, 

ou  réduisant. 


5,  4. 


3, 


— 2,  — 3. 


D’où  l’on  voit  que  — i doit  être  regardé  comme  plus  petit  que 
O,  puisque  cclui-ci  exprime  la  différence  entre  6 et  lui-inéme, 
tandis  que  — i exprime  la  différence  entre  6 et  un  nombre  plus 
gramL 

Par  la  même  raison  , — i est  plus  grand  que  — 2,  — 3 est 
plus  grand  que  — quoique  les  valeurs  numériques  des  pre- 
mières expressions  soient  moindres  que  celles  des  dernières. 


« 


i 


D 
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Auh-e  démonstration.  Dès  que , pour  interpréter  tons  les  ré- 
sultats singuliers  que  fournit  la  résolution  algébrique  d’une  ques^  . 
tion , l’on  est  convenu  de  considérer  les  expressions  nègativèn 
comme  des  quantités,  il  faut  qu’en  les  soumettant  aux  mêmes*' 
opérations  que  les  nombres  absolus,  on  puisse  psirveuis  è dès 
r^ultats  exacts.  Or,  on  peut  regarder  comme  un  axiome , que,, 
si  un  nombre  a est  plus  grand  qu’un  autre  h , en  leur  ajoutant 
un  même  nombre  d,  le  premier  résultat,  u-^-d,  est  encore  plus 
grand  que  le  second , b d.  " 

Cela  posé,  en  admettant  les  inégalités  o^ — a,  et.t^.,'. 

— a > — (a  -1-  m),  (o  et  m sont  ici  des  nombres  absolus  ) , ai 
l’on  ajoute  aux  deux  membres  de  chacune  d’elles,  a-j-m,  on 
trouve  a-\-  m'^m  et  m'^o,<x  qui  est  exact.  Au  contraire, 
si  l’on  posait  o<^  — o et  — a<  — (a-l-n»)|ilen  résu^eçiût 
a-f-m<^/n  et  mc^o,  ce  qui  serait  absurde.  , V.' 

En  général,  on  doit  admettre  les  deux  propositions  pru- 
dentes, si  l’on  veut  opérer  sur  les  expressions  négatives  comme 
sur  les  quantités  absolues.  Ces  propositions  sont,  au  reste,  une 
espèce  de  locution  algébrique  analogue  è celles  dont  nous  noua 
servons  souvent  dans  notre  langue.  Nous  disons  tous  les  jours 
d’une  personne,  qu’elle  a moins  que  rien,  pour  exprimer  qu’elle 
doit  pins  qu’elle  ne  possède;  et  de  deux  personnes,  qui,  ayant 
la  même  fortune , doivent  plus  qu’elles  ne  possèdent , que  la  plus 
riche  est  celle  qui  doit  le  moins.  ' ] - >.— * 


Discussion  des  problèmes  du  premier  degré  à deux  ois  plusieurs 
inconnues. 


64.  Lorsque  l’on  a résolu  un  problème  généralement,  c’est- 
à-dire  en  représentant  les  données  par  des  lettres , on  peut  se 
proposer  de  déterminer  ce  que  deviennent  les  valeurs  des  incon- 
nues, pour  des  hypothèses  particulières  faites  sur  les  données. 
La  détermination  de  ces  différentes  valeurs,  et  l’interprétation 
des  résultats  singuliers  auxqneb  on  parvient,  forment  ce  qu’on 
appelle  la  discussion  du  problème. 

Voici  une  question  dont  la  discussion  offre  à peu  près  toutes 


••  \ *. 
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les  circonstances  qui  se  rencoutrcnt  dans  les  problèmes 'du  prc* 
mier  degré. 

■ ■ ' ’ ’ 


R' 


B 


R 


Quatorsiènie  problème.  Deux  courriers  partent  en  même 
temps  de  deux  points  dijfèrens  A.  et  ^ d" une  même  ligne  AR_, 
'et  se  dirigent  dans  le  même  sens  AB.  Le  courrier  qui  part  du 
'point  A fait  m lieues  par  heure j et  le  courrier  qui  part  du 
point  B en  fait  un  nombre  n.  On  demande  à quelles  distances 
des  points  A et  B^  les  deux  courriers  se  rencontreront. 

Solution.  Soit  R le  point  de  rencontre;  appelons  x ei  y les 
distances  inconnues  AR  et  BR,  esprimées  en  lieues,  cto  la  dis* 
tance  AB  qni  sépare  les  deux  courriers,  au  moment  de  leur 
départ.  On  a évidemment  pour  première  équation  , 


y = a. 


(0- 


Mais  m et  exprimant  les  nombres  de  lieues  fc^cs  par. heure 
(ce  sont  les  vitesses  respectives  des  deux  courriers),  il  s’ensuit 
que  les  temps  employés  pour  parcourir  les  espaces  x et_y,  sont 


30  y 

marqués  par  ~ d’ailleurs,  ces  deux  temps  sont  égaux; 


ainsi , l’on  a pour  seconde  équation  du  problème , 


m 


ou  bien,' 


nx  — my  = o . 


(a). 


Combinant  les  deux  équations  (t)  et  (a)  entre  elles,  d’après 
les  méthodes  conntkes  d’élimination , on  obtient 


am  an 

m — rt’  ^ m — n’ 


valeurs  qu’il  est  aisé  de  vérifier.  • . 

Discussion.  Tant  que  l’on  supposera  m'^n,  d’où  m — n>o 
ou  positif,  ces  valeurs  seront  positives,  et  le  problème  sera 
résolu  dans  le  sens  propre  de  son  énoncé.  En  cfTet , si  le  cour- 
rier A est  supposé  aller  plus  vite  que  le  courrier  B,  on  con- 

1 


. I 


/. 
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cail  qu'à  clmquc  insiant  il  (jagnc  <1u  chnuiii  sur  celui-  ci  ; 
l’intervalle  qui  les  sé|iarait  d’aliord,  diminue  de  plus  cri  plus, 
jusqu’à  ce  qu’cniin  il  s’anéantisse  tuut-à— fait  -,  et  alors  tes  deux 
courriers  doiveni  se  trouver  au  même  point  de  la  ligne  qu’ils 
parcourent. 

• Mais si  l’on  suppose  m<^n,  d’où  m — n < o ou  lu-galif,  les 
valeurs  sont  à la  fois  négatives,  et  deviennent 


am 


Pour  interpréter  ces' résultats,  observons  qu'il  est  impossible 
(^uc  les  deux  courriers  se  rencontrent  dans  le  sens  AU , car  le 
courrier  U allant  plus  vite,  l’intervalle  qui  les  séparait  ne 
c|u’uugmenter  à chaque  iustant.  Mais  si,  au  lieu  de  supposer 
qu’ils  se  dirigent  dans  le  sens  AB,  on  suppose,  au  contraire  , 
qu’ils  SC  dirigent  dans  le  sens  BA  , les  circonstances  devenant 
alors  les  mêmes  que  dans  le  cas  /n  ^ n , il  est  clair  que  les 
deux  courriers  sc  rencontreront  en  un  point  R'  du  prolonge- 
mçMit  de  BA.  C’est  ce  qu’indique  d’ailleurs  le  principe  établi 
( n”  5g  ).  En  elTct,  changeons  les  signes  de  x et  de  ^ dans 
les  deux  équations;  il  vient  ' 


. — x-fy  = a^ 

m n J 


oa 


( 


J-  — X = a. 


équations  qui , résolues , donnent 


Am 

ï»  — wi’ 


an 


. Ces  valeurs  vérifient  le  nouvel  cuoncé,  dans  lequel  op  suppose 
■ que'Ics  courriers  sc  dirigent  danilc  sens  BA. 

. ■ .Soit  maintenant  nt  = n,  d’où  m — 11  = 0;  les  valeurs  gené- 


nnt  an 

^ O ’ , 0 . 


se  l'éduisent  à 

t 

Gomment  interpréter  ceS  nouveaux  résultats?  .- . 
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*•  Eu  l'citioiitiiiit  cl’ahcti^ü.  à rùnqncé,  on  voit  qu‘il  y a iinjios- 
sibililc  al>solue  <ry  saîrsCaire  ÿ o’cst-à'üire  que,  flans  quelque  • 
sens  lie  la  ligne  A.I1,  que  les  ileitx  courriers  sc  ilirigont,  ils  ue 
peuvent  jamais  sc  rencontrer,  puisque  les  deux  courriers  étant 
il’alK>rd  à un  intervalle  a l'un  de  l’autre , et  allant  egalement  . 
vite , doivent  conserver  entre  eux  In  même  distance.  On  peut 

^dunc  regarder  le  resuHat,  ~~  t comme  un  nouveau  signe  d’itn* 

|K>ssibitilé.  En  cITet,  si  l’oii^rcpreiiâ  les  équations  du  problème, 
elles  deviennent,  dans  le  cas  ilc  /n=='H, 

= . x — y=ü,  ■ , ; 

£ = Z \ «H  • 

. m m ^ ] { -i-  — y = O,  . • . . . • 


*. 


éipt.itiuns  évidemment  inconipatiblcs. ‘ ' . 

* ^ ' 0/f% 

Cependant,  les  algébrlstes  rcganlcul  les  résultats  x= — -,* 

^ I * • 

yz=  — , comme  formant  une  es|>èco  de  valeur  à laquelle  ils 

donnent  le  nom  de  valeur  infuiie.  En  voici  la  raison  : ‘ ‘ 

Lorsijac  la  diü’ércnce  m — ij , sans  être  tonl-à*fail-nuUc,  est 

" . ■ . ,1  . , a>u  an 

• supposée  très  petite  , les'  deux  résultats  , , , sont 

“ * ’ . . ni  — n nt-^n 

1res  grands.  : ' ' 

Soit',  par  exemple,  m — n = o,oi,  m = 3;  d’o6 

nzz:.Z — 0 ,01  = 2,99.  Il  V lent 

lun  ia  an 

= =3oou,. = 200a. 

m — n ■» , O I m — n 

Soit  encore  m — n==o,oooi,  ;«  = 3‘,d’où  0 = 2,91)99^11 

, , um  <an 

cil  résulte =Jooooû,  — 1 — = 29(1000. 

m — n m — u -’v’.../ 

En  un  mol,  tant  que  In  dlllcience  des  deux  vitesses  n'est  •- 
pas  nulle,  les  deux  courriers  se  rcnconlrent;  mais  les  distances 
du  point  de  rencontre  aux  deux  points  de  départ,  deviennent 
de  pbisen  plus  grandes,  à mesure  que  celle  diflércnce  dimi'nUe. 

7.. 
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“Donc,  si  l'on  suppose  celle  di.J/erencc  moindre  qu'aucune  gran- 

deur  donnée,  les  distances , sont  plus  grandes 

m — n in  — ii 

qu’aucune  quantité  donnée j uu  infinies.  On  tlit  alors,  pour 

, aui  an 

abréger  : soit  >n  — n ■=  o , il  en  résulte  a:  = — , 
valeurs  infiuies. 

Comme  O est  moindre  <]uo  toute  grandeur  alisolue,  il  s’ensuit 
que  l’on  peut  prendre  ce  caractère  pour  désigner  le  dernier  état 
d'une  grandeur  qui  peut  dceroilrc  autant  que  l’on  veut.  De 
même,  comme  un  nonihre  fractionnaire  est  d’autant  plus  grand 
que  sou  numérateur  est  plus  grand  par  rapport  à son  dénomi- 
nateur, il  s’ensuit  qu’une  expression  telle  que  (A  étant  un 

nombre  absolu  quelconque),  est  très  propre  à exprimer  une 
quantité  infime,  c’est-à-dire  une  quantité  plus  grande  qu’au- 
• cime  quanliTé  assignable. 

Xéinjiui  s’exprime  encore  par  un  huit  renversé,  oo;  et  par 
conséquent,  une  quantité  moindre  qu’aucune  grandeur  donnée, 

ou  o,  pi’ut  aussi  s’exprimer  par  ^;car  une  fraction  est  d’au- 
tant plus'petito,  que  son  dénominateur  est  plus  grand  par  raji- 
port  à son  numérateur.  Ainsi , o et  sont  des  symboles  sy  - 

A I 

nonymes;  il  en  est  de  meme  de  ~ et  oo. 

Nous  avons  insisté  sur  ces  dernières  notions,  parce  qu’il  y a 
des  questions  d’une  nature  telle,  que  Virifini  peut  être  regardé 
comme  une  véritable  réjxinse  à l’énoncé.  On  en  voit  des  exem- 
ples fréquens  dans  V application  de  l’ Algèbre  aux  questions  de 
Géométrie. 

En  résumant  ce  que  nous  venons  de  dire , dans  le  cas  de 
m^n,  on  voit  qu’il  n’y  a pas,  à proprement  parler,  de  solu- 
tion du  problème,  en  nombres  Jinis  et  déterminés  ; mais  l’on 
trouve  des  valeurs  infinies  pour  les  inconnues. 

Si,  à l’Iiypolbèse  m = »,  on  ajoute  celle-ci,  a =o,  les  deux 

\ 
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valeurs  deviennent  X = y = -,  Quel  sens  doit-on  attacher 

O O 

à ce  nouveau  résultat  ? 

Reprenons  l’énoncé,  et  observons  que  , si  les  deu\  courriers 
vont  également  vile  et  partent  du  même  point,  ils  doivent  être 
toujours  enscinblc,  et  par  conséquent,  se  rencontrer  en  tous  les 
points  de  la  ligne  qu’ils  parcourent.  Et  en  effet,  les  équations 
deviennent,  dans  la  double  hypothèse,  /n=n,  a = o. 

fÆ~^  = o, 

Ix  — ^ = o, 

équations  qui  rentrent  l’une  dans  l’autre.  Ainsi  la  question  est 
lout-à-fait  indéterminée  (n“  55),  puisqu’on  n’a  réellement  qu’une 
équation  entre  deux  inconnues. 

L’expression  -est  donc,  dans  ce  cas,  le  symbole  d’une  indèter- 

^minalion  dans  l’énoncé.  • 

Si  les  deux  courriers  ne  vont  pas  également  vite,  c’est-à-dire 
que  l’on  ait  m > ou  < »,  mais  qu’on  suppose  o = o-,  on  trouve 
pour  valeurs  x=o,  y—o. 

En  effet , les  deux  courriers  partant  du  même  point,  et  ayant 
<les  vitesses  différentes,  ne  peuvent  évidemment  se  trouver  en-  _ 
semble  qu’au  point  de  leur  départ. 

Les  hypothèses  jirécédentes  sont  les  seules  qui  conduisent  à 
des  résultats  remarquables.  Elles  suffisent  d’ailleurs  pour  faire 
voir  aux  commençans  de  quelle  manière  l’Algèbre  répond  à 
toutes  les  circonstances  de  l’énoncé  d’un  problème. 

Nous  généraliserons  bientôt  la  discussion  précédente;  mais 
auparavant,  nous  ferons  une  remarque  de  la  plus  grande  impor- 
tance dans  les  applications  algébriques. 

65.  Lorsqu’un  problème  a été  résolu  généralement,  on  peut, 
au  moyen  des  formules  ou  valeurs  trouvées  pour  les  inconnues, 
obtenir  par  de  simples  chan^emens  de.  sî^ne  j celles  <|ui  con- 
viennent à de  nouveaux  problème.s  généraux  dont  les  énoncés 
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ne  l^il^5^en^  de  celui  du  problème  proposé  , (|uc  par  le  sens  clc 
certaines  quantités  qui , d’addilives  qu’elles  étaient , sont  deve- 
nues soustractives,  et  réciproquement. 

Prenons  pour  exemple  le  problème  de  l’ouvrier,  résolu 
(n®  47).  En  supposant  que  l’ouvrier  reçoive  pour  son  décompte 
une  somme  c,  on  a les  équations  ' 

X -f-  y = n 1 ,,  , bri  c an  — r 

«X  — by  ■=.  c i a-J-o  a-f-o 

Mais  , si  l’on  suppose  au  contraire  que  , tout  décompte  fait  , 
l’ouvrier,  au  lieu  de  recevoir,  doive  une  somme  r,  les  équa- 

, . . , ,x  -f-  y = 7»  ) / 7:  -T-  V = 7; , 

tioiis  seront  alors  , > ou  v 

by  — ax=  c J t ox  — by  ■=  — c, 

(ou  a ebungé  les  signes  de  la  seconde  équation.) 

Or  il  est  visible  <|uc,  snns  résoudre  de  nouveau  ces  érjnations  . 
on  peut  obtenir  sur-lc-cbamp  les  valeurs  de  r et  de  ^qui  leur 
eorrespondent , en  changeant  simplement  le  signe  de  r dans  les 
Valeurs  précédentes,  ce  qui  donne  ^ 

bn  c Q77  -f-  c • 

a b ' - a-}-  I)  ' 

Afin  de  le  prouver  rigoureusement,  désignons  pour  le  mo- 

ment  — c par  il-,  les  équations  deviennent  alors 

éx|ualions  qui  ne  diflt^rent  de  celle  du  premier  énoncé,  qu’en 
ce  que  e est  cbatigé  en  d.  Ainsi,  l’on  trouvera  nécessairement 


bn-\-  d 

-y 


an  — ti 
' a-{- b ' 


Aetiiellemcnl , si  l'on  remplace  d par  sa  valeur  — c,  il  vient 


bii  -f  (—  c) 
a + b ’ 


■i  y - - 


_ an  — ( — < ) 


a b 


ou  bien,  eu  appliquant  les  règles  établies  (n®  62) 


D 
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an  -t-  c 


io3 


lin  — c 

T ’ ■>' 


a ■ 


a + b 


: C.  Q.  F.  D. 


On  )icui  comprendre  sons  les  memes  formules,  les  résultats 
qui  conviennent  aux  deux  énonces,  en  écrivant  .•  • 

bndzc  an  ^ c 

^ a-{-  b ’ ^ a-i-  b 

(Le  doiilde  signe  ± s’énonce  plus  ou  moins  ; les  signes'  supérieurs 
correspondent  au  cas  où  l’ouvrier  reçoit,  elles  signes  inférieurs 
à celui  où  l’ouvrier  doit  une  somme  c.)  > , 

Gîs  formules  comprennent  encore  le  cas  où,  tout  décompte 
fait,  l’ouvrier  et  la  personne  qui  l’emploie,  sont  quittes  l’un  en- 
vers l’autre.  11  suffit  de  supposer  c — o,  ce  qui  donne 


bn 


an 


^ a •+•  ù ’ ^ a -f-  ù’ 

Soient  encore  les  deux  équations  générales  | 

provenant  de  la  traduction  algébrique  d’un  problème  quel- 
conque. En  multipliant  la  première  équation  par  y*,  It^  seconde 
par  h , et  soustrayant  la  seconde  de  la  première  , on  a 

{a/—  bd)x—c/—bg,  d’où 

ag — cd 

• On  trouverait  de  mémo  y = 

Cela  posé,  pour  passer  de  ces  formules, 

' ( ax  — by  — c, 

i".  à celles  qui  conviennent  aux  équations  | fy g 

il  suffit  lie  changer  b en  — b,  ce  qui,  donne 

^ h ag  — cd 

^ nf-\-  bd’  ^ af  bd’ 

, 1 1 .•  • • i = 

a®.  au.\  formules  relatives  aux  équations  < , 

• l dx  —fy  =zg. 
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il  sufiîl  de  changer  6 en  — b el  f en  — f><x  qui  donne  le» 
formules 

— cf  bg  bfr  — cf  ag  — cd  “ 

~ bd^f  y ~ bd^f 

La  démonstration  en  est  absolument  la  même  que  dan» 
l’exemple  précédent;  ainsi  nous  ne  la  répéterons  pas.' 

§ IV.  Discussion  générale  des  problèmes  et  des 
. . équations  du  premier  degré. 

« 

66.  Afin  de  pouvoir  généraliser  la  discussion  des  problèmes 
du  premier  degré  à une  ou  plusieurs  inconnues,  nous  allons 
nous  proposer  d’établir  des  formules  qui  puissent  représenter 
les  valeurs  des  inconnues,  pour  un  système  quelconque  d’équa- 
tions renfermant  un  pareil  nombre  d’inconnues. 

D’abord,  toute  équation  du  premier  degré  à une  seule  in- 
connue peut , au  moyen  des  transformations  usitées , être  rame- 
née à la  forme  a désignant  la  somme  algébrique  des 

- quantités  qui  multiplient  l’inconnue,  elb  la  somme  algébrique 
des  termes  tout  connus. 

On  déduit  évidemment  de  cette  équation , x=<^. 

Observons  en  second  lieu,  que  toute  équation  du  premier 

degré  à deux  inconnues  peut  être  représentée  par, 

ax  -f-  by  = c.  En  eflet,  si  l’équation  proposée  renferme  des 
dénominateurs,  on  les  fait  d’abord  disparaître  (n®  44) '■  réu- 
nissant ensuite  tous  les  termes  alTectés  de  x et  tous  les  termes 
affectés  de  y dans  le  premier  membre,  puis  faisant  passer  tous 
les  termes  connus  dans  le  second  membre,  on  peut  désigner  la 
somme  algébrique  des  premiers  par  ax,  la  somme  algébrique 
des  seconds  par  by  , et  la  somme  algébrique  des  derniers  par  c ; 
a,  b,  c , sont  alors  des  quantités  entières  de  signes  quel- 
conques. 
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t ax  by  = c y 

^ieot  donc  proposées  les  deux  équations  f^y  _ 

On  obtient,  en  multipliant  la  première  équation  par  i',  la  se- 
conde par  l>,  et  les  retranchant  l’une  de  l’autre, 

ch'  *bc' 

' {ab'  — ba  ) x=  ch'  — bc,  d’où  x = ; 


t i 

• , . oc  — ca 

on  trouverait  de  meme  y = 

Soient  maintenant  les  trois  équations 

ax  -h  by  -f-  cz  = d (i), 

c^x  + b'y  + c'a  = (2), 

a’x  + b"y  + c'z=  æ (3). 


Pour  éliminer  z , multiplions  la  première  équation  par  c',  la 
seconde  par  c,  et  retranchons  la  seconde  de  la  première. 

11  vient  ( ad  — ca')  x -|-  {bc  — cb')y  = de  — cd' . . . (4). 

Combinant  de  même  la  seconde  équation  avec  la  troisième, 
on  trouve  (a'c" — c'a*)  x -f-  {b' c"' — cb") y=d'c'  — c'tT ..  .(5). 

Actuellement , pour  éliminer  y,  il  faut  multiplier  l’équatlon(4) 
par  b'c" — c'b",  et  l’équation  (5)  parie' — ci',  puis  retrancher, 
ce  qui  donne 


[(ac'— ca')  (iV— c'i*)  — (a'c*— c'a*)  (ic'— ci')]i  = 
(de'— cd')  (i't''-vf'i")— (c'd*— d'e’)  (ic'— ci'); 

^ ou , effectuant  les  calculs,  réduisant  et  faisant  les  deux  mem- 
bres par  c', 

(ai'c*  — ae'b"  ca'b"  — ia'c*  -f-  ic'a*  — cb* a")  x = 

di'c"t-  dc'i*-|-  cd'i"—  id'c*-j-  bc'dr—cb'd". 


Donc  enfin , 

_di'c*  — de' b"  -h  rcTb"  — id'c*  + bed"  — ci'ri" 
^ ab'c"  — ae'b"  -1-  ça  b"  — ia'c"  -f-  bc'a"  — ci'o" 
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En  cfluctuant  des  caleols  nnalopiics,  pour  éliminer  x et 
ensuite  .V  et  on  (rouverait,  pour  J' cl 

ad'c'  — ac  d“  -i~  ca'if  — du'e’  -f-  de' a"  — ftCa" 

ab'c"  — C2cb''  + ca'b°  — 4a* t"  -j-  bru"  — cb'a'  ’ 

ab'tf  — acTb"  + da'b"  — bad’  -|-  bd' a"  — dli'a" 

ab'i“  — acb“  -X  ca'b"  — bat"  -f  bc'(i“  — cb'a"'' 

Comme  les  coinnjençans  ne  sauraient  trop  s’exercer  à abréger 
les  calculs  le  plus  possiI)!c,  nous  indiquerons  ici  un  moyen  île 
jiasser  delà  valeur  de  x aux  valeurs  de  y et  de  i,  sans  qu’nn  soit 
oblige  de  reconnnencer  tous  les  calculs  précûdcns. 

Observons  que  le  svstcnie  des  équations  (i  ) . («)  fl  (3)  , res- 
terait le  même,  si  l’on  y mettait  |X)ur  x,a,  a',  a",  les  quantités 
y , b , b'  cl  b'',  et  rveiproqurment ; donc,  si  dans  l’expression  qui 
donne  la  valeur  ile  c,  on  cliange  x cn_)’,  puis  a,  a,  a"  qui  sont 
les  coediciens  de  x,cn  b,  b',  b"  qui  sont  le»  coediciens  do^,  et 
réeiproquemcnl , on  obtiendra  un  résultat  qui  ne  sera  autre 
ebose  que  la  valeur  de  y. 

EScctuarit  cet  échange,  on  a 

I dac''  — de  a"  + c(fa’  : — ad'c'  -}-  oc*rf"  — cad  " 

^ bac"  — bc  cd  + cb'  a — ab'c"  + ac  b"  — c(^b"  ’ 

ou  , cbangeant  les  signes  du  numérateur  et  du  dénominateur,  et 
éH;rivant  dans  l’un  et  l’autre,  les  trois  derniers  termes  les  pre- 
miers , cl  les  trois  ['icmiers  termes  les  derniers,  . 

_ aiVc-  — aciV  -|-  càd!'  — ddei  -f-  de  a"  — ctïa" 

^ ab'c"  — ~adj[f^~cdli''  — ba.' c"  -f-  bc  a"  — cb'a" 

PareiUenient,  on  obtiendrait  la  valeur  de  z en  cluingeanl 
X,  « , a',  a",  «n  z,  c,c,  c",  et  rcciproquemenC. 

On  voit  asse*  la  marebe  qu'il  faudrait  suivre,  »i  Von  avait 
quatre  équations  et  quatre  inconnues  , etc. 

A.  n.  Pour  peu  <|u’on  rélléeliissc  sur  la  manière  dont  ces  for- 
mules ont  été  obtenues , rfn  sent  aisément  que  , |K>ur  un  nomlire 
quelronquc  d’équations  rcnfcrmanl^Uq  parfiil  iionil>rc  d’inoon- 
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nncs,  JC,  y,  Z...,  U ne  peut  exuler^  en  général,  (^u’iui  aeul 
!ij/itè/nc  de  valeurs  de  x,  y,  z,  . propre  et  vérifier  les  équa- 
tions. 

D'abord  la  proposition  est  évidente  pJur  une  é^nalion  à une 
seule  inconnue,  axz=b.  Il  n’y  a que  la  valeur  - qui  puisse 
y satisfaire. 

Ginsidérons  çleux  équations  à deux  inoonnucs. 

Après  qu’on  a multipljc  la  pvepiicre  équation  par  le  coetTicicnl 
dey»  dans  la  seconde,  et  réciproquement,  le  résultat  qu’on 
obtient , en  les  sou-strayant  l’une  de  l’puire , peut  être  substitué  à 
l'une  des  deux  équations  proposées.  Or,  ce  résultat  ne  ren- 
fermant qu’une  inconnue,  n’admet  pour  cette  inconnue  qu’une 
seule  valeur  qui,  reportée  daus  l’une  des  équation*  proposées, 
ne  donnera  également  t|u’unc  valeur  pour  y.  Même  raisonne- 
ment pour  trois  équations  h trois  inconnues.  ^ 

67.  L’emploi  des  acccns,dans  les  notations  dcscoefllciens,  a 
donné  lieu  à l’observation  d'une  loi  d’après  laquelle  on  {rcul 
facilement  retrouver  les  formules  précédentes,  sans  être  obligé 
d’effectuer  réliininalion. 

Considérons  d’abord  le  eps  «It'  deux  équations  à deux  incon- 
nues. On  a trouvé,  pour  Ic.s  valeurs,  , 

cb'  — bc'  ac'  — ut 

* ab'  — bd  ’ ^ ab'  — bu'  " 

» 

i".  Pour  obtenir  le  dénominateur  commun  a ces  deux  vet- 
liurs , formez  avec  les  Utiles  n et  h,  qui  désignent  les  coefp - 
citas  de  ,x  et  de 'j  dans  la  première  équation , les  deux  arran- 
gemens  ab  et  Ira,  puis  interposez  le  signe — , ce  qui  donne 
ab  — ba;  enfin,  accentuez  dans  <haqne  terme  la  dernière 
lettre  ; il  vient 

ab'  — btt  ■ 

Pour  obtenir  le  numérateur  relatif  éi  chaque  inconnue, 
remplacez,  dans  ce  drnoniitiqleur  , ta  lettre  qui  désigne  U eoef- 
ricntde  cette  inconnue , par  ta  lettre  qui  désigne  In  quantité 
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toute  connue  t en  laUsant  toutefois  les  accens  à la  même  place. 
D’après  cela  j ab'  ■ — ba’  se  change  en  cb*  — bc^ , pour  la  valeur 
de 'S.,  et  en  ac'  — ca' , pour  la  valeur  de  y.  ' 

Considérons  actuellement  le  cas  de  3 équations  à 3 inconnues , 
a,  b,  c désignant  les  coefficiens  de  ar,  a-,  et  la  quantité 
toute  connue.  t“.  Pour  avoir  le  dénominateur  commun ^ prenez 
le  dénominateur  ab — ba,  qui  convient  au  cas  de  deux  incon- 
nues ( abstraction  faite  des  accens  ) y introduisez  la  lettre  c 
dans  chacun  des  deux  termes  ab  ba  à toutes  tes  places  j 
savoir  J à droite  j au  milieu  et  à gauche  ; puis  interposez  des 
signes  alternativement  positifs  et  négatifs;  il  en  résulte.  . . . 
abc  — acb  + cab  — Iwc  -H  bca  — cba.  Mettez  ensuite  ^ dans 
chaque  terme , l’accent  ' sur  la  deuxième  lettre,  et  l’accent  " sur 
la  truisième'Uttre  ; il  vient,  pour  le  dénominateur, 

ab’c"— ac' b"  + ca'b"  — ba’c"  -f  bc'a"—  cb'a". 

2®.  Pour  former  le  numérateur  de  chaque  inconnue  , rem- 
placez dans  le  dénominateur , la  lettre  qui'désigne  le  coefficient 
de  cette  inconnue  , par  la  lettre  qui  désigne  la  quantité  toute 
connue  , en  laissant  les  accens  à la  même  place.  Ainsi  pour  x , 
changez  a c/t  d ; pour  y , b Vl , et  pour  z,  c en  d. 

• Cette  loi,  qui  peut  être  regardée  comme  un  résultat  d’obser- 
vation pour  deux  ou  trois  équations,  est  susceptible  de  s’étendre 
à un  nombre  quelconque  d’équations -, 'mais  la  démonstration  en 
est  très  compliquée,  et  sort  tout-à-fait  des  élémens.  Nous  ren- 
voyons, pour  cet  objet,  à la  seconde  partie  de  l’Algèbre  de 
Garnier , qui  en  rapporte  une  de  Laplace.  Cette  démonstra- 
tion est  extraite  des  Mémoires  de  l’Académie  des  Sciences , 1772. 

68.  Voyons  l’usage  qu’on  peut  faire  de  ,ces  formules,  dans 
les  applications  particulières. 

Soient  les  deu.x  équations  5x  — 7jz=34,  3x — i3y= — 6. 

En  les  comparant  aux  équations  générales,  ax-\-byz=c, 
a'x b'y  = c' , on  a a = 5,  b = — 7,.  c = 34,  a' =3, 
ft'  = — i3,  t'  = — 6. 
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Substituons  dans  les  formules  x = 


cb' — bc'  __  ac  — ca' 
(ib'—ba''^~ab'—ba’' 


à la  place  de  a,b  ,c  ,a'  ,b'  ,c  , ces  valeurs;  il  vient 

34X— «3  — (— 7)X — 6_— 34X13—7x6 
’ • 5x— 13— (— 7)x3  — _5xi3+7X3 

_ — 442  —42  _ -r-484 

— _ 65  + 21  44~  ’ 


5x — 6 — 34x3  — 3o — 102 — i32 

5x— 13—  (— 7)x3  —65  + 21  ~—  44 


et  je  dis  que  x—  1 1 , y =3,  sont  les  valeurs  propres  à satis- 
faire aux  deux  équations  proposées.  ^ 

Nous  pourrions  d’abord  nous  en  assurer,  en  les  substituant 
dans  ces  équations.  Mais,  afin  que  la  démonstration  soit  indé- 
pendante de  tout  exemple  particulier,  remarquons  que,  pour 
passer  des  formules  relatives  aux  équations  ax-\^by=c  et 
a'x+  6'_y=c',àccllesqui  conviennent  aux  équations  ax — by=c 
et  a'x — i>'y— — sullit  (n®  65)  de  changer  b en — b,b'  en 


L,  ' , , • 1 ' cX — é'— (— 6)X— c 

—6,  etc  en— c, ce  qui  donne  x = > 

y = — ^ et,  pour  déduire  de  ces  nouvelles 

ax-r  b'~  (»— é)  Xa  ’ ' 

formules  générales,  les  valeurs  qui  conviennent  aux  équations 
particulières,  il  faut  faire  a = 5,  6=7,  c=34,  a' = 3, 
é.'  = i3,  c'  = 6. 


Donc  enfin,  pour  obtenir  les  valeurs  relatives  aux  équations 
proposées,  il  suffit  de  faire,  dans  les  formules  générales  ob^ 
tenues  précédera  ment , a~5, 6= — 7,c=34,  a'=3 , b'= — 1 3 , 
c^=— 6,  puis  d’effectuer  les  calculs,  d’après  les  règles  établies 
pour  les  quantités  monomes. 

La  règle  consiste  en  général j à substituer  à la  place  des  cotf- 
ficitns  a,  b,  a',  b'...,  leurs  valeurs  particulières  considérées 
avec  les  signes  dont  elles  sont  affectées  dans  ^les  équations 
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particulières , et  à ejjectuer  tontes  les  opérations  inih^^ujes  , 
d’après  les  préceptes  établis. 

Ces  applications  ju«lilicnt  de  nouveau  la  nécessité  d’élemlrf 
.aux  quantités  monoiues  les  règles  des  signes  clablics  pour  les 
polynômes,  puisque  c’est  le  hiOycn  do  rendre  les  formules  géné- 
rales du  premier  degré,  applicables  à tout  exemple  particulier. 

Passons  à la  discussion  de  ces  formules. 

6»).  11  résulte  de  leur  iiis|x:ction  qué,  dans  les  applications 
particuliferes  , on  ]>eut  obtenir  quatre  espèces  de  valeurs 
pma-  réponses  à des  problèmes  du  premier  degré  , savoir  : f/r» 
7>aleitrs'‘positioes  J des  valeurs  négatives  ^ des  râleurs  de  Li 

forme  , etilin,  des  valeurs  de  Informe  -.  Ijc  problème  «les 
■*  O O , 

(xnirriers  a donné  lieu  à ces' quatre  résultats  q\ic  nous  nous 
proposons  maintenant  d’interpréter  d’une  manière  géuéralé. 

D’abord,  valeurs  positives,  sont  ordinairement  des  ré- 
ponses aux  questions , dans  le  sens  de  leur  énoncé.  Cependant 
nous  observerons  que , pour  certains  problèmes,  toutes  le» 
valeurs  positives  ne  satisfont  pas  à l’énoncé.  Si,  par  exemple, 
la  nature  du  problème  exige  que  les  nombres  cherches  soient 
entiers,  et  qu’on  U'ouve  des  nombres  fractionnaires,  le  pro- 
blème ne  peut  être  résolu.  Quelquefois  encore  la  nature  du  pro- 
blème ne  |X!nnet  jmis  que  les  nombres  inconnus  surpassent 
des  nombres  ee.imus  et  donnés  à priori^  ou  soient  au-dessous 
d’autres  nonilnes.  Si  les  valeurs  obtenues,  quoique  positives, 
ne  satisfont  pas  à cette  condition  que  comporte  l’éuoncc, 
mais  qui  ne  jiout  s’exprimer  par  une  cijuatiou,  le  jn-oblènic  ue 
peut  encore  cire  résolu.  Ainsi-,  les  jxdeurs  positives  de^  in- 
^Unîtes  sont,  à proprement  parler,  des  réponses  directes  aux 
équations^  et  elles  ne  sont  des  solutions  de  la  question,  qu'an- 
tant  que  leur  nature  se  concilie  eivec  telle  qu’exige  l’énoncé. 
l’our  concevoir  comment  un  nombre  ])eul  ^ cri  fier  une  cqua- 
lio:i,  sans  vérifier  le  problème  dont  clic  est  la  traduction  algé- 
brique , il  SullU  de  ix-in.-irqucr  qii’i/oe  même  équation  est  hi 
traduction  algébrique  d’une  infinité  de  problèmes,  dont  les 
uns  admeUeiil  tous  les  iiondncs  absolus  po.ssibles  pour  solu- 
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lion,  et  les  Snlrcs  ri’niliiielleiil  ([ue  «les  noiiibi’cs  il’une  certaine 
nature.  * 

• 

.70.  Nous  î-avons  iléjà  à quoi  nous  en  tenir  sur  les  valeuts 
nègativeSj  jiour  les  probiènïes  à une  seule  inconnue.  Afin  «le 
ne  rien  laiiser  à «liisirei-,  nous  allons  rfez/Km/rer  le  principe 
ii“  59  pour  un  prohlcme  à plusieurs  inconnues..  . 

Il  est  évident  d’abord  que,  si  l’on  obtient  des  valeurs  néga- 
tives pour  quelques-unes  des  inconnues,  les  l'qualioiis  du  pro- 
blème ne  jM-iivent  être  satisfaites  dans  le  sens  oii  ellcjs  ont  été 
établies;  car  si  un  svslèiue  de  nombres  absolus,  mis  pour 
jHJuvail  les  vérifier,  les  équations  qui  en  ont  été 
déduitiM  par  la  inéllio«le  d’élimination,  devraient  elles-mêmes 
«■xislcr  pour  ce  système.  Ainsi  l’équation  «jui  ne  rcmferiué  plus 
qu’une  des  inconnues,  pour  lesquelles  on  a obtenu  un  résultat 
négalir,  devrait  être  vérifiée  par  un  nombre  absolu , cc  qui 
serait  contre  l’iiypotbèse.*//  faut  donc  rectifier  l’ènomè  du  pro- 
bliniCj  ou  du  moinsj  les  équations  qui  en  sont  la  traduction 
algébrique. 

Actuellement,  si,  dans  les  équations,  on  change  les  signes  des 
inconnues  pour  lesquelles  on  a obtenu  des  résultats  négatifs, 
les  termes  alTectés  de  ces  mconnues  changeront  nécissoirement 
de  signe,  et  l’éiioncc  du  problème  sera  généralement  luodiné 
en  cc  «)ue  certaines  quantités  d’additives  qu'elles  étaient j 
deciendront  soustractiresj  et  réciqjroqriemcnt. 

Je  dis  enfin  que  ces  modifications  une  fois  faites,  le  nonycl 
énoncé  est  vérifié  par  les  valeurs  obtenues  d’abord  pour  les  in- 
connues ^ abstraction  faite  do  leurs  signes.  Prenons  , pOnr  hier 
les  idées,  trois  équations  à trois  inconnues, 

</  r hy-]r  f'*  tl,  a x +h'r  -h.e'z,  z=.  ef , a“x  -J-  b“y-\-c"z=d' , 

et  supposons  que  ces  équations  aient  dünnc.r=p,  >•= — <7, 
2 = — r;  cbangi‘0115  dans  ces  équations, y et  2 en — y cl  — s, 
«m  bien  en^'  et  a'  ( en  dé.signant  pOnr  le  moment , — y et  — 2 
pary’  et  a’).  Il  vient 

ux  -i-by'  -j  cz'=d,  a'x-\-b'y’\~c'z'= 


d , II* y -f- 1 '’z’ez^d”.. 
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Or,  ces  équations  ne  di  Bërant  des  précédentes , qu’en  ce  que  y et 
Z sont  remplacés  par  y et  z , donneront  nécessairement  pour 
résultats:  x=p,  y'— — q,z'=  — r;  d’ofi,  remettant — y et 
— * à la  place  dey' et  a'. , x=p, — _y  = — q,  — z= — r, 
ou  bien  eufin,  x—p,  y = g,  z-=r\  ce  qu’il  fallait  dé- 
montrer. 

Ainsi  le  principe  du  n°  5g  est  vrai  pour  les  problèmes  du 
premier  degré  à plusieurs  inconnues. 

Nous  terminerons  par  cette  observation  ^ que  quelquefois 
l’énoncé  d’un  problème  n'est,  par  sa  nature,  suseeptible d’au- 
cune modification;  dans  ce  cas,  les  valeurs  négatives  ne  sont 
que  des  solutions  des  équations  modifiées,  qui  peuvent  d’ail- 
leurs être  regardées  comme  la  traduction  algébrique  d’autres 
problèmes  susceptibles  de  modification. 

71.  Il  nous  reste  maintenant  à interpréter  les  expressions 

,,  A o 
telles  que — , 

Soit  d’abord  l’équation  è une  inconnue  ,ax=b,  d’où  x = - . 

a 

1°.  Si,  pour  une  hypothèse  particulière  faite  sur  les  données  de 
la  que.stion,  ou  a a=:o,  il  en  résulte  x= 

Or  l’équation  devient,  dans  ce  mêmecas,  oXa?  = ù,  etne 
peut  évidemment  être  satisfaitepar  aucun  nombre  déterminé. 
Remarquons  cependant  que , l’équation  pouvant  aussi  sc  mettre 

sous  la  forme  — = o , si  l’on  met  à la  place  de  x,  des  nombres 

X 

de  plus  en  plus  grands,  — différera  de  moins  en  moins  de  o , et 

l’équation  approchera  de.  plus  en  plus  d’être  exacte;  en  sorte 
qu’on  peut  prendre  pour  x une  valeur  assez  grande  pour  que 

soit  moindre  qu’aucune  quantité  assignable. 

C’est  pour  cctle  raison  que  les  Algébristes  ont  coutume  de 
dire  que  l’infini  satisfait,  dans  ce  cas,  à l’équation  ; et  il  y a des 
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questions  pour  lesquelles  ces  sortes  de  résultats  forment  une  vé- 
riUble  solution;  mais  du  moins,  il  est  certain  que  l’équation  ne 
peut  admettre  de  solution  en  nombre  fini^  et  c’est  tout  ce  qu’on 
▼eut  prouver. 

a".  Si  l’on  a en  même  temps,  a = o , A = o,  la  valeur  de  x 
prend  la  forme x = 

O 

Or,  r^uation  devient,  dans  ce  cas,  o X x=o,  et  tout  nombre 
Jinij  positif  ou  négatif,  peut  satisfaire  à cette  équation. 

Ainsi  féquation  {ou  U problème  dont  elle  est  la  traduction 
olgébrique)  est  indéterminée. 

7a.  Cestici  le  lieu  défaire  une  remarque  importante  sur  l’ex- 

pression  -,  qui  n annonce  pas  toujours  une  indétermination ^ mais 

bien  Vexisience  d'un  facteur  commun  aux  deux  termes  de  la 
fraction  . lequel  facteur  desient  nul,  par  l’eOet  d’une  bypolbèse 
particulière. 

Supposons,  par  exemple,  qu’on  ait  trouvé  pour  le  résultat  de 

3 JL3 

la  solution  d’un  problème,, . . . x — ^ _ 

a*  — b* 

Si  l’on  fait  dans  cette  formule,  a=  è,  il  en  ré8ullex= 

O 

Mais  remarquons  que  peut  (n"  3i ) se  mettre  sous 

la  forme  {a  — b)  (a’ + ai  + è‘) , et  que  a*  — A*  est  égal  à 
(a  A)  (a  -f.  b)  ; ainsi , la  valeur  de  x revient  à 

{a  — b)  + 

(a  — A)  (a  4-  A) 

Or,  SI , avant  de  faire  l’iiypotbèse  a = A , on  commence  par 
supprimer  le  facteur  commun  a — A,  la  valeur  de  x devient 
O*  + aA  4-  A* 

â'-4-  b — ’ qui  «î  réduit  à x = — ou 

' an 

3a 

^ ^ » dans  l’hypotbèse  de  n = A. 

Soit,  pour  sccoud  exemple,  l’expressiou  . 


8 
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a*  — b*  (a  + b)  (a  — b) 

{a  — by~(,a—  b)  {a—~S)‘ 


En  faisant  a —b,  on  trouve  pour  la  valeur  de  x,  x = -,à  cause 

de  l’existence  du  facteur  commun  a — b-,  mais  si  l’on  supprime 

a b , , 

d’abord  ce  facteur,  il  vient  xï=  ^ expression  qui  se  réduit  à 
X = ^ , lorsque  l’on  fait  a = b. 

Concluons  de  là  que  U symhoU  ^ est  qiulquefbU  en  Algèbre 

V indice  de  V existence  d’un  Jacteur  commun  entre  les  deux 
termes  de  la  fraction  qui  se  réduit  à cette  forme.  Ainsi,  avant  de 
rien  prononcer  sur  la  vraie  valeur  de  la  fraction , il  faut  s’as- 
surer si  ses  deux  termes  ne  renferment  pas  un  facteur  commun. 
Dèsqu’il  n’en  existe  pas,  on  conclut  que  l’équation  est  réellement 
indéterminée.  S’il  en  existe  un,  on  le  supprime,  puis  on  fait  de 
nouveau  l’Iijpothcse  particulière,  ce  qui  donne  la  vraie  valeur 
de  la  fraction , qui  peut  encore  se  présenter  sous  trois  formes, 
A A o 

g,  —,  auquel  cas,  l'équation  est  dé  terminée  j impossible  en 
nombre  fini,  ou  indéterminée. 

Cette  observation  est  très  utile  dans  la  discussion  des  pro- 
blèmes. 

^3.  Revenons  à notre  objet,  et  considérons  maintenant  1^ 

deux  équations  à deux  inconnues, 

On  a trouvé  (n®  66)  pour  les  valeurs  de  X et  dej', 
ci'  — bc' 


'ab'—bd’  y- 


ac  — ca 


ab' 


■ba'' 


Supposons  que  l’on  ait  ai' — ia'=o,  les  numérateurs  cb'—bc\ 
ac — ca',  étant  d’ailleurs  différens  deo;  les  valeurs  se  réduisent  à 
A B 


•>~ô' 
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Pour  interpréter  ces  résultats,  remarquons  que , de  l’équation 

ab' — ba'  = 0, on  tire  o'=^,  d’où,  substituant  cette  valeur  dans 

l’équation  a'x  -f-  b'y=c,  x -j- b'  = c' -, 

ou,  chassant  le  dénominateur  et  divisant  par  b', 

. ax-r  by= 


équation  dont  le  premier  membre  est  identique  avec  celui  de  la 
première 

ax  + ly  = c. 


tandis  que  le  second  membre  est  essentiellement  difEiérent;  car 
de  l’inégalité  ci'  ^bc  , on  déduit  c ^ -p-. 

On  voit  donc  que  les  deux  équatione  proposées  ne  peuvent  être 
satisfaites  simultanément  par  aucun  système  de  valeurs finies  de 
X et  de  y. 

Si  l’on  a en  même  temps,  ab' — io'=o,  ci'— ic'=o,  la  valeur 
de  X se  réduit  à x valeur  qu’il  faut  interpréter. 


Les  deux  équations  proposées  peuvent , en  vertu  de  la  relation 

fnx  + ijr=c,^ 

ai'— ia'=  O,  se  mettre  sous  la  forme  ^ , > bc 

\axJrby  = -fT, 


équations  qui  rentrent  nécessairement  l’une  dans  l’autre;  car  de 

bc' 

la  relation  ci'  — ic'  = o , on  déduit  c = -rr  • 

O 

Ainsi,  pour  résoudre  le  problème,  on  n’a  réellement  qu’une 
seule  équation  entre  deux  inconnues.  Donc,  la  question  est  in- 
déterminée. 

Comme  la  relation , ai'  — bd  s=o,  donne  y = — , d’où,  sube* 

cho* 

tituant  dans  la  relation  ic'—  bd  x=o. — ic'  = o,  ourédui' 

a 

8.. 
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sant,  ca'  — ac"  = o , on  peut  conclure  que , si  Iti  valeur  de  \ est 
de  la  forme  la  valeur  Je  y est  g£néralembnt  de  mènu:  forme, 

et  riciproquement. 

Je àts généralement, c&v , si  l’on  avait  en  môme''tenips  b—o, 
t'  = O,  les  deux  expressions, ai’  — ba’ , cb'  — bc' , seraicnl  né- 
cessairement nulles,  sans  qu’il  en  résultât  aucune  valeur  déter- 
minée pour  ar  — ca.  • " • 

Dans  ce  cas  particulier,  les  deux  valeurs  de  x et  de  y se  ré- 
daisent  à 


ar  — ca  A 

— ou  — 

O O 


Réciproquement,  si  l’on  avait  à la  fois  a = o,  n'  — o,  Il  en 
résulterait 

cb'  — bc  K O 

x = ou  —,  et  y = 

o o O 


Mais  ce  cas  particulier  n’est  guère  admissible,  puisqu’alor», 
les  équations  pro^iosees  sc  réduiraient  à deux  équations  à nne 
seule  inconnue. 


. ax  = c ) 

savoir,  I en  snpfjxaanl 

et  ~ I snpitosartt 


i ■=:  o , i'  =.  o , ■' 

a = o,  a'  — O; 


tandis  que  nous  traitons  ici  le  cas  de  deux  équations  à deux  in- 
connues. ' 

<j4>  La  marche  précédente  serait  diflieilement  applicable  nu 
cas  oii  l’on  aurait  plus  de  deux  équations;  mais  on  peut  y sup- 
pléer par  les  raisonnemens  Suivait». 

Pour  fixer  le»  idées,  considérons  quatre  équations  (i),  (ï) , * 
(3),  (4),  renfermant  les  quatre  inconnues  x,y,7,,u. 

A 

Désignons  par  — , la  valeur  de  x à laquelle  on  est  parvenu  p.-u- 
le  secours  de  l’élimination , et  supposons  que,  )>our  une  certaine 
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liy)H)tlièsc  faite  sur  les  domiécs , on  ait  D = o,  A étant  quel- 
conque ou  c^al  a o;  je  dis  que,  dans  le  premier  cas,  les  lut- 
tions proposées  ne  peuvent  être  satisfaites  par  des  valeurs  finies; 
et  que,  dans  le  second,  elles  sont  indéterminées ^ ou  suscepti- 
bles d’étre  vérifiées  par  une  infiiiilé  de  systèmes  de  valeurs  de  a.*, 
y,  *,  U. 

En  eilet,  il  résulte  de  la  raétbode  d’élimination,  que  le  sys- 
tème des  équations  (i),  (?.),  (3)  et  (4)  peut  être  remplacé  par 
quatre  autres  équations,  dont  l’une  est  Dx=A;  la  seconde  est 
une  équation  en  * et  la  troisième,  une  équation  en  x,j'iS,  et 
la  quatrième,  l’une  des  équations  proposées,  l’équation  (;),  par 
exemple. 


'h--  ,.4 


• •V 

w f 


K'  • 


J ^ * 

P' 


■ 


Cela  posé,  i®.  si  la  valeur  de  x se  ré-duit  à la  forme  — , comme 

n ' 


l’équation  en  x devient  alors. . . .oXx  = A,et  qu’elle  est  d’ail- 
leurs une  eonséquencc  de  l’existence  simultanée  des  équations  _ 
propos(.es,  il  faut  que  ces  équations  soient  impossibles  en  nom- 
bres finis,  puisque  l’équation  oX*  = A ne  peut  être  satisfaite 
par  aucun  nombre  fini. 


2°.  Si  la  valeur  de  s;  se  réduit  à la  forme  — (sans qu’il  existe 


aucun  facteur  commun  entre  les  deux  termes  de  son  expression), 
l’équation  D.ts  A devient  oXJr=o,et  peut  être  satisfaite  par 
une  infinité  de  valeurs  de  x.  En  substituant  chacune  de  ces  va- 
leurs dans  l’équation  en  x et  y,  dont  nous  avons  parlé  plus  haut , 
on  obtiendra  une  infinité  de  valeurs  correspondantes  pour  y ; 
sulistituant  tous  ces  systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y,  dans  l’é- 
quation en  *,  y»,  s,  on  trouvera  une  infinité  de  valeurs  pour  z ; 
enfin , sulistituons  tous  ces  systèmes  de  valeurs  de  * , y'  et  s,  dans 
l’équation  (i)>  '1  en  résultera  une  infinité  de  valeurs  pour  m;  et 
tous  ces  systèmes,  ainsi  obtenus,  satisferont  nécessairement  aux 
quatre  équations  proposées. 

75.  1.3  première  partie  de  cette  proposition  n’est  sujette  à au- 
cunc  restriction;  toutes  les  fois  qu’on  trouve  pour  la  valeur  de 

l’une  des  inconnues,  un  résultat  de  la  forme  —,  c’est  un  signcccr- 


'•  ‘1 


■ « 

> . 


• Jt 
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taÎD  que  les  équations  sont  impossibles  en  nombres  finis ^ du 
moins  pour  cette  Inconnue. 

Quant  à la  seconde  partie,  elle  souffre  de  nombreuses  modifica- 
tions; c’est 'à-dire  qu’on  peut  obtenir  pour  une  ou  plusieurs  des 

inconnues,  des  résultats  de  la  forme  sans,  pour  cela,  qu’on 

puisse  eu  conclure  que  les  équations  sont  indéterminées.  Quel- 
quefois même,  l’une  des  inconnues  ayant  une  valeur  de  la  forme 

- , on  obtient  les  autres  sous  la  forme  — . 

O O 

Les  systèmes  snivans  en  fouraissent  la  preuve  : 

C ax  + by  + cz  = dj 
i*' système  d’équations.  ax  + éj'  + cz  = d. 


, l ojr  -f.  éy  c*  = d", 

+ hy  cz  d, 

dx  hy  cz  •=■  à! , 

dx  by  -t-  cz  = d", 

ix  + y +mz=.  p, 

X + y ~h  "**  = 7 » 

*^4-  y + nz=x  r. 


Si  l’on  applique  les  formules  générales  du  n°  6S  au  premict- 
systèmo , ou  trouve 


Z 


et  cependant,  en  considérant  ce  système,  on  reconnaît  facile- 
ment qu’il  ne  peut  exister  en  nombres  finis  ( les  premiers 
membres  restant  les  mêmes),  à moins  que  l’on  n’ait  d=df=d' . 
Il  est  vrai  que , du  moment  où  celte  relation  existe , le  sys- 
tème devient  indéterminé ^ puisqu’il  se  réduit  alors  à une 
seule  équation  à trois  inconnues;  mais  il  n’en  est  pas  moins 
certain  que,  dans  son  état  actuel , il  y a incompatibilité  entre 
les  équations. 

La  première  des  formules  du  n°  66,  appliquée  au  second 
système , donne  x = ^ , résultat  qu’il  faut  inlerprclcr. 
Pour  que  cc  deuxième  système  puisse  exister  (les  premiers 
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membres  restant  les  mêmes  ) , il  faut  nécessairement  que  l’on  ait 

d — ax  = J — a'x, 
d —>■  ax  d'  — a'x. 

Or , la  première  de  ces  denx  relations  donne 


et 


<f  — d 


; et  la  seconde , x i 


æ — d 

I ^ •■■■  ■ '• 

a — a 


Coibme  ces  deux  valeurs  de  x doivent  s’accorder  entre  elles, 

il  en  résulte  l’œalité  de  condition ^ = ^ -, 

Tant  que  cette  relation  entre  les  quantités  a,  d , <s',  <f,  a",  d*, 
ne  sera  pas  satisfaite,  le  second  système  sera  impossible, 

quoiqu’on  ait  obtenu  des  valeurs  de  la  forme  poiv  chacune 

des  inconnues. 

Si  cette  relation  est  satisfaite,  la  valeur  de  x deviendra  d#* 

. , ^ . a—d  d*  — d . , , 

terminée,  et  sera  égale  a ou  ; mais  les  valeurs 

^ a — a a — a ’ 

de  yr  et  de  X seront  indéterminées,  puisqu’on  n’aura  plus  qu’une 
seule  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

Appliquons  les  formules  du  n”  66  au  troisième  système; .... 

on  trouve  x := 

y = (u  — m)  jp  — q) 


dest-à-dire  que  deux  valeurs  sont  de  la  forme  — , et  l’autre  de 
là  forme 

O 

Dans  cet  exemple,  pour  que  les  denx  premières  équations 
soient  possibles  simultanément  (les  premiers  membres  restant 
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. les  mêmes  ) , il  faut  qu’on  ait  p—q  : auquel  cas , les  deux  valeurs 

de  X et  de  y se  réduisent  aussi  à la  fcnme 

O 

Cette  condition  admise,  je  dis  que  la  valeur  de  s,  pour  la- 
quelle on  a trouvé  -,  devient  tUtxrminit  j et  que  les  deux  au- 
tres sont  indéterminées. 

En  effet,  le  système  se  réduit  alors  aux  deux  équations 


x-iry  + ms=p, 
* + _y+ns  =r, 


qui,  retranchées  l’une  de  l’autre,  donnent 

(m — n)z=p  — r-y  d’oè  . 


m- 


Reportant  cette  valeur  dans  les  deux  équations,  il  en  résulte 
l’équation  unique 

, mir  — pn 

x + y = 

m — n 


Les  cas  quenous  venonsd’examiner  suffisent  pour  convaincre, 
s”,  que,  dans  les  applications  des  formules  générales  à des  sys- 
tèmes particuliers,  les  valeurs  des  inconnues  peuvent  se  préseo- 

A o 

ter , les  unes  sous  la  forme  — , les  autres  sous  la  forme  - ; 3°.  que  * 

O O 

le  symbole  ^ , obtenu  pour  chacune  d’elles,  ne  caractérise  pas 

nécessairement  V indétermination  des  équations. 

A . 

Le  symbole  — est  toujours  un  caractère  d’impossibilité  ; 

mais  le  symbole  ^ est  tantôt  un  caractère  d’indétermination  , 

tantôt  un  caractère  d'impossibilité;  il  annonce  quelquefois  ’’ 
aussi  (n°  72)  la  présence  d’un  facteur  commun. 

Pour  savoir  à quoi  s’en  tenir  sur  sa  vraie  signification,  on 
n’a  rien  de  mieux  à faire  qu’à  remonter,  pour  diaque  système 
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particulier,  aux  équations  de  ce  système,  et  à rechercher  direc- 
tement les  valeurs  des  inconnues,  à l’aide  de  ces  équations. 

76.  Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  des  équations 

* + 9y  + 6s  = 16, 

2Jt  + + as  = 7,  ■ 

3x  -f-  6y  -t*  4*  = *3. 

£n  appliquant  les  formules  générales,  on  trouve  pour  les  trois 
inconnues 


o O O 


mais  si  l’on  opère  directement  sur  les  équations , on  trouve , eu 
multipliant  la  seconde  par  3, et  retranchant  la  première  de  la 
seconde, 

5x  = a;  — 16  = 5 ; 

d’où  X = 1. 

Sul>stituant  cette  valeur  dans  les  trois  équations,  on  obtient 

pour  la  1",  ax  + 6s  = i5,  ou  3j'  + as  = 5; 

pour  la  a*, ' 3y  + ^ = 6» 

et  pour  la  3*,  4-  4*  = 10,  ou  3y  + as  = 5. 

La  valeur  de  x est  donc  déterminé*  et  égale  à i ; quant  aux 
valeurs  de  y et  de  s,  elles  sont  indé terminé** j puisqu’on  n’a 
iju’unc  seule  équation  entre  ces  deux  inconnues. 

Le  système  proposé  renbe  dans  le  second  du  n°  précédent, 
puisque,  si  l’on  divise  la  première  équation  par  3 et  la  troisième 
|>ar  a,  les  coelhciens  de  y et  de  s deviennent  les  mêmes. 

Voici  d’ailleurs  comment  on  l’a  formé  : 'Après  avoir  posé 
arbitrairement  les  premiers  membres  de  ces  trois  é^quatlons,  de 
manière  toutefois  que  les  coelllclens  dej"  et  de  s,  multipliés  en 
croix,  dans  les  équations  considérées  deux  à deux,  forment  des 
produits  égaux , on  a pris  aussi  arbitrairement  les  seconds 
membres  de  la  première  et  de  la  seconde  équation , ce  qui  a 
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* + 9T  4-  6*  = 
ajf  4-  3jr  4-  2*  = 7 
3j  4-  Gj'  4-  4*  = h 


» , , i i6 

3X  4-  3v  4-  2*  = y, 

tl’où  ^ 2'x  4.  3j^  4-  as  = 7 , 

-X  4*  3j  4-  2=  = -• 


Puis,  on  a déterminé  - ou  <2*,  d’après  la  relation. 


d’—d  g—d 


■ a 


du  n*  75,  en  posant 


1 J 16  -,  J,  , 3 • 

<2  — 2 ^ a — -^5  a ^—2)  n — ^ , a. 

i3  ^ ‘ 

ce  qui  a donné  rf*=  — ; d’où  arf*  ou  it=i3.  ■ ' 

2 

Soit  le  nouveau  système 

jix  — 4-  6s  = 4g7  , , 

* 5x  — laj'  4-  9s  = 16, 

^ — 2o_y  4"  >5s  = i5  , ^ 

qui  rentre  ei^re  dans  le  second  du  n°  75,“  mais  ne  salisfuil  pas 

dr—d  a—d 

a- 


à la  relation 


a — a a — a 

En  appliquant  les  formules,  on  trouverait 


o o 


B 

o* 


Mais  opérons  directement  sur  les  équations. 

Multipliant  la  première  par  3 et  la  seconde  par'a , puis  sous- 
trayant, on  obtient  23x  = ii5;  d’où  x=5.  Substituant  cctie 
valeur  dans  les  trois  équations,  on  trouve 

8j^  — 6s  = 6 ) ( 4j  — 3s  = 3, 

127  — gs  ==  f)  > OU  bien  ^ 4j,  — 3s  = 3, 

20J'  — i5s  = 5 J I 4j^  — 3s  = I* 
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Le»  (leux  dernières  équations  sont  cridemment  impossibles 

simultanément  j et,  si  on  leur  appliquait  les  formules  relatives 

, . , . , • A B 

à deux  inconnues , on  obtiendrait  y = — , » = — . 

' O O 


Ainsi,  des  trois  valeurs  - , obtenues  ci-dessus , pour  x,  z, 
o 

la  première  a une  signification  déterminée,  x=5,  et  les  deux 
autres  sont  infinies. 

Au  reste,  toutes  les  fois  qu’on  agit  directement  sur  des 
exemples  particuliers,  ou  a d'autres  caractères  d'impossibilUc 
ou  d’indétermination. 

Dans  le  premier  système , traité  n®  >56 , si  l’on  considère  les 
2Z  =z  5, 

2Z  = 5, 

auxquelles  on  est  parvenu  par  l’élimination  de  x,  et  que,  pour 
obtenir  y/  ou  z ,on  retranche  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre, 
il  vient  0 = 0.  ^ 

De  même,  dans  le  second  système,  sf  l’on  retranche  l’une 

de  l’autre  les  deux  équations  | 3^  1’ 

il  vient  0 = 2,  égalité  absurde. 

Les  résultats  0 = 0 et  0 = A,  sont  les  véritables  caractères 
de  l'indétermination,  ou  de  V impossibilité  simultanée  des 
équations. 

■j8.  Nous  terminerons  la  discussion  des  équations  du  premier 
degré  par  l’examen  d’un  cas  particulier.  C’est  celui  où,  dans 
les  équations  générales,  on  suppose  nulles  à la  fois  toutes  les 
quantités  connues  qui  sont  dans  le  second  membre.  Dans  ce 
cas,  il  suit  évidemment  de  la  loi  de  formation  des  numéra- 
teurs , pour  les  valeurs  générales  des  inconnues  (n®  67) , que 
ces  numérateurs  s’anéantissent  tous  en  même  temps,  c’est-à- 
dire  que  l’on  a A = o,  B=  o. . . . Comme  d’ailleurs  il  n’existe 
aucune  relation  particulièi’e  entre  les  coefliciensa,  b,c,a',  V ,c\.. 
des  inconnues , D,  qui  résulte  d’une  certaine  combinaison  de 


deux  équations  | 


iy  -f- 
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ces  cocIHciens,  est  généralement  iVifliérent  ilc  o.  Ainsi  l’on  a, 
pour  t/aUura  inconnues^  jr=o,  ^>~o,  £=o...  Ces  va- 
Icdrs  véfilienl  évidemment  les  équallons  proposées. 

Si  cependant,  outre  l’liypothl«cquc  les  quantités  connues  du 
second  inemlire  soient  nulles  à la  fois,  on  a encore. entre  les 
coelKcicns  des  Inconnues,  la  relation  D = o,  les  valeurs  géne- 

rale.s  sc  réduisent  à la  forme  a‘  = -,  y=  - , etc.. . . 

o O 

Or  je  disque,  dans  ce  cas,  les  équations  sont  indéterminées, 
niais  que  les  rapports  des  inconnues  sont  des  nuiulircs  constans^ 
<|u’on  peut  obtenir  à l’aide  des  équations  proposées. 

Soient  en  efiTet  les  trois  équations 

<1  c-t-^  + c=  = o»  a'j  + 6V+‘-'"*  = o>  + 

dans  lesquelles  on  suppose  (n"  67)  que  l’on  ait  O ou 

ab'c“—  ac'  b’  -f-  ca'b'  — ba'c"  4-  bc'a'—  cb'a"  = o. 

Elles  peuvent  être  mises  sous  la  forme  ^ 

> t 

U - -f-  i — c = o J — -f-  b'^  -f-c  =o , a" 

£ 2 22  2 2* 


Or,  on  tire  des  (leux  premitTC8,ei>  traitant  - et - connue  deux  ii|' 

2 2 


connues,. 


X bc — cb"  y cd  — ac 

t,  ab' — bd  ’ Z ab'  — bd  ' 


D’où  l’on  voit  qu’«n  dontutnl  à z des  valeurs  entièrement  arbi- 
traires, les  valeurs  de  x et  de  y s’obtiendront  à l'aide  de  ces  deux 
proportions,  dont  les  seconds  rapports  sont  constans  et  égaux  à 
des  quantités  connues. 

Mais  il  reste  à savoir  si  ces  valeurs  satisfont  à la  troisicnie 
équation.  On  trouve,  en  les  substituant  dans  cette  équation. 


«’X 


bc  — cb'  , , cd  — ne  , 

‘ ^ ..(.'--rhl’  + ‘ 


O, 


OU,  réduisant  et  ccrivaiil  les  tcrme.s  dans  un  ordre  convenable. 
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romlition  qui , par  hypothèse , est  satisfaite.  y 

79.  Ceci  nous  conduit  naturellement  à l'examen  d’une  cii- 
constance  dont  le  second  problème  du  testament,  résolu  (n®49), 
nous  a oEFert  un  exemple,  c’est  celle  où  l’énonce  de  la  question 
conduit  à un  nombre  d’é<]uati(ms  réellement  dilTércules,  plus 
grand  que  celui  des  inconnues  à déterminer. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  la  question  ren- 
ferme n inconnues,  et  donne  lieu  à m équations  dilVérente.s , 
m étant  ^ n.  Il  faut  d"abord  combiner  entre  elles  un  nombre  n 
des  équations  proposées j pour  en  tirer  les  valeurs  des  n iiicon- 
nuee  ; substituer  ensuite  ces  valeurs  dans  les  m — n équations 
restanùsj  ce  qui  donne  lieu  à autant  de  relations  entre  les  don- 
nées; et  ces  dernières  relations  doivent  être  vérifiées,  pour  que 
le  problème  soit  possible,  tel  qidil  n été  énoncé.  Les  m — n 
relations  tiinsi  obtenues,  se  nomment  équations  de  condition. 

80.  Récapitulation  de  la  discussion  précédente.  11  résulte  de 
celte  discussion,  i“.  qu’un  système  d’équations  du  premier  de- 
gré à pareil  nombre  d’inconnues,  ne  peut  être  en  général  Satis- 
fait que  d’une  seule  manière  (n®  66)  ; 

2*.  Que  tonte  valeur  positive,  trouvée  pour  une  inconnue, 
réjiond  directement  aux  équations  du  problème,  sans  répondre 
toujom-s  à ^’énoncé  (n"  69)  ; 

3”.  Que  toiftc  valeur  négative  ne  répond  qu’indirect cment 
à l’énoncé  ou  aux  équations  qui  en  sont  la  traduction  algé- 
brique, mais  répond  tou|ours  aux  équations  considérées  dans 
un  sens  purement  algébrique  (n®*  69  et  70); 

4®.  Que  toute  expression  de  la  forme  — , trouvée  pour  «ne  ou 

plusieurs  des  inconnues,  indique  une  incompatibilité  dans  ic 
système  d’équations  proposé,  du  moins,  en  tiombres^nû,  pour 
toutes  les  inconnues  (n®*  71 , 78  et  74); 

5®.  Que  toute  expression  de  la  forme  - indi<nie,  soit  une  iii- 
détorraination  , soit  une  incompatibilité  (u"*  71,  73,  74cl  'fi)  , 
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mais  que  la  valeur  d’une  inconnue  peut  se  réduire  3 -,  par 

l’efiet  de  la  présence  d’un  facteur  commun  dans  les  deux  termes 
de  la  fraction;  ce  qu’il  faut  examiner  attentivement  (n°  72); 

6°.  Que  si  tous  les  seconds  membres  du  système  d’équations 
proposé  sont  nuis , les  valeurs  deviennent  aussi  o ; que  si , à 
cette  hypothèse,  on  ajoute  celle  que  le  dénominateur  commun 
des  valeurs  des  inconnues  soit  o , le  nombre  des  systèmes  de  va- 
leurs est  infini  ; mais  qtic  ces  valeurs  sont  assujetties  à avoir  entre 
elles  un  rapport  constant  (n°  ^8)  ; 

7”.  Que,  lorsque  le  nombre  des  équations  est  plus  grand  que 
celui  des  inconnues , le  problème  n’est  possible  qu’autant 
que  les  valeurs  des  inconnnes  déterminées  par  un  nombre 
d’équations  égal  à celui  des  inconnues , satisfait  aux  autres 
équations  (n“  79). 

81.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux  problèmes  susceptible 
de  discussion,  ou  dont  la  résolution  présente  quelque  intérêt. 

Quinzième  problème.  Un  banquier  a deux  espèces  de  mon- 
naie ; il  faut  a pièces  de  la  première  pour  faire  un  écu;  il 
faut  b pièces  de  la  seconde  pour  faire  la  meme  somme.  Quel- 
qu'un vient  et  demande  c pièces  pour  un  icu.  Combien  le 
banquier  lui  donnera-t-il  de  pièces  de  chaque  espèce j pour  le 
satisfaire  ? 

, , a (c  — b)  . b (a  — c)  \ • 

Rir !'•  espèce,  ^ ^ ; 2*=  espèce , ) 

Seizième  problème.  Trouver  les  deux  côtés  contigus  d'un 
rectanglsj  en  supposant,  l°.  que  ces  deux  côtés  soient  entre 
eux  dans  un  rapport  donné  m t n ; 2°.  qtse,  si  l'on  altère  les 
côtés  de  ce  rectangle  (par  addition  ou  par  soustraction)  des 
qiiantiiés  données  a et  h,  la  surface  soit  altérée  de  la  quanr- 
tité  p. 

- /En  supposant  les  côtés  altérés  par  addition,  on  trouve 

I m{p  — Ob')  n{p  — ab") 

Y * fin  + ^ n®  -1-  mh 


) 
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Dix-septième  problème.  On  demanda  les  biens  de  trois  per- 
sonnes A , B,  C , eachantj  1**.  que  la  somme  du  bien  de  A et  de 
1 fois  les  biens  de  ïl  et  C est  égale  <1  p ; a”,  que  la  somme  du 
bien  de  B et  de  m fois  les  biens  de  A et  C est  égale  à q ; 3°.  que 
la  somme  du  bien  de  Q et  de  n fois  les  biens  de  A «(  B est 
égale  à r. 

(Cette  question  est  susceptible  d’être  résolue  assez  simple- 
ment, en  introduisant  une  inconnue  auxiliaire  dans  le  cours 
du  calcul;  cette  inconnue  est  la  somme  des  trois  biens.) 

Dix- huitième  problème.  Trouver  les  biens  de  6 personnes 
A,  B,  C,  D,  E,  F,  d'après  les  conditions  suivantes  : 1°.  la 
somme  des  biens  de  A et  de  B est  a;  celle  des  biens  de  C et 
D est  b,  la  somme  des  biens  de  Yà  et  Y est  c;  a°.  le  bien  de  A 
vaut  m fois  le  bien  de  C\  le  bien  de  D vaut  n fois  le  bien  de 
£ ; le  bien  de  F vaut  p fois  le  fpen  de  B1 

(Ce  problème  peut  être  résolu  par  le  moyen  d’une  seule 
équation  à une  seule  inconnue.  ) 

Ces  difiérens  énoncés  sont  extraits  de  Y Algèbre  de  M.  Lhuil- 
lier  de  Généré,  ouvrage  recommandable  par  le  choix  des  ques- 
tions qu’il  propose  pour  exercices. 


CHAPITRE  HL 

Résolution  des  Problèmes  et  Équations  du  second 
. degré. 

82.  Introduction.  Lorsque  l’énoncé  d’un  problème  conduit 
à une  équation  de  la  forme  or*  ~ b , dans  laquelle  l’incon- 
nue est  multipliée  par  elle -même,  l’équation  est  dite  du 
second  degrés  et  les  principes  établis  dans  les  deux  chapitres 
précédens  sont  insuQlsans  pour  sa  résolution;  mais  comme,  par 


laB  EXTRACTIOK  ne  I.A  RACINE  CABoix 

la  division  de  ses  deux  membres  par  a,  elle  devient  af*  = - , on 

a 

voit  que  la  question  se  réduit  à trouver  un  nombre  qui,  multi- 
plié par  lui-mérne,  peut  produire  le  nombre  exprimé  par^-,  c’est 

l’objet  de  l'extraction  de  ta  racine  carrée. 

Nous  avons  exposé,  dans  notre  Arithmétiqie , avec  tons  les 
détails  convenables,  les  divers  procédés  de  l’extraction  de  la 
racine  carrée  des  nombres  particuliers,  soit  entiers,  soit  frac- 
tionnaires; nous  n’avons  donc  h développer  ici  que  les  règles 
relatives  à l’extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres  expii- 
lués  algébriquement. 

§ 1.  Formation  du  carré  extraction  de  la  racine 
carrée  des  quantités  algébriques. 

83.  Con.sidérons  d’abord  le  cas  d’une  quantité  monomc;  et 
pour  découvrir  le  procédé,  voyons  comment  on  forme  le  carré 
d’un  monome. 

On  a,  d’après  les  règles  de  la  multiplication  des  monomes, 

(n°  i6),  (5a’A*c)’  = 5a’6’c  X Sa'b^c  = 25a*6®c*  ; 

c’est-à-dire  que,  pour  élever  un  monome  au  carré,  il  faut  éle- 
ver son  coefficient  au  oarri,  et  dottbler  chacun  de»  exposant  des 
différentes  lettres.  Donc,  pour  revenir  d’un  monome  carré  à sa 
racine , il  faut  i °.  extraire  la  racine  carrée  du  coefficient,  d’a- 
près les  règles  exposées  en  Arithmétique;  2®.  preruire  la  moitié 
de  chacun  des  exposant. 

Ainsi  l’on  a l/64a®é^  = 8o^é* ; et  en  effet, 

(8a^é‘)*=8a^6*X8a’6*=64n®i‘.Demême  625a“i*c®=25aé  'c’, 

car  {zSab^é^y  = 625a*é*c®. 

11  résulte  de  la  règle  précédente,  que  pour  qu’un  monome 


Digitized  by  Google 


DES  QUANTITÉS  ALGÉBRIQUES.  , 

soit  le  carré  d’un  autre  monome  , il  faut  que  tàn  coefficient 
soit  un  carré  parfait  ^ et  que  tous  ses  eiposana  soient  pairs. 
Ainsi  gSuÂf  n’est  pas  un  carré  parfait,  parce  que  98  n’est  p^s 
un  nonibic  carré  parfait , et  que  a est  affecté  d’un  exposant 
impair.  ^ 

Dans  ce  cas, on  f^  entrer  fa  quantité  dans  les  calculs,  en  l’af- 
fectant du  signe  l/  ,et  onl’éeritainsi:  Oo.  appelle 

ces  sortes  d’expressions,  des  motiomes  irrationnels j ou  siniplc- 
nient , des  radicaux  du  second  degré. 

84.  On  peut,  toutefois,  faire  subir  à ces  expressions  quelques 
simplifications  fondées  sur  le  principe  suirant  ; La  racine  carrée 
du  produit  de  deux  ou  plusieurs  facteurs  est  égale  au  produit 
des  racines  carrées  de  ces  facteurs,  ou  en  langage  algébrique, 
V \/a.^b.^c.\/d ’ 

Pour  démontrer  ce  prindipe,  observons  que,  d’après  la  défini- 
tion de  la  racine  carrée  d’un  nombre,  on  a 

, ( \/ abcd . , . .Y  zx  abcd 

D’un  autre  côté , 

(»/«  X V/AX  l/c. . .)‘  = (»/û)’.(k  A)’.(v/e)*. . . = abcd. 

Donc,  puisque  les  carrés  de  V/ifc^...etdel/a.  i/A.  ^/c.  •/(/,., 
sont  égaux,  ces  quantités  sont  elles-mêmes  égales. 

Cera  posé,  l’expression  cl-des^us,  l/g^^Speutse  mettre  sous 
la  forme  1/496*  X 20=  1/496*  X 1/m. 

. Qr,  se  réduit  (n»  83),  à 76*}  donc, 

^ 9^A*  = 7^*- 1/ 2a. 

On  a de  même,  • 

V ff>a'b\^d  = 1/  9o‘6V  X 56'5=  3a6c.  1/565, 
l/8b4a’‘65c“=  1/  i44a"6'c'“x66c=  laoô’c®.  1/66?. 

En  général,  pour  simplifier  un  monome  irrationnel,  mettes 
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en  évidence  tvus  1rs  facteurs  carrés  parfaits  j et  extrayez-en  /•* 
racine  (n°  83);  puis  , placez  le  proiiuitde  toutes  ces  racines  en 
avant  du  signe  radical  j sous  leijuel  vous  laissez  d’ailleurs  les 
facteurs  non  carrés  parfaits. 

Dans  les  expressions  3flir|/ 5bd,  iiab'c^\/ &bc  , 

les  quantités  76^,  3aèc,  tiab'c'^,  s’ap|M:llcul  les  coe^'cj'-;!»  du  ra- 
dical. 

85.  Jusqu’à  présent,  nous  n’avons  pas  eu  égard  au  , signe 
dont  le  nionomc  peut  être  aOeclé.  Cependant,  puisque,  dans  la 
rêsulution  des  questions,  on  est  conduit  à considérer  desipian- 
lités  monomes  précédées  du  signe  + ou  du  signe  — , il  faut 
savoir  comment  opérer  sur  ces  sortes  de  quantités.  Or,  le  carré 
d’un  monomc  étant  le  [iroduil  <le  ce  nionome.par  lui-inéme, 
il  s’ensuit  (n“  6a)  <|ue,  quel  qtu  soit  son  signe  , le  carré  de  ce 
menomt  est  positif  ; ainsi , le  carré  de  4"  ou  de  — 5a'b^, 

est  + 

D’où  l’on  peut  déjà  conelure  que , si  un  monome  est  positif  sa 
racine  carrée  peut  être  indifèremment  affectée  du  signe  + ou  du 
signe  — ; ainsi , y' 90^  =i:  3«’;  car  4*  30“  ou  — 3o“,  élevé  au 
carré , donne  également  -f"  9a*.  Le  double  signe  ± dont  on  af- 
fecte la  racine,  s’énonce  plus  ou  moins. 

Si  le  monomc  proposé- est  négatif,  rcxlraction  de  sa  racine 
est  iiupossilde,  puisqu’on  vient  de  voir  que  le  carré  de  toute 
(|uantilé  positive  ou  négative,  est  cssenliellcmciil  positif.  Ainsi, 
y — 9,  \/ — — 5,  sonl.des  symboles  algébriqu6Si,qui 
présentent  des  opérations  impossibles.  Ou  les  désigne  sous  le  nom 
de  quantités  ou  plulOt  ééexpresslons  imaginaires  ; ce  sont  «les 
symboles  d’absurdité,  qu'on  rencontre  souvent  dans  la  résolution 
i!e.s  jiroblèmcs  du  st;con«l  degré. 

On  fait  toutefois,  par  extension , subir  à ces  symboles  Ica 
méuics  siinplintalions  qu’aux  expressions  irrationnelles  qui  of- 
frent des  o]>érations  exécutables.  C’est  ainsi  «jue  — 9 revient 

(u“  84)  à \/ 9 — 1 , ou  3 v/—  I ; 

(le  ir.énic,  — 4“*  — . V' — i z=z2a\/  — 1 , 

y — s i’/>  •=:  — zb==2ny'  — 7.b  — 2ayzb.\/ — i . 
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î 86.  TAclio/ji  luaiiitenanl  «le  découvrir  une  toi  de  furmatinn 
pour  le  carré  d’un  poljuome  quelconque,  de  laquelle  nous 
pUi.ssions  déduire  un  procédé  pour  l’estraction  de  la  racine 
carrée. 

On  a déjà  vu  (n®  19)  que  le  carré  d’un  binôme  a é , est  égal 
à a*  -f-  a«é  -4"  ‘ ’ 

Soit  actuellement  à former  le  carré  d’un  trinôme  a + b + c. 
Désignons,  pour  le  moment,  a H- é par  une  seule  lettre  s;  il  vient 

(fl  -f-  i>  c)’  = (s  + c)*  = 3°  + 2SC  ^ C*.  • 

Or,  on  a 

s*=  (a-^by  = à^-^-aab  -+•  A*;  2«c=a(a  + A)c  = aac -f-  aie. 

Donc  (fl-|-6  + c)*=a“-|-2flA,-f-i*-j-2ac4-26c+c*;  c’est- 
à dire  que  le  carré  d’un  trinôme  se  compose^  de  la  somme  des 
carrés  des  trois  termes  et  des  doubles  produits  de  ces  ternies  mul- 
tipUés  deux  à deux.  * 

Je  dis  que  celte  loi  de  composition  est  vraie  pour  un  pol)^nome 
quelconque.  En  effet,  supposons-la  vérifiée  pour  un  polynôme 
d'un  nombre  quelconque  de  termes,  et  voyons  si  elle  est  vraie 
]>our  un  polynôme  renfermant  un  terme  de  plus. 

Afin  d’y  parvenir,  soit  fl-f-i+c+d+.-.+t+é,  un  polynôme 
composé  de  /n  4-  I termes , et  désignons  par  s la  somme  des  m 
premiers  termes,  n-f  ô-|-c  4-cf + . . . + 1;  s-f-ib  représènle 
le  polynôme  proposé,  et  l’on  a («  + it)’  =«*-}-  2si:  -f  X*,  ou  , 
remettant  à la  place  de  s sa  valeur, 

(s-fi)’=(a4-i+c+ d4-...-j-0’+2(o+^+c+ûH-...4-i)é-f-ir», 

Or,  la  première  jiartie  de  cette  expression  se  compose,  par 
bypotliese  , des  carres  de  tous  les  termes  du  premier  polynôme 
et  des  douoles  produits  de  tous  ces  termes  deux  à deuxi 
seconde  partie  renferme  tous  les  doubles  produits  des  termes 
du  premier  polynôme  par  le  nouveau  terme  introduit  i;  enfin , 
la  troisième  partie  est  le  carré  de  ce  terme.  Donc , la  loi  de  com- 
position, énoncée  ci-dessus , est  encore  vraie  jRiur  le  nouveau 
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«olynoni.’.  Mais  elle  a ôtii  récomiue  via  ie  pour  unlrmonic-, 
doue , elle  a lieu  pour  uii  polynôme  dequalre  termes  ; étant  vraie 
quatre,  elle  l’est  nécessairement  pour  ci/jî^  et  ainsi  tic 
suite.  Donc  elle  est  générale. 

On  peut  énoncer  la  loi  d’une  autre  maniéré  ; U cane 
d’un  polynôme  renferme  le  carré  du  premier  terme,  plue  U 
double  produit  du  premier  terme  par  U second,  plue  U carré 
du  second^plus  les  doubUs  produiU  de  chacun  des  deux  premiers 
termes  par  U troisième , plus  le  carré  du  troisième  i plus  les 
doubles  produif  de  chacun  des  trois  premiers  Urmespar  le  qua- 

trième,plus  le  carré  duquatrième  j elainside  suile.Cet  énonce, 

qui  est  évidemment  compris  dans  le  premier,  nous  couduir.a 
plus  aisément  au  procédé  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  d ui\ 

|K)lynomc. 

On  • trouvera , d’apres  cette  loi , • . ' 

(5a'*— 4ai*y=a5a® — 

(3a5 +46’“)’=9a‘ — * aa^b+/{a'‘b*+2^a’‘b* — 1 6o  -f  1 66  < , 

ou  réduisant,  =ga^-i2a^b+28a>b>-i6ab^+i&b^, 

(5a’6— 4a6c+66c’— 3aV)*=25a«6*— 4oa*6*c+76a’6V 

— 48a6V’+366*c^— 3oa46c+24a’6c‘— 

Passons  à l’extraction  de  la  racine  carrée. 

8>  Désignons  par  N le  polynôme  dont  il  faut  olitenir  la  ra- 
cine, et  par  R cette  racine,  que  nous  supposons  pour  le  moment 
déterminée-, concevons  en  outre  que  ces  deux  polynômes  soient 
ordonnés  par  rapport  à l’une  des  lettres  qu’ils  renferment,  a par 

exemple. 

Cela  pôsé,  j’observe  d’abord  que  les  deux  premiers  termes 
de  N (en  le  supposant  ordonné),  peuvent  donner  sur-le-champ 
le  premier  et  le  second  terme  de  R;  en  effet,  il  résulte  évidem- 
ment de  la  loi  de  formation  du  carré,  (n»  86) , i“.  que  le  carré 
du  premier  terme  de  R renferme  un  exposant  de  la  lettre  a , 
plus  irrand  que  dans  aucune  des  autres  parties  qui  entrent  dans 
la  composition  du  carré  de  R;  2".  que  le  doubU  produit  du 
premier  terme  de  ^par  le  second,  renferme  aussi  un  exposant 
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j>lus  éUué  (jue  dans  Us  parties  snit'ttiiles.’ Ainsi,  les  dcnx  jiar- 
lies  dont  nous  venons  de  parler,  n’ayant  pu  se  réduire  avec 
les  autres,  sont  nécessairement  les  deux  termes  de  N affectés 
du  plus  liaut  exposant  de  a,  et  de  l’exposant  immédiatement 
inférieur.  D’où  il  suit  que,  si  N est  réellement  un  carré  parfait , 
i“.  son  premier  terme  doit  être  un  carré  parfait,  et  sa  racine , 
extraite  d’après  le  procédé  du  n”  83 , est  le  premier  terme  de  R j 
2'*.  st/n  second  terme  doit  être  divisibU par  le  double  du  premier 
terme  de  R;  et,  en  effectuant  cette  division,  on  a pour  quotient 
le  second  terme  ûfe  R,  ' • ■ . ' . - 

Afin  de  pouvoir  obtenir  les  termes  suivons, /ôr/nous  le  carré 
du  tinome  déjà  trouvé,  et  relranclions-le  île  N ; le  reste , que 
nous  désignons  par  N',  renferme  encore  les  doubles  produits 
ilu  premier  terme  de  R par  le  troisième,  du  second  terme  de 
R par  le  troisième,  plus  une  suite  d’autres  parties.  Mais  le 
double  produit  du  premier  terme  par  le  troisième  doit  renfer- 
mer a avec  un  exposant  plus  grand  que  dans  les  parties  sui- 
vantes, et  ne  peut,  par  conséquent , avoir  été  réduit  avec  ces 
p.irlie.s.  Donc,  ce  double  produit  est  le  premier  terme  do  N' 
ainsi,  ce  premier  terme  doit  être  divisible  par  le  double  du  pre- 
mier terme  de  R;  et,  si  l’on 
est  le  troisième  terme  de  R. 

Pour  obtenir  de  nouveaux  termes,  il  faut  former  les  doubles 
produits  du  premier  terme  et  du  second  par  le  troisième,  plus 
le  carré  du  troisième , puis  retrancher  tous  ces  produits  du 
reste  N';  çp  qui  donne  un  reste  K",  qui  renferme  encore  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R par  le,quatrième  ,'’plii  s 
une  suite  d'autres  parties.  Mais  ou  prouvera,  comme  précé- 
demment, que  le  premier  terme  de  N“  est  nécessairement  le 
double  produit  du  premier  terme  de  R par  U quatrième;' ainsi, 
en  divisant  le  premier  terme  de  W*  par  le  double  du  premier 
terme  de  R,  o/i  a pour  quotient  le  quatrième  terme  de  R;  et 
ainsi  de  suite.  '■ 

N.  D.  Il  est  alisoluraent  indispensable,  après  avoirl obtenu 
les  deux  premiers  termes  de  la  racine,  de  retraneber  le  carré 
du  binôme  trouvé,  du  polynôme  N ; car  ordinairement  , le 
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carré  tlu  socoml  terme  de  R renferme  a avec  le  même  exposant  ' 
fjiic  dans  le  double  produit  du  premier  terme  par  le  troi- 
sième;, par  consétjuent,  il  a dû  se  réduire  avec  ce  double  pro- 
duit. Ainsi,  ce  n’est  qu’aprës  avoir  soustrait  ce  carre,  du  jx>l3f— 
nome  N, qu’on  peut  assurer  que  le  premier  terme  du  reste  est 
égal  au  double  produit  du  premier  terme  de  R par  le  troisième. 
l.a  même  remarque  s’applique  aux  trois , quatre. . . . premiers 
termes  trouvés. 

Nous  laissons  aux  jeunes  gens  le  soin  de  déduire  des  raison- 
nemeos  précédons  le  procédé  général  de  l’extraction  de  la 
racine  carrée  d’un  polynôme.  II  leur  suflit , pour  cela , <lc 
réunir  toutes  les  parties  qui  sont  en  caractère  italique.  Nous 
allons  d’ailleurs  en  faire  l’application  à un  exemple  parti- 
culier. 

Soit  proposé  d’extraire  la  racine  carrée  du  .polynôme 

4ga*û*  — a4oé’  -f-  aStr*  — ^oa'b  -f-  i66*. 
aSa^ — Soa’é  49u*A* — i6h*  » 5a’ — 3oZ>-l-4^* 

a5a‘-t- 3oa^é  — çta’b’  ) loa* 

i*’  reste. . . ^oa’b’ — \6b^ 

^oa’b’’\- 2.^ab^ — i6ér* 

a*  reste  ...  o 

Apres  avoir  ordonné  le  polynôme  par  rapport  à n,  on  cx- 
tr.iit  la  racine  c.nrrée  de  aSa^,  ce  qui  donne  5rt*,  que  l'on  écrit 
à la  droite  du  polynôme;  puis  on  divise  le  second  terme 
— Zoa^b  par  loa*,  double  de  5a*  ( on  écrit  loa*  au-dessous 
de  5«’);  le  quotient  est  — Zab,  que  l’on  place  à la  droite  do 
5a’.  Les  deux  premiers  termes  de  la  racine  sont  donc  5a’— Zab. 
Qirrant  ce  binôme,  on  trouve  a5a*  — Zoà^b  -f-  ç)a’b’,  qui, 
retranché  du  polynôme  proposé,  donne  un  reste  dont  le  pre- 
mier terme  est  ^oa'b’.  Divisant  ce  premier  terme  par  loa’, 
double  de  5a’,  on  obtient  pour  quotient , + /\h’  ; c’est  le  troi- 
.sième  terme  de  la  racine,  que  l’on  écrit  à la  droite  des  deux 
premiers  termes.  Formant  le  double  produit  de  5a’  — Zab  jt.nr 
l\b’,  et  le  carré  de  on  trouve  f^oa’b'  — i66',  poly- 
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nome  r]iii , retrnnclic  du  premier  reste,  donne  o pour  reste  rui;il. 
Ainsi , Su’  — 'iab  + 4^’  est  la  racine  demandée. 

Les  comiaençans  peuvent  s'esercer  sur  les  carrés  qui  ont  été 
développés  (n’  86). 

88.  Si  le  polynôme  proposé  renfermait  plusieurs  termes  af- 
fectés de  la  même  puissance  de  la  lettre  principale,  il  faudrait 
disposer  le  polynôme  comme  il  a été  dit  dans  la  division  (n°  7.9), 
et  appüipier  le  procédé  ci-dessus,  en  regardant  comotc  une 
seule  et  mâNic  partie,  la  samme  algébrique  des  termes  affectés 
de  la  menic  puissance,  et  rcinplaçant,  dans  l’énoncé  de  ce  pro- 
cédé, les  mots , ternie  du  polynôme , /jr/mfer  terme  du 
reste , />ren»ier  terme  j second  terme..'.,  delà  racine,  par  les 
espressious:  première  partie  du  polynôme,  ou  partie  affectée 
de  la  plus  haute  puissance,  première  partie  du  reste,  i'*,  2*, 
3*. . . . partie  de  la  racine.  Au  surplus,  ces  sortes  d’exemples 
se  présentent  fort  rarrtnent. 


89.  Nous  terminerons  par  les  remarques  suivantes  : 

1°.  Un  binôme  ne  peut  jamais  être  un  carré  parfait,  puis- 
<ju‘on  sait  que  le  carré  du  polynôme  le  plus  simple,  c’csl-à-dirc 
d’un  binôme,  renferme  trois  ]»rtic$  distiuctes  qui  ne  peuvent 
éprouver  aucune  réduction  entre  elles.  Ainsi,  l’expre.ssion 
n'est  pas  un  carré  -,  il  lui  manque  le  terme  i:  2ab  pour  (ju’elle 
soit  le  carré  de  a ± b. 

2°.  l’otir  qu’un  trinôme  ordonné  soit  un  carré  parfait , il  faut 
que  les  deux  termes  extrêmes  soient  des  carrés , et  que  celui 
du  milieu  suit  le  double  produit  des  racines  carrées  des  deux 
autres.  Alors,  la  racine  du  trinôme  peut  s’obtenir  immédia- 
tement : Extrayez  les  racines  des  deux  termes  extrêmes,  et  af- 
fectez le.<r  deux  racines  du  même  signe  ou  de  signes  contraires, 
suivant  que  le  troisième  terme  est  positif  ou  négatif.  F'éri- 
fiez  ensuite  si  le  double  produit  de  ces  deàx  racines  donne  le 
troisième  terme  du  trinôme.  Ainsi , 90*  — 64a’ê'  a 

pour  racine  carrée, I/qu*' — c'csl-à-dirc,  3a*  — 8;;Z»’;. 
car  3o’  X — i6at’  =;  — 4®^^^’- 

4"’  + 1 2.ab  — 9'>’  ne  peut  être  uu  carré  parfait , f|uniquo  4'** 
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et  gi*  soient  les  carrés  Je  an  et  de  3b,  et  que  ian6  r=  an  X j 
niais  — 96'  n’est  pas  un  carré. 

3“.  Lorsque,  dans  la  série  d’opérations  que  comporte  le  pro- 
cédé pénéral , le  premier  terme  de  l’un  des  restes  n’est  pas 
exactement  divisible  par  le  double  du  premier  terme  de  la 
racine,  on  peut  conclure  que  le  pilynome  proposé  n’est  pas  un 
carré  parfait.  C’est  une  conséquence  évidente  des  raisonnemens 
que  nous  avons  faits  pour  parvenir  à ce  procédé. 

4°.  Enfin,  on  peut  appliquer  aux  racines  carrés  des  poly- 
nômes non  cariés  parjaitsj  les  simplifications  du  n®  8 {. 

Soit , par  exemple , l’expression  à^b  -f-  40*^“  4*  4®^^- 

La  quantité  sous  le  radical  n’est  pas  un  carré  parfait;  mais  elle 
peut  se  mettre  sous  la  forme  ai(n*  + 4ai  + 4^’).  Or,  le  fac- 
teur entre  parenthèses  est  évidemment  le  carré  de  a -f-  ; d’où 

l’on  peut  conclure  (n®  84), 

a'b  -}-  ^a*b*  4-  4a6’  =:  (a  -|-  26)  ab. 

• » 

go.  Calcul  des  radicaux  du  second  degré.  L’extraction  de 
la  racine  carrée  donnant  naissance  à de  nouvelles  expressions 
algébriques,  telles  que  V/a,  ^\/b,  7V/2.  connues  sous  le  nom 
de  quantités  irrationnelles  ou  radicaux  du  second  degré,  il  faut 
établir  des  i-ègles  pour  effectuer  sur  ces  expressions  les  quatre 
opérations  fondamentales. 

Définition.  Deux  radicaux  du  second  degré  sont  dits  sem- 
blables, lorsque  la  quantité  qui  est  sous  le  radical  est  la  même 
dans  les  deux  radicaux.  Ainsi,  3«y/é  et  5c\/b,  9V/2  et 
sont  dits  des  radicaux  semblables. 

eidditign  et  soustraction.  Pour  ajouter  ou  soustraire  des  ra- 
dicaux semblables,  on  ajoute  ou  l'on  soustrait  les  deux  coejji- 
ciensj  puis  on  affecte  la  somme  ou  la  différence,  du  radical 
commun;  ainsi , l’on  a 

3nv/A+5r\/6=(3fl-f5f)v/t;  3a\/b—5cŸb={3a—5c)\/b  ; 
de  meme. 


I 


Digilizc  . by  Google 


t 


DES  HAUXCAUX  DU  SECOND  UECUÉ.  ' ' l3’] 

7\/2a+3 lo^^aa;  7 V^aa  — 3^2.a  = ^^^a, 

Deux  radicflux  peuvent,  au  premier  abord,  ne  pas  être  sem- 
blables, et  le  devenir  par  les  simplificatioiis  du  n“  84. 

Par  exemple, 

. I 

V/  48a6’  -\-b\/  ']5a  =z^b{/ia-{-5b\/3a  — Ç)by'3a, 
2\/45-3v/5  = 6\/5— 3v/5  = 3\/5. 

Si  les  radicaux  ne  sont  pas  semblables,  on  ne  fait  qu’indiquer 
leur  addition  ou  soustraction.  Ainsi,  pour  ajouter  3y'b  a 5[/a, 
on  écrit  simplement,  5 y/n 3 \/6. 

Mulliplication.  Pourmultiplier  deux  radicaux  l’un  par  l’autre, 
on  multiplie  Us  deux  quantités  sous  le  signe  radical ^ Vune  par 
l"autrej  et  Von  affecte  le-produit,  du  signe  radical  commun. 
Ainsi  \/aX.yb=\/a>^b-,  c’est  le  principe  du  n®  84 , énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 

S’il  y a des  coefficiens,  on  commence  par  Us  multiplier  entre 
eux  J et  l’on  écrit  leur  produit  en  avant  du  radical. 


î’nr  exemple,  3 \/ 6ab  X 4 20a  = 1 2 oonfS  1 20a y/ b ; 

2a^ bc'X.  3a^bc  = 6n*  v/ = Ga'bc  ; 
2aV’^a“-f-i‘X — 3n  k^n‘-j-6'= — 6a*(n*-f-ft*). 

K 

Uù’iswn.  Pour  diviser  deux  radicaux  l’un  par  l’autre , 
sez  Us  deux  quantités  sous  le  signe,  l’une  par  l’autre,  et  affec- 
tez U quotient,  du  signe  radical  commun;  ainsi  = 

£n  effet , les  carrés  de  ces  deux  expressions  sont  égaux  à la 
meme  quantité  donc,  ces  deux  expressions  sont  égales.  S’il 

y a des  coefficiens,  o«  écrit  leur  qmtient  comme  coefficUnt  du 
radical. 

Par  oxemplè, 


; 
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5a\/b  ib  l/r  = 

20 

1 2iir  ; 4<-'  ^^26  = 3a  = 3a  V/3c . 

91.  11  rxisle  <y«fuj  traïuiformatioiis  d'uii  iisn^c  fiftiuonl  ilaiis 
l’évaluation  numérique  des  radicaux. 

La  première  con.sis(e  à faire  pas.ser  »ous  le  ra<lical  le  coefTi- 
eiciil  de  ce  radical.  Soit , par  exemple,  l’e.^ pression  3a  V 5f>,  on 
observe  qu’elle  revient  à {/ 9a*X  V^5Z»,  ou  9a’.5i  = l/ i\5a'6 

(en  appliquant  la  règle  de  la  niulliplicatioii  de  dcn\  radicaux.)  ; 
ainsi,  pour  faire  passer  tous  U si^iie  d’un  radical  le  Cviefliciont 
de  ce  radical,  il  suffit  de  l’élever  au  carré. 

Voici  l’usage  principal  de  ci'tte  transformation.  Que  l’on  ail 
à évaluer,  ««ne  unité  près,  l’expression  G^/l  3;  comme  i3  ii’cst 
pal  un  carré  parfait,  on  ne  |x;ut  obtenir  qu’une  valeur  appro- 
chée tic  sa  racine.  Cette  racine  est  égale  à 3 plus  une  certaine 
fraction',  mais,  en  la  multipliant  par  6,  on  a 18,  plus  le  pro- 
duit de  la  fraction  par  6 ; et  cc  résultat  total  peut  avoir  une  par- 
tie entière  plus  grande  que  18.  Le  seul  mo>cn  de  déterminer 
exactement  cette  partie  entière,  consiste  à tnetlre  Gt/i3  sous  la 
forme  l/6*.  i3  = l/36  X i3  s=  1/468.  Or,  468  a 21  jwur 
partie  entière  de  sa  racine  c.irréï,'  ; rlonc  Gy'  1 3 est  égal  à 2 1 plus 
une  fraction. 

On  trouvera  de  nièiue  <pic  «ay  7 = 3i  plus  une  fraction. 

La  seconde  transformation  a pour  bot  de  rendre  r.itiohncls 

les  dénominateurs  d’expressions  telles  (lue  — r — — , — ; 

f’+V/'/  P — V<i 

a,  P étant  dc.s  nombres  entiers  quelconques,  ainsi  que  q,  qui 
est  d’ailleur.s  suppose  non  carré  parfait.  On  parvient  souvent  à 
ces  sortes  d’expressions  dans  la  résolution  des  problèmes  ilu 
.second  degré. 

Or  on  remplit  ce  Lut,  en  multipliant  les  deux  termes  do 
la  fraction  par  p — l/r/,  si  le  dénominateur  est  p -f-  \/q  , et  p.or 
r -i-Vi  , si  lé  dénominateur  est  p — \^'l-  l^-'>  elfcl,  on 


''''i■iZGCl  1 , Cioogk 
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par  celte  multiplication  , cl  en  se  rappelant  (n°  5)  que  la  somme 
lie  (leux  quantités,  multipliée  par  leurs  Jifféreuce,  ilonnc  pour 
proiluit  la  ilifférencc  tles  carrés,  on  a , dis-je , 

O * «(/>— j/g)  _«(/’  — y*?) _“/>  — « l/? 

P + V9  ^+V<l)(.P—V9)  P'  — 9 P'— 9 

a _ a{p+Vq)  _a{p+\/q)  _op  + a }/’/ 

p — V.q  (p-\/q)(p-i-v'q')  p'—q  p'—q 


expressions  dont  le  dénominateur  est  rationnel. 

Pour  donner  une  idée  de  l’utilité  de  cette  transformation, 

supposons  que  l’on  oit  à évaluer  approximatifement  l’expres- 

7 ni  ■ ,'7(34-\/5)  2i+7\/5 

— Elle  revient  a g — , ou  bien, — . 


sion  i — 

3— V^5  9 — 5 4 

Or  7V^5  est  la  même  chose  que  V^49X5,  ou  V/3t4^i  quan- 
tité dont  la  valeur  est  i5,  à une  unité  près.  Ainsi  l’on  a. 

7 21 -f- 1 5 -I- une  fraction  36  , , . 

5 — =-r—  = . . - — = -r-  =s=  q , a une  fraction 

3 — y 5 4 4 

près,  marquée  par  ”,  c’est-à-dire  à un  qiuirt près. 

Si  l’on  voulait  avoir  une  valeur  plus  exacte  de  cette  expres- 
sion, il  suffirait  de  calculer  ^ 24^  avec  un  certain  degré  d'ap- 
proximation, d'ajouter  2l  d /a  racine  obtenue  , puis  de  diviser 
la  somme  par  4.  ou  d’en  prendrede  quart. 

Prenons,  pour  Second  exempife,  l’expression  et 

proposons-nous  de  l’évaluer  à o,oi  près. 

On  » 7V/^  _ 7V'5(v/ii  — y/3)  _ 7V/55  — 7v/i5 

\/m  + V'3  ~ 11—3  “ 8 

or,  7\/55  = v/55  X 49  = >9*  “ o,oi  près, 

7V/i5=  \/i5  X 49=  1/735  —27,11 ; 

71/5  _5i,9i— 27,11  _ 24,80  , _ 

77iTV3 '8T ~r~- 


011  a doue  3, 10  pour  le  résultat  demandé,  ce  résultat  est  même 
exact,  à près,  comme  il  est  aisé  de  le  voir. 
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proccclé  analogue. 
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3+24/7  1 K • 

p-; 2+p  = 3,i5na  0,001  pies. 

N.  B.  On  pourrait  bien  calculée  ces  sortes  d’expressions , en 
évaluant  approximativement  chacun  ile.s  radicaux  qui  entrent 
tant  au  numérateur  qu’au  dénominateur.  Mais  comme  on  n’au- 
rait pas  une  valeur  exacte  du  dénominateur,  on  ne  se  formerait 
pas  une  idée  bien  précise  du  degré  d’approximation  qu’on 
aurait  obtenu  ; tandis  que,  par  le  moyen  qui  vient  d’être  indi- 
qué, le  dénominateur  est  rendu  rationnel , et  l’on  sait  toujours 
à quoi  s’en  tenir  sur  le  degré  d'approximation. 

Les  principes  de  l’extraction  de  la  racine  carrée  des  nombres 
particuliers  et  des  quantités  algébriques  étant  établis,  nous  pou- 
vons passer  à la  résolution  des  problèmes  du  second  degré. 


§ II.  Résolution  des  Équations  du  second  degré. 


f)2,  On  distingue  doux  espèces  d’équations  du  second  degré, 
les  équations  h deux  termes  ou  incomplètes j et  les  é'quatioiis  à 
trois  termes  ou  complètes. 

Les  premières  sont  celles  qui  ne  renferment  que  des  termes 
aiïectésdu  carré  de  l'inconnue,  et  des  termes  tout  connus;  telles 
sont  les  équations 

3x’=  5 i 4x«-  7=  3x“+  9i  i X’-  3 + .^  x’=  i . 


On  les  appelle  à deux  termes  j parce  qu’au  pioyen  des  deux 
transformations  générales  ( n°*  43  et  44  )>  peut  toujours  les 
ramener  à la  forme  ax’  = b.  En  ell’et,  considérons  la  troisième 
équation,  qui  est  la  plus  compliquée,  on  a d’aliord,  en  chassant 
les  dénominateurs , 8x*—  72  + iox*=  7 — 2-4x“  + 299 , ou , 
transposant  et  réduisant, 

4 ^ 378. 


Les  équations  à trois  termes  ou  complètes,  sont  celles  qui, 
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outre  le  carré  <le  l’inconnue,  renlerment  la  première  puissance 
de  celte  inconnue.  Telles  sont  les  équations 


5x’  — ■jx  = 34,  gx*  — = 8 + 


12 


elles  peuvent  toujours  être  ramenées  à la  forme  ax*-f-  ix  = c , 
au  moyen  des  deux  transformations  déjà  citées. 

Équation  à Jeux  termes,  La  résolution  de  l’équation  aj:'=b 

n’offre  aucune  difficulté.  On  en  déduit  d’abord  x*=  - , d’où . . . 


X = 


'b  ■ 

\/  a' 


b 


Si  - est  un  nombre  particulier  entier  ou  fractionnaire,  on 


pourra  en  obtenir  la  racine  carrée,  soit  exactement,  soit  par 
approximation.  Si  - est  algébrique,  on  lui  appliquera  les  prin- 


cipes établis  pour  les  quantités  algébriques. 

Oliscrvons  néanmoins  que,  comme  le  carré  de+n»  ou  de — m 

est  également  de  meme , donne  également 

^pour  résultat  Ainsi  l’équation  est  réellement  susceptible  de 

deux  solutions , savoir,  x = -f-  ^ ^ , et  x = — 
substituons  chacune  de  ces  valeurs  dans  l’équation  ax*  = b] 
il  vient  —bf  ou  nX~  = ^,  ou  b=zb, 

et  nX^ — a'X.^—b,  ou  bx^b. 


Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation 
4*’— 7 = 3x“-f-9; 

On  trouve  d’abord  par  la  transposition , 

X*— i6;  d’où  X = li:  i6=  ± 4- 


< 
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Prenons  pour  second  c&ciupic,  l’cquatiuii 

13 

011  a déjà  reconnu  (n®  gs)  que  cette  Quation  se  réduit  à 


3 . 12.  a4  24 


43c’ = 378,  d’où,  en  divisant  par  42,  x’=-^=g;  dune 

42 

X =d:  3. 


Soit  ciinii  l’équation  3x’  = 5,  ou  en  tire 

f5 


= *v/5=-j*"'= 


Comme  i5  n’est  pas  un  carré  parfait, on  ne  peut  déterminer 
ces  deux  valeurs  de  x que  par  approximation. 

g3.  Equation  complète  du  second  degré.  Pour  résoudre  l’équa- 
lion  générale  bx  = c,  commençons  par  diviser  ses  deux 

membres  par  le  eoeOlcient  dex*;  il  vient 


x’4--x  = -,ou...  x*+  px  = q, 
a a 


en  faisant  pour  plus  de  simplic^tc  ^ ~ — 9- 


Cela  posé,  remarquons  que , si  l’on  }Kiuvait  ramener  le  pre- 
mier membre au  carré  d’un  binôme,  une  simple  extrac- 
tion de  racine  carrée  réduirait  l’équation  à une  équation  du 
premier  degré.  Or,  en  comparant  ce  premier  membre  .au  carré 
• du  binôme  x-J-  a,  c’est-à-dire,  à x*-f-  aax  •+•  û’  > on  voit 
que  x’  + px  se  compose  du  carré  d’un  prepiicr  terme  x,  plus 
du  double  produit  de  ce  premier  terme  x par  un  second,  qui 


est  alors  - (car  on  a px=  2.  - . x)^  d’où  il  suit  que,  si  l’un 


n n* 

.'I joute  à x*-J-px  le  carré  de  le  premier  membre 


de  l’équatiou  deviendra  le  carré  de  X -J- - i mais  }X)ur  ne  pas 


troubler  l’égalité,  il  faut  aussi  ajouter  ^ au  second  membre. 
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Il  vient,  par  celle  trausfonuation , x“-|-/)x  + V— T “H?» 

H 4 

f==v/f^ 


tl’in’i  e\lraj’ant  la  racine  carrée,  i'  + 

^üii  luel  ici  le  clouliie  signe  ±:,  par  la  raison  que  le  carré  tic 

+ y). 


-f  4-  y ou  lie  — + ÿ)  csl  êgaleincut  ^ 

'J'iraiit  enfin  la  valeur  île  x , on  obtient 


4 

D’tiii  résulte  celle  règle  générale,  pour  résoutlre  une  cqualioii 
coinplèlc  ilu  second  degré:  Apres  avoir  ramené  l’équation  à lu 
Jornu  x‘  4“  P*-  — *1)  njoules  aux  deux  membres  le  carré  Je  la 
nwiliè  du  coefficient  de  x ou  du  second  terme  ; extrayez  la  racine 
carrée  des  deux  membres  , en  ayant  soin  d’affecter  la  racine  du 
second  membre  j du  double  signe  dz  ; tireX  enfin  lu  valeur  de  x 
ile  cette  nouvelle  équation. 

La  double  valeur  de  x,  à laquelle  on  parvient  par  ce  moyen, 
|)cut  s’énoncer  ainsi , on  langage  ordinaire  : la  moitié  du  coejjfi- 
cicnl  de  x ^pris  en  signe  contraire  j plus  ou  moins  la  racine  car- 
rée du  ternie  tout  connu  , augmenté  du  carré  de  ht  moitié  du 
coefficient  de  x. 

c)4-  Soit,  pour  premier  exemple,  l’équation 

5 , « 3 „ 2 , . 2t3 

X 4-7=8  — = x — x“-j . 

6 2.  4 3 ^12 

ün  trouve  d’abord , en  cliassant  les  dénominateurs, 

■ lox’— 6x4-9  = 96  — 8x  — 1 21’ 4- 2^3, 

ou,  Irampo'anl  et  réduisant, 

22X*  -f-  2X  = 36o , 

ou  bien  enfin , divisant  les  deux  membres  par  22,  • ' ' . 

r’  4-  — X =— 

22  ' 22  ' 
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Ajoutons  raainteiianl  aux  deux  membres,  ; l’équation  tlc- 
y, eut  ; d ou,  extrayant  la 


racine 


carrée,  x + ^ = ±v/^  + (^)‘.. 

Donc  enfin,  x = —± 

22  V 22  \22/ 

résultat  conforme  à l’énoncé  donné  ci-dessus  pour  la  double 
râleur  de  x. 

Il  reste  maintenant  h eiïectuer  les  calculs  numériques.  D’a- 
bord , il  faut  réduire  ^ nombre  qui  ait 

(.22)*  pour  dénominateur  commun. 


Or. 


36o  / I Y 

, on  a f-  I •—  ) = 

22  \22/ 


I Y 36o  X 22  -|-  I ^92 1 _ 

(32)* 


extrayant  la  racine  carré-e  de  7921 , ûn  trouve  89  pour  racine 

. . /360  / 1 Y 89  » - 

exacte;  ainsi,  \/ U ( • — ) 

V 22  \22/  22  . • 

Donc  enfin,  x ~ . 

22  22 

Séparons  cbacunc  des  valeurs;  il  vient 

».  89  88  , . 

X — 1 — = — = 4i 

22  22  22  ^ 

22  22  22  11" 

Ainsi , des  deux  valeurs  propres  à satisfaire  à l’équation  pro- 
posée , l’une  est  un  nombre  entier  absolu , et  l’autre  un  nombre 
fractionnaire  ué^jatif.  ' . • 

Soit,  pour  second  exemple,  l’équation  ‘ 

6x*—  37.C  = — 57. 


« 
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:*-^x  = _ ËZ 
6 • 


X* 


qui  revient  à 

SI  l’on  ajoute  aux  deux  membres  le  carre  de  — ou  ^Ë2Y 

12’  V>2/  ’ 

r^+(Tî)=--|  +0i  J’-i, 

e,,-â2  = ±v/^-^W- 


Or,  37X37=:i369;  57><24=i368|, 

donc  T— ^ ^ * . 

\I2/  T (laj»’ 

expression  dout  la  racine  carrée  est  -i- 

12 


■ .*.1 

-Ta; 


Donc,  x=  Ë2  ±:  JL  ou  bien 

- 12  12 


il 

+ 

1- 

38 

SS 

12  12 

la 

=h—.jL 

_36_ 

12  12 

12 

Cet  exemple  wt  remarquable,  en  ce  que  chacune  des  deux 
valeurs  est  positive,  et  répond  directement  à réuojicè  de  la 
question , dont  l’equation  proposée  peut  être  considérée  comme 
la  traduction  algébriipic. 

Sait  maintenant  l’équation  littérale 

J.  4“*— »•»?*+ 2tw-^i  Soi— i8i*;  I* 

on  a dabord^^en  trausposant,  changeant  les  signes,  puis  di- 


d’où 


^ «4»Ol.IJTIüh 

yi«nl  par  a , x*—  or  = aa‘—  90*  + ç^“  i 

complétant  le  carr«,  x*— ax+  ■j=  ^ 9^  + 9^î 

extrayant  la  racine , x = - ± — 9^^  + 9^*  • 

» • Q £. 

Or  91— gai + 9&S  a évidemment  pour  racine,— — ib 

’ 4 . ,1. 


a /3a  . f 2a — 36, 

donc,x  = -±(--36),  douj  ^^3^ 

Gis  deux  valeurs  seront  positives  à la  fois,  si  l’on  a 2a ]>  36, 
niais  36>  a,  c’est-à-dire  si  la  valeur  numérique  de  b est  plus 
a , , 2a  ■ ■ 

grande  que  mais  plus  petite  que 

Nous  proposerons  pour  exercices  les  équations  • 

x»—-jx4- 10  = 0...  valeurs  I |,- 

|^-4_x*+2X-|x^‘5-3x-+4a:{*Zj’‘^)ào,o.p 


a6x+  • • • donne 

x = —r^ — ; (bndl  l/a”m*-t-6“7re’ — a*n*  ) 

n—m  \ ' ' 

L ■ '•  r- 

g5.  On  peut  résoudre  l’éqnalion  ax*  + 6x=<^  sans  faire 

disparaître  le  coeflicient  de  x*;  mais  les'tramWrmations  sont 

plus  compliquées.  ■*  ’ ' *■  - 

Le  terme  ax’  peut  être  mis  sous  la  forme  {x\/aY,  et  le 

terme  6x  sous  celle-ci  :2xV/aX^^;  d’où  il  suit  que  ax*+6x 

b 

forme  les  deux  premiers  termes  du  carré  de  x\/a+  ; 

ainsi,  en  ajoutant  aux  denx.meiqjires^^) 

dra  le  premier  membre  un  carré  parfait.  ‘ ^ ■ • 
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Effectuons  cette  transformation  ; l’équation  dericnt 

A*  A* 

4a  4« 


*4: 


extrayant  la  racine,  xj/aH — 


transposant, 


x\/a=- 


a^/a  V " ^ 4fl 

Divisant  les  deux  membres  par  a,»et  observant 


aa 


a*,  que 


on  obtient  enCn 


2(V/a)»' 

v/c  + ^ : V/a  = y/|+ 90), 

:=~A±V/-T^ 

aa  V a^4a*’ 

ou  bien  encore,  x== — — ~ ^4^^  ~l~ ^ 

aa  ’ *• 

résultat  auquel  on  parvient  plus  aisément,  en  mettant  l’équa- 
tion sous  la  forme  x*-4 — x= 
a a 

96.  Appliquons  les  principes  précédées  à la  résolution  de 
quelques  problèmes. 

Premier  problème.  Trouver  un  nombre  tel,  que  U double 
de  son  carré,  augmenté  du  triple  de  ce  nombre,  donne  pour 
somme  65. 

Soit  X le  nombre  inconnu;  on  a pour  l'équation  du  pro- 
blème, 

ax*-J-3x=65, 


d’où 


—4* 


donc  x = — -^=5;  etx  = — j-  = — . 


3_^ 

4 4 


a ■ 16  4 T’ 

3 . 23  ^ . 3 23  * ’i3 


10. . 
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La  preoàièi'e  valeur  satislait  à ia  question,  dans  le, sens  de 
son  énuncé.  En  effet , 

2  X(5)*  + 3x5  =aX25  + 15=  65. 

Pour  interpréter  la  seconde,  oltservons  d’aliord  que,  si  t’oii 
remplace  x par — x,  dans  l’équation  ax*-f-3x  = 65,  il  it’y 
a que  le  coefficient  de  3x  qui  cliaoge  de  signe , car  ( — x)*=x«. 

3  ' 23 

Ainsi,  au  lieu  d’obtenir  x = — 7 ou  trouvera 

3 , a3  '3  . r , . 

X =-7  i -T  « ou  X = — et  X =: — O,  valeurs  qui  ne  dif- 

4 4 * . . . 

Icrenl  des  précédentes  que  par  le  signe.  Ainsi,  l’on  peut  dire 

que  la  solution  négative, — , considérée  , indépendamment 

de  soii'signe,  satisfait  au  nouvel  énoncé:  Trouver  un  nombre 
tel,  que  le  double  de  son  carrée  diminué  du  triple  de  ce  même 
nombre  J donne  pour  différence  ^ 65.  Eu  effet,  on  a ^ 

. • ■ ,x(1^Y-3xÜ=^-^  = 65.  ■■  ■ 

\2/--2  2 a . 


Second  problème.  Une  personne  a acheté  un  certain  nombro 

d’aunes  de  drap  pour  "^l^ofr.  Sij  avec  la  même  somme,  elle 

^ avait  eu  3 aunes  de  moins  du  même  drap , Taune  lui  aurait 

Coûté  4 f r.  de  plus.  On  demande  le  nombre  d’aunes  achetée 

' / • ..  ' 

2uO  , . •»  ...  • 

Soit  X le  nombre  d’aunes  acheté;  exprime  alors  le  prix 

1 ^ ' 

* a 

d’une  aune.  Si,  pour  340  fr.,  elle  avait '3  aunes  de  inoins^'' 
c’est-;i-tlire,  x — 3 aunes,  le  prix-de  l’aune  serait,  dans -cette 

•hypothèse,  l'epréscnté  par  Mais,  d'apres  l’énoncé,  ce 

dernier  pris  surpasse  le  premier  de  4 ; on  a donc  l’équation 


va4o  a4® 

—T — 5 — 

x—  3 


4«*b 


i 
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«l'oi  l’on  tire,  en  réduisant,  x* — 3x=  i8o, 

. ■ x = -±  180  = ^-=^;  , 

2 V 4 ^ a 

donc  . x=i5  et  x=c — 12. 

1^1  valeur  x=:  i5  satisfait  a l’énoncé;  car  i5  aunes  pour 

2^0  fr. , (tonnent  ou  16  fr. , pour  le  prix  de  Taupe;  et  12 

aunes  pour  24®  f*"- 1 donnent  pour  le  prix  de  Tauue  20  fr. , 
nombre  qui  surpasse  16  de  4* 

Quant  à la  sccondtl  solution , on  peut  former  un  nouvel  énonct’^ 
auquel  elle  convienne. En  e|Tet, remontons  à Ttiquation.et  cbati- 
goons  X en  — x;  il  vient 


24©  240  , 


ou  bien, 


240 

X 


240 
X 3 


équation  qui  peut  être  regardée  comme  la  traduction  algé- 
bri(]ue  de  ce  problème  : Une  personne  a acheté  un-,  certain 
nombre  d’aunes  de  drap  pour  240  fr.;  si  elle  avait  payé  la 
même  somme  pour  3 aunes  de  plusj  l’aune  lui  aurait  çaûté 
4 moins.  On  demande  le  nombre  d’aunes  acheté  ? En 

résolvant  l’équation  de  ce  nouveau  problème , on  trouverait 
évidemment  x=  12;  x=  — i5;  car  l’équation  réduite  de- 
viendrait X’  -f  3x:s:  180,  au  lien  de  x»  — 3x  = 180. 

N.  B.  Les  deux  problèmes  précédens  offrent  une  nouvelle 
confirmation  du  principe  établi  n®  5g  pour  les  problèmes 
du  premier  degré;  et  nous  en  donnerons  ( n®  gg  ) une  dé- 
monstration complète  pour  toutes  les  équations  du  second 
degré. 

Troisième  problème.  Un  négociant  escompte  deux  billets^ 
üun  de  8’}’j6fr.j  payable  dans  g moisj  Vautre  de  7488  fr.  ^ 
payable  dans  8 mois  ; il  paie  pour  le  premier j de  plus  que  pour  , 

le  second  J 1200  fr.  On  demande  le  taux  d’ intèrètt  d’ après  Ve* 
fluel  il  a diî  escompter?  ‘ 


I ij)  nnii  iii'  •^Ji  4inirbi 


|5o  • , RisOLVTlON 

Solution.  Pour  rendre  les  calculs  plus  simples,  désignon* 
par  X l’intérét  de  loo  fr.  pour  un  mois,  nu  par  lar  l’intérét 
pour  un  an;  gr  et  8x  sont  les  intérêts  pour  9 mois  et  8 mois  ; 
donc,  100  4-9f  et  100  + 8r  n’présentent  ce  que  doit  devenir 
le  capital  100  fr.  au  bout  de  9 mois  et  de  8 mois.  Ainsi , pour 
déterminer  1rs  valeur»  actuelle»  des  deux  billets  de  8776  fr. 
et  7488  fr.,  il  faut  établir  les  proportions 

877600 


100  -f-  gr  : 100  ::  8776 
100  -f-  8r  : 100  ::  7488 


100  4-  9c* 

748800 
^00  4-  8x  ’ 


et  les  quatrièmes  termes  de  ces  proportions  expriment  ce  que 
le  négociant  a.  payé  pour  chacun  des  billets.  Donc,  en  rerta 

877600  748800 


dé  l’énoncé , on  a l’équation  , - „ — 

• ’ 100  4-  gr  100  4-  8x 

on,  observant  que  les  deux  membres  sont  divisibles  par  4oo> 


a»94 
1004- 9JT 


'87a  _ 3 
100  4*  8x 


Chassant  les  dénominateurs  et  réduisant,  on  trouve 
2i6x*  + 4396X  = 2200  ; 


d’oii 


. /aaoo  (2198)* 

216  V 216  (216)*  ‘ 


Réduisant  les  deux  termes  sous  le  radical  au  même  dénomina- 


teur. 


— 21^  ± v/53o64o4 


216 


— 2iq8±:V^53o64o4 

on,  multiplunt  par  12,  i2x= ^ . 


Pour  obtenir  la  valeur  de  12X  li  0,01  près,  il  suffit  d’extraire 
la'racifie  caêrée  de  53o64o4  à 0,1  près , puisqu’clle^doit  être  en- 
suite divisée  par  18. 
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Cette  r«cî ne  est  23o3,5; 


donc 


— 2iq8  :±:  23o3,5 
,ax  _ ^ ; 


par  conséquent,  = = 5,86, 


Ï . V 


et 


I2X 


-Zliÿil®=-_,5o.o8. 

ID 


La  valeur  positive,  i2x  = 5,86,  représente  donc  le  taux 
d’inlérét  cherché. 

Quant  à la  solution  négative , elle  ne  peut  être  regardée  que 
comme  liée  à la  première,  par  une  même  équation  du  second 
degré.  En  remontant  à l’équation , et  changeant  x en  — x , on 
tr.aduirait  difficilement  la  nouvelle  équation  dans  un  énoncé 
analogue  à celui  du  prohlcme  proposé. 

Quatrième  problème.  Un  homme  achète  un  cheval qu" il  vend 
au  bout  de  quelque  temps  pour  24  Uatis.  A cette  vente ^ il  perd 
autant  pour  100,  du  prix  de  son  achat j que  U cheval  lui  avait 
coûté.  On  demande  le  prix  de  V achat  7 

Solution.  Soit  .r  le  nombre  de  louis  que  le  cheval  lui  a coété, 
X— 24  est  une  première  expression  de  la  perte  qu’il  a faite.  Mais 
puisque, d’après  l’énoncé,  il  perd  autantde  louis  sur  100  qu’il  y 

a d’unités  dans  x,  sur  i louis,  il  perd  et  sur  x louis,  il  perd 

X* 

. On  a donc  Téquation 

100  ^ - 


— = X-24, 

100 

d’on  X*  — I oox  = — 2400 , 

et  X = 5o  ±:^/25oo  — 2400  = 5o  ± 10. 

Donc 


t 


X = 60  et  X «=  4®' 


Ces  deux  valeurs  satisfont  également  à la  question. 

En  effet , supposons  d’abord  que  60  soit  le  prix  de  l’achat  ; 


DUCUSSJOM  uiN#.RALE 

comme  4 est  le  prix  de  la  Tente,  36  est  la  perle  que  l’honinie 
éprouve.  D’un  autre  côté,  il  doit,_Cn  vertu  de  l’énonce , jrerdre 

6o  pour  100  de6o,  c’est-à-dire  les  de  6o,  ou  nom- 

hre  qui  sc  réduit  à 36;  ainsi,  6a  satisfait  à l’énoncé. 

Soit  maintenant  4»  le  prix  de  l’achat,  i6  est  la  perle  qu’il 
éprouve;  d ailleurs,  il  doit  perdre  pour  loo  de  4<>» 
r 4*'  , . 

40  X — , nombre  qm  se  réduit  à 16;  ainsi,  4o  vériCe  en-, 
core  l’énoncé. 

Discussion  générais  de  t’iquation  du  second  degré, 

Jtisquà  présent,  nous  narons  résolu  qne  «les  problèmes  du 
second  degré , dont  les  données  étaient  exprimées  par  des 
nombres  particuliers.  Mais  pour  mettre  en  état  de  résoudre 
des  problèmes  généraux,,  et  d’interpréter  tous  les  résultats 
auxquels  on  peut  parvenir,  en  attribuant  aux  «lonnces  des 
valeurs  particulières,  il  est  nécessaire  de  reprendre  réqualion 
la  plus  générale  du  second  degré,  et  d’examiner  les  circona-  - 
tances  qui  résultent  de  toutes  les  b.vpollu'îses  possibles,  faites 
sur  les  coefliciens.  Tel  est  l’objet  d^  la  discussion  de  l’équa- 
tion du  second  degré. 

97.  Avant  de  passer  à celte  discussion,  nous  ferons  connaître 
un  autre  moyen  de  résoudre  l’équation  du  second  degré,  qui 
nous  conduira  à des  propriétés  importantes  dont  jouissent  les 
xtaleurs  de  l’inconnue. 

On  a déjà  vu  (n“  g3)  que  toute  équation  du  second  degré  peut 
être  ramenée  a la  forme 


x’-fpx  = y (i), 

P ci  q étant  des  quantittis  numériques  ou  algébriques , entières 
ou  fractionnaires,  de  signes  quelconques. 

Cela  pos«i,  si,  afin  de  rendre  le  premier  membre  un  carré  par- 

fiHt^oii  ajoute  aux  deux  mrinbrcs,  il  vient 


Déiliieé'py  OO) 


J 


4 


-9 

4 


J* 


• 


» 


OU 


OE  l’équation  ou  sbcohd  deoré. 


i53 


(^+f)=^+Ç- 


Quelle  que  soit  la  valeur  tlu  nombre  exprimé  par'y  + -^,  on 
peut  toujours  tlésigncr  sa  raeine  carrée  par  m,  et  alors  l’équation 


J|vicDt 
ou  bien, 


(x+«)'=™-, 
(»+j)  — “■='>■ 


J '.'i 


mais  le  premier  membre  fie  cette  équation  étant  la  flillcrence 
de  deux  carrés,  peut  (n®  19)  se  mettre  sous  la  Ibriue 


(x-f  J_m)  (x+^  + m); 
ce  qui  donne  la  nouvelle  équation 

^x+|  — mj  ^x  + ^ + 7rt^  = o (2), 


tt- 


équation  dont  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux  fac- 
teurs , et  le  second  membre  est  o.  Or,  on  peut  rendre  ce  proiluit 
égal  à o,et  par  eSnséquent  satisfaire  à l’équation  (2),  de  deux 
manières  dilTérentes  : 


Soit  en  posant  x -1-  - — m = 0 , d’oif  x—  — - +.  m > 


Soit  en  posant  x + - + w»  »=  <> , d’où  X = — m , 

2 2 


— ?+v4+f. 


ou  bien,  remplaçant  m par  sa  valeur,  ■ 


V'i 


t 


■-  ^ 


1 

i 
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11  est  d’ailleurs  visible  que  l’on  ne  peut  rendre  nul  le  premier 
membre  de  l’équation  (2)  , qu’en  y mettant  pour  x un  nondire 
qui  anéantisse  l’un  des  deux  facteurs  dont  il  se  compose. 

Donc,  comme  l’équation  (a)  est  une  conséquence  de  l’équa- 
tion (i),  et  réciproquement,  toute  équation  du  second  degré 
admet  deux  valeurs  pour  l’inconnue,  et  ne  peut  en  avoir  da- 
vantage. 

Cette  méthode  de  résolution  , qui  peut-être  est  un  peu  plus 
longue  que  la  première,  a sur  celle-ci  l’avantage  de  mieux  faire 
ressortir  l’existence  de  deux  valeurs,  et  de  faire  voir  qu’il  ^ 
peut  y en  avoir  que  deux.  . - . ^ ' 

98.  Ces  valeurs  jouissent  de  quelques  propriétés  remarquables. 

Premièrement,  puisque  l’équation 


X*  -|-  px  — q,  ou  X*  -f-  px  — g = o , 
peut,  par  une  suite  de  transformations,  être  ramenée  à la  forme 

^x-f-^-f-n»^  = o,  métantégalè 

il  8^ ensuit  que  le  premier  membre,  x*  -J-  px  — toute  iquet- 
tion  du  second  degré,  dont  le  second  est  o,  se  compose  du  pro- 
duit de  deux  facteurs  binômes  du  premier  degré  en  x , ayant 
pour  terme  commun  x , et  pour  seconds  termes,  les  deux  valeurs 
de  X prises  en  signes  contraires. 

Cette  propriété , d’après  laquelle  on  retrouve  aisément  l’équa- 
tion, dès  que  l’on  connaît  les  valeurs  de  l’inconnue,  a fait  don- 
ner h ces  valeurs , le  nom  de  racines  de  l’équation. 

Ainsi,  soit  l’équation  ^c’-f-3x  — 28  = 0,  qui,  étant  résolue, 

donne  2 = 4>  — îi 

le  premier  membre  résulte  du  produit  (x  — 4)  (■*+?)> 

en  effet,  il  vient  x\  — l^x ’jx  — 28  = x*  -4-  3x  — 28. 

En  second  lieu,  si  l’on  désigne  par  x'  et  x*  les  deux  racines, 
on  a , d’après  la  propriété  précédente , V 


-yoû'î^eBectuant  les  calculs,. 


et* 
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Comparant  entre  eux  les  termes  analogues  des  deux  membres , 

on  troure  x'  + x*  = — p,  x' = — q. 

Donc , 1°.  la  somm*  algébrique  des  deux  racines  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme  de  V équation j pris  en  signe  con- 
traire; 2”.  le  produit  des  deux  racines  est  égal  au  dernier  terme 
de  V équation,  ou  bien,  à la  quantité  toute  connue,  transposée 
dans  le  premier  membre. 

Ces  deux  propriétés  peuvent  au  reste  se  vérifier,  d’après  les 
expressions  générales  des  deux  racines. 


D’abord,  si  l’on  ajoute 


maintenant,  si  on  les  multiplie,  il  vient 


N. B.  Les  propriétés  précédentes  supposent  que  l’équation  soit 
ramenée  à la  forme  x*-j-px  — y = o;  c’est-à-dire,  i“.  qu’on 
ait  d’abord  divisé  tonte  l’équation  par  le  coefiicient  de  x*;  2®.  que 
tous  les  termes  soient  transposés  et  ordonnés,  dans  le  premier 
membre. 

Discussion. 


99.  Reprenons  l’équation  générale  x*-\-px  = q,  qui,  étant 

résolue,  donne*x=  — ^ d:  y/ ^ 

Pour  que  celte  expression,  qui  renferme  un  radical,  puisse 
être  évaluée,  soit  exactement,  soit  par  approximation  , il  faut 
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(n®  85)  que  la  quantité  soumise  au  signe  radical , c’est-à-dirc, 

+ ]K)sitivc.  Or,  ^ étant  nécessairement  positif, 

4 4 

quel  qiU2  soit  le  signe  de  p,  il  s’ensuit  que  le  signe  de  la  quan- 
tité q + T»  dcjiend  principaleineut  de  celui  de  q,  ou  dé  la 

4 

quantité  toute  connue. 

Cela  posé,  sait  d'abord  q positif j auquel  cas  l’équation  est 
de  la  forme  jr‘  "iz. />x=  -f-  q (on  met  ici  les  signes  des  coefii- 
ciens  en  évidence);  on  en  déduit 


î + 


T’ 


or  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  X seront  réelles  et  poui*- 

ront  être  déterminées , soit  exactement,  si  q + ^ est  un  caVré 

parfait,  soit  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  voudra. 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive ^ 
et  ré|)ondra  directement  à l’équation  j ou  nu  problème  dont  oette 

équation  est  la  traduction  algébrique;  car  le  radical  v/ÿ"+ T 


étant  numériquement  plus  grand  que  l’expre.ssion . , 


v/s 


2 V nécessairement  de  même  signe  que  le 

radical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison  , essentiellement 
négative^  puisqu’elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont 
le  radical  est  aflecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe, 
elleré|Kmd,  non  plus  à l’équation  telle  qu’elle  a été  établie, 
mais  à cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x (tar 
— X,  c’esl-.V<lire  à x*  px  = q, 

lin  efiet,  celle-ci  donne  x = ±:^  ±:  4- 

valeurs  qui  ne  dlfrèiTnt  des  précédentes  que  par  le  signe. 

Il  est  d’ailleurs  reinarcptablc  que  la  même  équation  lio 
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ne  l’Équation  uu  second  oxobé. 
entre  elles  deux  questions  dual  les  énoucÉs  dillïu'eat  iiéamiioiiis 
|>ar  le  sens  de  certaiues  conditions.  ( Voyez  les  deux  pro- 
blèmes du  n°  gG.) 

loo.  So\\.  ^tuellement  négatif,  auquel  cas  l’équation  est  de 
la  forme  x*  — px  = — y , et  les  valeurs  de  x sont 


a V 4 

Pour  que  l^extraction  de  racine  puisse  s’effectuer,  il  faut  que 

y P* 

l’on  ait  Celte  condition  ||^iit  satisfaite,  les  deux  va- 

leurs sont  riellea. 

Comme  d’ailleurs,  est  numériquement  plus  petit 

/'•11. 

‘|ie  “>  *1  sensUil  quo  ces  valeurs  sont  toutes  aeux  nègutU-es,  si 

P est  positif  dans  l’équation,  c’esl-à-dirc  si  eette  équation 
est  de  la  forme  x‘  -x  pxxz  — q-^  et  elles  sont  toutes  Jeux  posi- 
tioes J si  P est  négatif,  c’est-i-dire  si  l’équation  est  de  la 
forme  x* — px  = — q. 

On  peut  parvenir  aux  mêmes  conséquences^  en  se  fondant 
sur  les  deux  propriétés  que,  dans  l’éijuatiou  du  second  degré 
•3^’ +/«X*~ÿ  = O,  la  somme  qlgébiique  des  racines  est  égale 
au  coefficient  du  second  terme  pris  en  signe  contraire , et  leur 
pioduit  est  égal  au  dernier  terme  , ou  à la  quantité  toute  connue, 
transposée  dans  le  premier  membre. 

En  efi'et,  soit  q positif  dans  le  second  membre  > et  par  con- 
séquent, négatif. dans  le  pi'émierj  il  s’ensuit  que  le  produit  des 
deux  racines  est  négatif;  donc  elles  sont  de  signes  contraires. 
D ailleurs;  leur  somme  sera  ou  suivant  que 

p sera  positif  ou  négatif;  ce  qui  veut  dire  que  des  deux  ra- 
cines, la  plus  grande,  numériquement , sera  toujours  de  signe 
cohtrairo  au  coellicieut  p. 

Mais  si  q est  négatif  àsm  le  second  membre,  et  par  con- 
séquent positif  dans  le  premier,  le  produit  des  deux  vaçiiies  est 
po.sillf;  donc  elles  sont  'de  mime  signe,  savoir,  toutes  deux 
nèghRves  ,h\  p est  positif,  et  toutes  deux^positioef , ai  pvai  né- 
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(n°  85)  <|ae  Ji|  c’est-à-dirr, 

r/+^,  soit  nccesswement  positif, 

quel  que  s<4t  le  «i§|[|^,de  p,  il  s’enait  qne  le  sigifte  de  ia  qiiaA* 
tité  q + Y»  pi'lhcipaleme^f'de  celui  de  q,  ou  de  la 

4 * • 

quantité  toute  connue.  " ' 

Cela  posé,  s»il  d’abord  c^, positif j auquel  cas  l’équation  est. 
de  la  forme  x”  ^ px=.  + q (on  met  ici  les  signes  des  coeffi* 
ctens  en  évidence);  on  en  déduit 


4’ 

or  il  est  visible  que  les  deui  valeurs  de  x seront  réelles  et  pour- 
ront être  déterminées i soit  exactement,  si  carré 

parfait,  soit  avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  voudra. 

Toutefois,  de  ces  deux  valeurs,  la  première  sera  positive, 
et  répondra  directement  à l’équation , ou  au  problème  dont  cette 

équation  est  la  traduction  algébrique;  car  le  radical 


étant  nmnériquenient  plus  grand  que  Texpresslon. 


-f-  \/ ? nécessai cernent  de  même  signe  que  le 

radical. 

La  seconde  valeur  est,  par  la  même  raison  , essentiellement 
négative,  puisqu’elle  doit  avoir  le  même  signe  que  celui  dont 
le  radical  est  affecté.  Considérée  indépendamment  de  son  signe^ 
elle  répond,  non  plus  à l’équation  telle  qu’elle  a été  établie  , 
mais  à cette  équation  dans  laquelle  on  aurait  remplacé  x par 
— X , c’est-.’t-d  i re  à x“  ^ px  = q . 

En  effet , celle-ci  donne  x = ± ^ ± ^ ^ ’ 

valeurs  qui  ne  diffèrent  des  précédentes  que  par  le  signe. 

11  est  d’ailleurs  rcmanjiiablc  que  la  meme  équation  lie 


by  • 


^^gle 
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entre  elles  liciiX  questions  dont  les  énoncés  dificrent  ncaninoiiis 
par  le  sens  de  certaines  conditions.  ( J^oyez  les  deux  pro- 
blèmes du  n°  96.) 

' 100.  Soit  q auquel  cas  l’équation  est  de 

' la  forme  jc*  ± />x  = — q , et  les  valeurs  de  x sont 


Pour  que  ^extraction  de  racine  puisse  s’efiectuer,  il  faut  que 
l'oA  ait  Cette  condition  ||pnt  satisfaite,  les  deux  va- 

leurs sont  riellet. 


Comme  d’ailleurs 


q est  numériquement  plus  petit 


(|Ue  - , il  s'ensdil  que  ces  valeurs  sont  touten  deux  iiégiUiyeSj  ai 

P est  positif  dans  l'équation,  c’est-à-dire  si  cette  équation 
est  de  la  forme  x*  -f-  px=--~q-,  et  elles  sont  touiea  deux  posi~ 
lii’ta , si  P est  négatif,  c’est-à-dire  si  l’équation  est  de  la 
. foi;-iuc  X*  — px  = — q. 

On  peut  parvenir  aux  incmes  conséquences^  en  se  fondant 
sur  les  deux  propriétés  que,  dans  l’équation  du  second  degré 
xV-fjju:— ÿ = o,  la  tomme  algébrique  des  racUiet  est  égale 
au  coejjieient  d u second  terme  pris  en  signe  coulreure jSt  leier 
produit  est  égal  au  dernier  terme  j ou  à la  quantité  toute  connue , 
transposée  dans  le  premier  membre. 

^En  <-nét,  «où  q positif  dans  le  second  membre , et  par  con- 
séquent, négartif.dans  Iq  piémier;  il  s'ensuit  que  le  produit  des 
deux  racines  est  négatif;  donc  elles  sont  désignés  contraires. 
D'ailleurs,  leur  somme  sera  négative  ou  positive , suivant  que 
P sera  positif  ou  négatif;  ce  (|uî  veut  dire  que  des  deux  ra- 
cines, la  plus  grande,  numériquement ^ sera  toujours  désigné 
oohtrairo  au  coeUicieiit  p. 

Mais  si  q est  négatif  Asm  le  second  membre,  et  par  coii- 
séqueut  positif  dans  le  premier,  le  produit  des  deux  raçines  est 
positif;  donc  iües  sont  de  même  signe j savoir,  toutes  deux 
négatives , St  p est  positif,  et  toutes  deux’positivsf  ^ si  />est  ué- 
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gatit',  puisque,  dans  le  premier  cas,  leur  somme  sdgébrique 

est  négalWe,  et  dans  le  second,  elle  est  positive.  , 

Nous  pouvons  reconnaître  à priori  que,  toutes  les  fois  que  q 
est  négatif  dans  le  second  membre  j et  p nègatiftdam  U pre- 
mier j le  problème  admet  deux  solutions  directes  j pourvu  que 

P on  ait  entre  p et  q Za  relation  q 

L’équation  x*  — px  = — q,  peut , si  l’on  change  les  signes 
des  deux  membres,  être  mise  sous  la  forme 

^i  — x*  = y,^ou  x(p  — x)  = q. 

Or,  cette  nouvelle  équation  est  évidemment  la  traduction  al- 
gébrique de  l’énoncé  : Partager  un  nombre  donné  p en  deux 
parties  dont  le  produit  soit  égal  à un  autre  nombre  donné  qj 
car  si  l’on  désigne  par  x l’une  des  parties , p — x désigne 
l’autre,  et  leur  produit  est  exprimé  par  x(p — x). 

Cela  posé,  je  dis  d’abord  que  l’énoncé  du  problème  admet 
deux  solutions  directes.  Pour  le  prouver,  remarquons  que 
l’équation  est  toujours  la  même,  soit  que  l’on  désigne  par  xla 
plus  grande  partie,  soit  quéx  représente  la  plus  petite;  ainsi, 
l’équation  résolue  ne  doit  pas  donner  l’une  plutôt  que  l’autre  ; 
elle  doit  donc  les  donner  toutes  les  deux  à la  fois. 

Autrement.  Les  deux  parties  cherchées  doivent  être  telles, 

' que  leur  somme  soit  égale  à p,  et  que  leur  produit  soit  égal 
à q.  Or,  ces  mêmes  relations  existent  entre  les  deux  racines  et 
les  coefliciens  de  l’équation  x*—px= — q,  ou  x‘ — px  + q=xo; 
donc,  les  parties  cherchées  sont  égales  aux  deux  racines  de 
cette  équation. 

Je  dis , en  second  lieu , que,  pour  que  le  problème  soit  pos- 
sible,  on  doit  avoir  ^ ^ 

Car,  quelles  que  soient  les  deux  parties  cherchées,  on  peut 
toujours  désigner  leur  différence  par  d-,  et  comme  leur  somme 
cstp,  on  aura,  en  vertu  du  théorème  (n°  4)i 

pour  la  plus  grande  partie  > ^ 


et  pour  la  petite. 


2 2 
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Efiectuaiit  le  produit  de  ces  deux  expressions , on  trouve 
P*  d*  ^ 

J~V 


quantité  essentiellement  moindre  quc^,  à moins  que  l’on  ne 

4 

suppose  les  deux  parties  égales;  auquel  cas,  ou  a d=  o,et  le 
produit  se  réduit 

11  est  donc  absurde  d’exiger  que  le  produit,  que  l’on  avait 
d’ailleurs  représenté  par  q,  soit  plus  grand  que^.  D’où  l’on 

peut  conclure  que,  toutes  les  fois  que  la  quantité  connue  est 
négative  dans  le  second  membre , mais  numériquement  plus 
grande  que  le  ^uarré  de  la  moitié  du  coefficient  du  second 
terme,  la  question  proposée  est  impossible. 

Remarque.  Il  résulte  encore  de  là  que  le  plus  grand  produit 
qu'on  puisse  obtenir^  en  décomposant  un  nombre  en  deux 
parties  J et  multipliant  ces  deux  parties  entre  elles,  est  le  carré 
de  la  moitié  du  nombre.  Car,  on  vient  de  voir  que  ce  produit 

peut  être  exfkrimé  par^; i , nombre  moindre  que  mais 

_ • 4 4 4 

qui  lui  devient  égal , lorsqu’on  suppose  d = o , ou  les  deux 
parties  égales. 


Examen  de  quelques  cas  particuliers. 


loi.  I®.  Si , lorsque  9 est  négatif , c'est-à-dire  lorsque  l’équa- 
tion est  de  la  forme  — q,  {p  étant  de  signe  quel- 


conque), on  suppose  q égal  à ^ , le  radical,  \/ ^ ~ «^es 
deux  valeurs  de  x,  devient  nul,  et  ces*  valeurs  se  réduisent 
l’une  et  l’autre  a x = — ^ ; on  dit  alors  que  les  deux  racines 
sont  égales. 

En  effet , si  l’on  remonte  à l’équation  , et  qu’on  y rem- 


if  *. 

b 

L " 


4t>0 
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|)Inrc  <7  par  ^ , elle  devient  jf+px~= — Ç,  d’où  l’on  tire 

• 4 4 


x*4-px  + ^ = o,  ou  =0,-- 


Dans  ce  Cas,  le  premier  membre  est  le  produit  de  deux 
/acteurs  égaux.  On  |K!ut  donc  dire  aussi  que  les  racines  de 
l’équation  sont  égales,  puisqu’alors  les  deux  facteurs  égalés  à 
téro,  donnent  la  niéuic  valeur  pour  x. 

a".  Si , dans  l’équation  générale  x'  px  = q , on  suppose 

q =r  O,  les  deux  valeurs  de  x se  réduisent  à x=='i-^  4-  ^ , 

O * «a  ^ 


^ 2 


OU  x = o, 


et  a 


x=-f. 

a 


'P 

â’ 


ou  X = , 


Eu  elTet,  l’équation  est  alors  de  la  forme  x*+  px  — o,  ou 
x(x+p)=  O,  équation  que  l’on  peut  véri6»,  soit  Cn  posant 
x=o,  soit  en  |K)saiit  x+p  = o,  d’où  x=  — p. 

3“.  Si,  dans  l’équation  générale  x*+px  = 9,  on  suppose 
P— O,  il  en  résulte  x'‘ -=zq , d’où  x—-±.^q-  c’est-à- 
rdirc  que,  dans  ce  cas,  les  deux  valeurs  de  x sont  égales  et  de 
signes  contraires^  réelles  si  q est  positif,  et  imaginaires  si  q 
est  négatif.  L’équation  rentre  alors  dans  la  classe  des  équations 
à deux  termes,  traitées  n®  ga.'  • 

4®.  Supposons  à la  fois  p=o,  q=o  \ l’équation  se  ré- 
duit à x''  = o,  et  donne  deux  valeurs  de  x égales  à o. 

102.  11  nous  reste  à examiner  un  cas  assez  singulier  qui  se 
rencontre  souvent  dans  la  résolution  des  problèmes  du  second 
degré. 

Pour  cela,  il  faut  reprendre  l’équation  ox’  + ix=c.  Cette 

, , —b±  v/ù'-|-4flc 

équation  résolue,  donne  x=  — . 

2Û 

Supposons  maintenaut,^quc,  d’après  une  hypothèse  particu- 
liiTe  faite  .sur  les  données  de  la  question,  on  ait  a = o; 


l'expression  dè  X devient  x=  d’où 

ir  o 


7.b 

o ’ 
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DE  l'Aquation  du  second  deorA.  i6i 

La  seconde  râleur  se  présente  sous  la  forme  de  l’infini^  et 
peut  être  regardée  comme  une  réponse,  si  toutefois  la  question 
proposée  est  susceptible  d’admettre  des  solutions  infinies  ^“71). 

Quant  à la  première  il  faut  tâcher  de  l’interpréter. 

D’abord,  si  l’on  remonte  à l’équatiou,  on  roit  que  l’hjpo- 
thèse 


[ = 0,  la  réduit  à bx  — c,  d’où  l’on  tire  x = 


b' 

expression  ^ie  et  déterminée ^ qui  doit  être  Regardée  comme 
représentant  la  vraie  râleur  de  - , dans  le  cas  qnl  nous  occupe. 

Mais  pour  ne  laisser  aucun  doute  à ce  sujet , reprenons  l’é- 
quation  ax*4-i-C— c,' 

I ^ ^ 

et  posons  ' x = -;  il  en  résulte 

= ou  bien,  <^y'-“by  — o=o 

* y y 


( en  chassant  les  dénominateurs  et  transposant  ). 

Cela  posé,  soit  a = o^  cette  dernière  équation  devient 

cy*  — by  = Of  et  donne  deux  râleurs,  y = o,  y==-. 
Substituant  ces  valeurs  dans  la  relation  x =:  <^,  on  en 

y 

déduit 


Si,  outre  l’hypothèse  de  ti=o,  on  a encore  b = o,  la 
valeur  ^ devient  clip- même  - ou  infinie. 

Et  en  effet,  l’équation  -eji* — by-~a~o  se  réduit,  dans 
cette  double  hypothèse,  à ey*=o,  équadqn  dont  les  deux 
valeurs  sont  égales  à o.  Ainsi,  les  valeurs  de  x correspondantes 
sont  toutes  les  tleux  infinies. 

Si  l’on  avait  à la  fois  a— ,ô,  b = o,  c=o,  l’équation 
proposée  deviendrait  tout-à-lliit  indéterminée.  ' 


■ 62  DiscnasioN 

Cett  le  seul  cas  d’indétermination  que  présente  l'équation  du 
second  degré.  " ^ 

Nous  allons  maintenant  appliquer  les  principes  de  cette  dis- 
cuss^  générale  à divers  problèmes  qui  donneront  lieu  à toutes 
les  circonstances  qu’on  rencontre  ordinairement  dans  les  pro- 
blèmes du  second  degré. 


FROBLÈSSB  DBS  LU^BRBS, 


-I- 


-I- 


-I- 


C'.’ 


io3.  Cinquième  problème.  Trouver  sur  la  ligne  qui  joint 
deux  lumières  Â et  B d'intensités  diffèrentét^  le  point  où  elles 
éclairent  également.  . , 

✓ On  suppose  connu  ce  principe  de  Physique,  que  les  in-\ 

I tensitis  d' une  mime  lumière  J à deux  distances  diff èrentes  t ] 
\so»t  en  raison  inverse  des  carrés  de  ces  distances.  J 

Solution.  Soient  a la  distance  AB  des  deux  lumières,  b l’ia- 
tensité  de  la  lumière  A,  à l’unité  de  distance,  c l’intensité  de  la 
lumière  B,  à la  même  distance.  Soit  C le  point  cherché *,  faisons 
AC  = x,  d’où  BC  = a — JT. 

Puisqu’en  vertu  du  priqeipe  de  Physique,  l’intensité  de  A,  à 
la  distance  i , étant  b , son  intensité  aux  distances  2,  3,4 

“»  ■ • • « s’ensuit  qu’à  la  distance  x,  elle  doit  être 

4 9 ‘O  r 

exprimée  par  a de  même,  pour  l’intensité  de  B,  à la  dis- 


tance a — X,  mais,  d’après  l’énoncé,  ces  deux  inten- 

ta X) 

sités  doivent  être  égales;  ainsi  l’on  a l’équation 
,^.'1  b c 

••  — X)*  ’ ' 

d’où  l’on  tire,  en  développant  et  réduisant, 

t , • , 

(ù  — c)  X*  •—  2abx  =»—  a*ù. 
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„ ....  , ob  / a'b^  a'b 

Cette  équation  tionnc  x = ^— ^±:  — j-ZT^  - 

ou  réduisant. 


a (i  ±:  ^hc) 


X = 


Cette  expression  se  simplifie,  si  l’on  observe,  i®.  que 
b zhy^bc  peut  se  mettre  sous  la  forme  '^b.  ^b  dtz^b. 
ou  ^b.(y/b  ±^c)\  2°.  que  b — c=(\/i)‘  — (^/c)*  = 

+ {^b  — V'c)'  Ainsi,  en  considérant  d’abord  le 

signe  supérieur  de  l’expression  ci-dessus,  on  a 

^~{yb-i-\/c)  {Ÿb  — y'c)~  ^b  — ï^c‘  ■ 

On  obtient  de  même  pour  la  seconde  valeur, 

a\/b(^\/b — \/c)  . _ a^b 

+ {yb  — \/c)'~  )/b  + Vc’ 

Au  reste,  ces  valeurs  simplifiées  pouvaient  s’obtenir  immédia- 
tement, d’après  l’équation  proposée.  £n  efifet,  l’équation 

b c , (c  — x)*  c 

X*  (a  — x)*  b , 

Or,  si  l’on  extrait  la  racine  carrée  des  deux  membres,  il  vient 

IZlf  — -f- . A — 

X \/b~\/b' 

d’où , cliassant  les  dénominateurs  et  transposant, 

a^b  — x\/ù  = dixj/’c;  donc,  x = . 

N.  B.  On  a d’abord  obtenu  les  valeurs  sous  une  forme  plus 
compliquée , parce  que  l’on  a résolu  l’équation  du  second  degré 
par  la  méthode  générale , qui  est  moins  simple  que  celle  qui 
vient  d’être  emplovée. 

Discutons  maintenant  les  deux  valeurs  simplifiées.  On  a 

1 !.. 
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^ a\/J> 

^ V^lr  V c’ 

ai/A 

^ V/A  — J/c’ 


d’où  l’on  tira 


a\/c 

a — K ■ — — 

\/b  + [/c’ 

— <iV/c 

a — X = — ; — . 

V/6  — v'c’ 


Soit  d'abord  b > c. 

- . ’ J a\/b 

La  pruukbk  vaUor  de  x^  —7 — ; — — 

^ • V°  + 


— , est  positive  et 


plus  petite  que  a , car 


Vb 


est  une  fraction;  ainsi 


Vb  + 

cette  valeur  donne  pour  le  point  également  éclairé,  un  point  G 
situé  entre  les  points  A et  B.  On  voit,  en  outre > que  le  point 
est  plus  voisin  de  B que  de  A;  car,  à cause  de  b'^c,  on  a 


^b-^'\/b,  ou  2^/6^  V^^  + V/c,  d’où 
a)/h 


Vb  ^ I 

ï ^ - Pt 

^b+y/c'^-i'  ® 


par  conséquent. 


--T 7 > Gela  doit  être  en  effet,  nuis- 

|/6-f  V/c  2 ’ * 


qu’on  suppo^l’întensité  de  A plus  forte  que  celle  de  B. 

La  valeur  de  a — x correspondante,  est  posi- 

tive et  plus  petite  que  comme  il  est  aisé  de  le  vérifier. 

a.\/b 


La  ^sboomse  vaixuh  de  x, 


Vb  - Vf 


, est  encore  posi- 


tive, mais  plus  grande  que  a;  car  on  a 


Vb 


> I.  Cetfe 


,|/ù  — t/c  ■ 

seconde  valeur  donne  donc  un  second  point  C'  situé  sur  le, pro- 
longement de  AB,  et  à la  droite  des  deux  lumières.  On  conçoit 
en  effet  que  les  deux  lumières  se  répandant  eu  tous  sens,  il  peut 
y avoir  sur  le  prolongement  de  AB  un  autre  point  egalement 
éclairé;  mais  ce  point  doit  étee  plus'voisiu  de  la  lumière  dont 
l’intensité  est  la'moins  forte.  » 

On  peut  reconnaître,  à posteriori ^ pourquoi  oes  dèux  valeurs 
sont  liées  par  la  même' équation.  Si,  au  lieu  de  prendre  AC  pour 
l’inconnue  x,  on  prend  AC';^  il  en  résulte  BC'  = x — a , ainsi 
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b c 

l’on  a l’équation  — or,  comme  {x — a)*  c*t  iden- 
tique arec  {a  — x)*,  la  nouvelle  équation  est  la  même  que  l’é-» 
quation  déjà  établie,  qui,  par  conséquent,  ne  doit  pas  plutôt 
donner  AC  que  AC'. 

La  seconde  valeur  de  a — x , -^-7^-  , est  négative  , 

ce  qui  doit  être,  puisque  l’on  a x]>  a;  mais,  en  changeant 
les  signes  de  l’équation  a — x = ^,  , on  trouve.... 

et  cette  valeur  de  x — a représente  la 


X — a: 


\/b  — V^c 
valeur’absolue  de  BC. 


Soit  b ^ c. 
à\/b 


La  rasMitnE  vauecr  de  x,  , est  toujours  positive, 

mais  plus  petite  que  - , puisque  Ion  a 


+ t/c  > V/A  + t/i  > 2 V/*. 
valeur  de  a — x correspondante , ou  positive 

et  plus  grande  que  -. 

Ainsi,  dans  l’bypothëse  que  l’on  considère,  le  point  C,  situé 
entre  les  points  A et  B , doit  être  plus  vQÎsin  de  A que  de  B. 


La  secohue  vaixub  de  x , 


ai/b  -^a\/b 

—77 — , ou  -T -r,  estes- 

\/b — \/c  l/c — \/b 

sentiellement  négative-  Pour  l’interpréter,  remontons  à l’équa- 

• • b C 

tion , qui  devient,  lorsqu’on  remplace  x par  — ^x...,  ^ 

Or,  a — X exprimant  d’abord  la  distance  de  B au  point  cberché, 
a-j-x  doit  maintenant  exprimer  cette  même  distance,  ce  qui 
exige  que  le  point  cherché  soit  à la  gauche  de  A,  en  C*,  par 
exemple.  Et  en  effet,  puisque  l’intensité  de  la  lumière  B est, 
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j>ar  hypothèse,  plus  forte  que  celle  de  A,  le  second  poiut  cher- 
ché doit  être  plus  voisin  de  Â que  de  B. 

* La  valeur  de  a — x correspondante , ^ ’ 

est  positive;  et  cela  tient  à ce  que,  x étant  négatif,  a — x ex- 
prime réellement  une  somme  arithmétique.  • 

Soit  b ==  c. 


Les  deux  premières  valeurs  de  x et  de  a — x se  réduisent  à 
ce  qui  donne  le  milieu  de  AB  pour  le  premier  point  égale- 
ment éclairé.^Cc  résultat  est  conforme  k l’hypothèse. 

Les  deux  autres  valeurs  se  réduisent  h - ^ - , ou  deviennent 

O 

infinies;  c’est-à-dire  que  le  second  point  également  éclairé  est 
situé  à une  distance  des  points  A et  B plus  grande  qu’aucune 
quantité  assignable.  Ce  résultat  répond  parfaitement  à l’hypo- 
thèse présente;  car,  si  l’on  suppose  que  la  différence  b—c,  sans 
être  tout- à-fait  nulle , soit  extrêmement  petite,  le  second  point 
également  éclairé,  existe,  mais  à une  distance  très  grande  des 


deux  bougies;  c’est  ce  qu’indique  l’expression  ■ 


a\/b 


- , dont  le 


\/b — |/c 

dénominateur  est  extrêmement  petit  par  rapport  au  numéra- 
teur. Et  lorsqu’on  suppose  enfin,  é = c ou  — V/cr=o  , le 
pdint  cherché  ne  peut  plus  exister,  ou  doit  se  trouver  situé  à 
une  distance  infinie. 

Observons , en  passant , que  dans  le  cas  de  6 = c , si  l’on  con- 
sidérait les  valeurs  non  simplifiées , 


__  a (é  -f-  V/  bc) 


et 


b — c 

la  première,  qui  correspond  à x 


a {b  — V/éc) 

b — c 

_ a\/b 


y b — v^c 


, deviendrait 


, et  la  seconde  qui  correspond  à x a=  , 


do- 


Digiti,-i  i by 


DE  QUELQUES  l’ROBL.iM£S  OU  SECOND  DEGIli.  167  ÿ. 

viendrait Mais  on  n’obtient -,  qu’à  cause  de  l’existence  d’un 

O - O 

facteur  commun , entre  les  deux  termes  de  la  valeur 

de  X."  {^Voyez  ce  qui  a été  dit  n®  7a.)  * 

Les  deux  termes  de  la  première  comprennent  bien  aussi  le  , - t • 

facteur  commun  l/i+\/c',  mais  en  le  supprimant,  on  trouve- 

a^b  . il  •,  ■ °Vb 

X = ^ , expression  qui  se  rcduit  encore  a ^ , dans 

l’hypôtbèse  de  6 = c.  _ , 

Soient  b = c et  a = o. 


Le  premier  système  des  valeurs  de  x et  de  a — x,  se  réduit 
à O.  et  le  second  système  à Ce  dernier  .caractère  est  ici 

’ . ■'  » • O 

le  symbole  de  V indétermination,  i car  si  l’on  remonte  à l’équa- 
tion dû  problème,  (b  — c)x*— aaàx  = — a’i  , elle  se  réduit 
dans  l’hypothèse  actuelle,  à o.x*— o.x==o,  équation  qui 
peut  être  satisfaite  par  un  nombre  quelconque  mis  pour  x. 
En  effet,  puisque  les  deux  bougies  ont  la  même  intensité  et 
sont  placées,  au  même  point , elles  doivent  éclairer  également 
chacun  des  points  de  la  ligne  AB. 

La  solution  o que  donne  le  premier  système,’ est  une  de  ces 
solutions,  en  nombre  infini,  dont  on  vient  de  parler. 


Soit  enfin  a = o , b étant  différent  de  c. 

Chacun  des  deux  systèmes  se  réduit  à o;  ce  qui  prouve 
qu’il  n’y  a,  dans  ce  cas,  qu’un  seul  point  également  éclairé, 
dest  celui  où  les  deux  bougies  sont  placées. 

L’équation  se  réduit  alors  à {b  — c)  ac®  = o , et  donne  les 
deux I valeurs  égales,  x = o,  x = o. 

La  discussion  précédente  offre  un  nouvel  exemple  de  la  • 
précision  avec  laquelle  l’Algèbre  répond  à toutes  les  circons- 
tances de  l’énoncé  d’un  problème. 

u>4-  Sixième  problème.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  la  . 
différence  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  A'et  h 
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soit  égaie  à un  nombre  donné  et  que  la  différence  de  leuri 
Carrés  soit  égale  à un  autre  nombre  donné  q. 

Solution.  Soient  x et  jr  les  nombres  cherchés'i  on  a éyi- 

denimcnt  les  deux  équations  / ^ *’ 

I **.—  >'*  = y ‘ ' 


, valeur  qiii , substituée 


De  la  première , on  tire  x 
dans  la  seconde,  donne 

donc 


és  d:  n g*  — q (a*  — é’) . 

^ a*  — A*  ' • 


ReporUnt  cette  valeur  dané  l’<»pi^ân  de  y,  on  trouve 


X ~ 


4’où 


■ _as±b\/ — éll  " ' j ■ ■ 

■ 'W^ 

(Il  est  nécessaire  d’observer  que,  dans  ces  valeius  de  y et 
de  X , les  deux  signes  supérieurs  se  correspondent,  ainsi  que  les 
signes  inférieurs.)  v 

Discussion.  Nous  supposerons,  dans  tout  ee  qui  va  suivre  , 
que  a,  b,  q,  g,  soient  des  nombres  absolus;  s’il  en  était  autre- 
ment, certains  termes  des  valeurs  de  x et  de  y ebangeraient 
de  signe,  et  il  faudrait  opérer  oes  cliangemens  avant  de  dis- 
cuter. 

■Soit  a b,  d’où  a*  — h*  positif. 


D’abord,  pour  que  les  deux  valeurs  de  x et  de  ^ soient 
l'éélles , il  faut  que  l’on  ait 

Sr(a*~A*)<g‘,  d'où  qC-^^. 

Supposons  cette  dernière  condition  remplie,  et  déterminons 
les  signes  dont  les  deux  systèmes  de  valeurs  sont  afieetés. 
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<75  + èV/j*  — (/  (a*  — A*) 

1 

L* ‘premier  systèhr  est 


a*  — A* 


bs  +a\/s*  — g (<i*  — A‘) 

^ a* — A* 


Les  deux  -râleurs  de  ce  système  sont  nécessairement  positives 
et  forment  par  conséquent  une  solution  directe  du  problème^, 

tel  qu’il  a été  établi.  

«J  — by's* — g (g*  — A*) 


X = ■ 


Le  sEcoMi  sy.stème  est 


a*  — A* 


As  — a V/ s*— «7  (a*— A*) 

?ZTÂï — • 


La  ^valeur  de  x ç^t  e^ntiellement  positive;  car  de  a > A on 
lire  as  ]>  As,  et  à fojrtiori,  as  )>  s‘  — q {a' — A’),  puisque 
le  radical  est.  plus  petit  que  s.  ‘ 

Quant  à celle  de 'y',  elle  peut  être  positive  ou  négative. 

Pour  qu’elle  soit  positive,  il  faut  que  l’on  ait  , _ . 

As  > a V^s*  — g (a”  A*)  ; 

d’où,  élevant  au  carré,  " b's*"^  a’s* — a*q(n’ — t 

ou , ajoutant  aux  deux  membres  a*g  (a*  — i*) , et  retranchant 

Av,  o*(7(fl*— A*)>i*(o*  — 6*). 

• . . ' j”’’- 

d’où,  en  divisant  par  a*  (a* — A*),  , . î > 

Ainsi , pour  que  le  second  système  soit  encore  une  solution 

réelle  et  directe , il  faut  que  l'on  ait  g <Ç  -^-,1  mais  q ^ , 

* r 4» 

c’est  à-dire  que  q soit  compris  entre  les  deux  nombres  — 

• V*'* 

s 

et  r,-  • • 

a*  — A* 

. *5*  • 

(Observons  en  passant,  que  la  condition  g > —^pouvait 

être  obtenue  plus  facilement , en  remontant  à l’équation  en  y. 
Cette  é<(uation  étant  (a*  — A*)  _y*  — 2bsy  = s‘  — a'q,  on  voit 
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ffue,  dans  l’hypolhcse  de  a > 6 , elle  est  de  la  forme. 

S* 

(n®  100)  qu’alors  les  deux,  racines  sont  à la  fois  positives.  ) 

S* 

Si  l’on  avait  au  contraire  q <•  — , auquel  cas  on  aurait. 


<7  » si  l’on  a ■ a*<7  > f*  ou  et  l’on  sait 


à* plus  forte  raison,  q <[  — — — Ja  valeur  de  y du  second 

système  serait  négative;  et  ce  système  (abstraction  faite  du 
signe  pour  y ) ne  serait  plus  une  solution  du  problème,  tel 
qu il  a été  établi,  mais  bien  de  celui  dont  les  équations  se- 

. r ax  + 6y  = s 1 . " 

j ^ ^ y% 9 J ’ diflërerait  dn  problème 

qu’en  ce  que  s exprimerait  une  somme  ay  lieu  d’un*  diÿè- 
reuce. 

Ainsi,  dans  le  cas  de  a ^ 6 , le  problème  admet  deux  solu- 
tions réelles  et  directes,  toutes  les  fois  que  l’on  a 

V,  s*  ^1* 

q>-„  mais 

et  elle  n’en  admet  qu’une  seule,  si  l’on  a O < — • 

• . ’ a* 

En  prenant  pour  a,h  , s,  des  nombres  absolus  quelconques, 
jKiurvu  toutefois  que  a soit>  6,et  choisissant  ensuite  pour  q un 

5*  5* 

nombre  compris  entre  les  deux  limites  — et r-i  on  sera 

a*  a®  — è* 

certain  d’obtenir  deux  solutions  directes. 

Soient,  par  exemple',  a=6,  i = 4>  s=i5,  d’où  l’on 
déduit  < 

aa5 - I • *®  225  i 

. a‘~  36  ~ 4’  JCTï;— " 4* 

Ou  poui  ra  supposer  10,  par  exemple,  et  il  viendra 
6 X i5  ± 4 225  — 20  X 10  QO  ± 20  II  n 

x= : =3 = — et  -, 

20  20  2 2 


. 4 X »5  ±;.6 22-5  — 20  X lo 60  dr  3o  _ ^ .1  ^ 


20 


20 
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Les  solutions  x = — , y = - z = -,  J’=^,  forment 

cviücmmcnl  deux  solutions  direotes  des  équations^ 

6x  — 4y=i5, 
xf— y = io. 

Mais  si  l’on  supposait  a = 6,  b = , s = i5,  q = 5,  il  secait 
facile  de  reconnaître  que  des  deux  systèmes,  le  premier  seul 
donnerait  une  solution  directe. 

Cas  particuliers  qui  se  rapportent  à l’hypothèse  o2r  a ^ b. 


Soit  a = — 

* rt» 


— 6*’ 


d’on  q (a*  — b*)  =s*. 


Les  deux  systèmes  de  valeurs  de  x et  de  y'  se  réduisent  à 

X = , y — Ainsi, dans  cette  hypothèse,  il  n’y 

a qu’une  solution  du  problème,  et  elle  est  directe. 

1 s* 

Soit  encore  q = — ; d’où  s*  = o’q  et  s = a \/q. 


a' 

le  premier  système  devient 


le  second. 


fls+ùy/ù*q  Q*  + ù*  , 

a*— ù> 

bs  + a\/b'q  zab  , 

as  — b\/b*q  , 

» — 

bs  — a \/b'q 

y = — - = O. 

' • a’  — b' 

Et  en  effet,  supposons  s*^d‘q  dans  l’équation  en_y;  elle  sc 
réduit  à (a*  — b*)  — zbsy=o,  d’où  l’on  déduit  _y  = o, 

zbs  zab  , n ■ , 

y — __  (,%'V^'  Reportons  chacune  de  ces  va- 
leurs dans  X = ^ ^ ; il  en  résulte 

a 

s * a‘  + b^  , 

x=-  = i/q,  x=-^.V/q. 
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* Soà  maintenant  a b;  dfoù  a*  *—  b’  négatif. 

Ixis  expressions  de  r et  .de  y peuvent  se  mettre  sous  la  forme 


— as'Sizb  ■+•  q {b^  — a*) 

* = 

— bs  ^2  a \/ s‘  + q (b'  — o*) 

V-a- — 

t,  > s • ••  ' - 

Ces  vnlenrs  sont  toutes  réelles,  puisque  la* quantité  sous  le  ra- 
dical est  essenlielleinent  positire.  ' 

Quant  aux  signes , la  première  valeur  de  x est  essentiellement 
négative , et  il  en  est  de'  même  de  la  première  valeur  de  Ainsi 
ces  valeurs,  abstraction  faite  de  leur  signe,  répondent,  non  aux 
équat^ns  proposées,  mais  aux  équations  by-^^x=s,  X* — y'^q, 
dans  la  première  desquelles  l’ordre  de  la  différence  entre  les  pro- 
duits ax  Cf  by  est  renversé. 

La  seconde  valeur  de  x est  nécessairement  positive  ; car  tle 
/>  >■  (7 , on  déduit  b\/s^  -j-  q {b'‘  — a*  ]>  puisque  le  radi- 
cal est  numériquement  plus  grand  que  s.  > 

Mais  la  seconde  valeur  de^  n’est  pas  toujours  positive.  Pour 
qu’elle  le  soit,  il  faut  qu’on  ait  la  relation 

O l/s*  -f-  q (6‘  — a*)  > bs, 

d’où , élevant  au  carré. . . . «*s*  -f-  a*q  (b*  — a*)  > i V, 
ou,  transposant  a’s* a’q  (i*  — a*)>  (i* — a*) s’. 


et  divisant  par  a*  (b*  — a“) .... 


En  donnant  à a,  b,  s,  q des  valeurs  particulières,  telles  que 

J* 

l’on  ait  t > fl  et  q > — , le  problème  sera  encore  susceptible 
d’une  solution  directe. 

Soit  enfin  a=b;  d’où,  a*  — b*=o. 

Le  premier  système  de  valeurs  devient,  dans  cette  hypothèse , 
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..3 


aas 


et  le  second , 


O 

o’ 


Mais  si  l’on'remontc  à l’équation  (a* — — îisy=s’— a’y  , 
qui , lorsqu’on  fait  a = b,  se  réduit  à — 2aay=s’ — c'y  , 

on  en  déduit ' . . » \-=^-2. — 


et  l’expression  de  x en^,  x 4=  ^ 


donne  x\ 


uas 

a'1  + x' 


COn  parviendrait  aux  œcmes  résullals  en  imitant  le  procédé 
suivi  n^'iDa,  c’est-à-dire  en  faisant  dans  l’équation  eu  y. 


J'  — 

Z ' 


^ Pour  que  la  solution  x 
reçu  J il  faut  qu’on  ait 


«’n-f-s*  a'‘q  — s’  . 

» y = — 1 sou  dt- 

. aos  20»- 


Ÿ > — • 
' a‘ 


Dts  Tratisforinalions  qi^on  peut  faire  subir  aux  frugalités. 

idS.  Dans  le  cours  de  la  d^ktssion  des  deux  problèmes  pré- 
cédens,  nous  avons  eu  occasion  de  poser  plusieurs  inègaliiésj 
et  nous  avons  exécuté  sur  elles  Ses  transformations  analogues  à 
celles-^u’oh  esccule  sur  les  égalités.  C’est  en  effet  ce  qu’on  est 
souvent  obligé  de  faire,  lorsqu’en  discutant  un  problème,  on* 
vent  établir  entre  les  données  les  relations  nécessaires  pour.quc 
le  problème  soit  susceptible  d’ui^  lolution  directe  ou  du  moins 
réelle,  et  fixer,  à l’aide  de  ces  relations,  les  limites  entre  les- 
quelles doivent  se  trouver^ les  valeurs  particulières  dp  certaines 
données, pour  que  l’énonce  tombe  dans  telle  ou  telle  circons- 
tance. Or,  quoi([UC  les  principes  établis  pour  les  équations 
soient  en  général  applicables  aux  inégalités,  il  j a néanmoins 
quelques  exceptions  dont  il  est  nécessaire  de  parler , abn  de 
mettre  les  commençans  en  garde  coàlre  des  erreurs  qu’ils  pour- 
raient commettre , en  faisant  usage  dos  signes  d’inégalité.  Ces 
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1^4  TRÀNSFOnMATIONS 

expressions  proviennent  de  l’introduction  t\cs  expressiens  néga- 
tive» comme  quantités,  dans  les  calculs. 

Pour  plus  de  clarté,  nous  allons  passer  en  revue  les  diverses 
transformations  que  l’on  peut  avoir  à faire  subir  aux  in^alités, 
en  ayant  soin  de  faire  ressortir  les  exceptions  dont  ces  transfor- 
mations sont  su.sceptib1cs. 

Transformation  par  addition  et  sodstraction.  On  peut, 
sans  aucune  exception,  ajouter  aux  deux  membres  d'une  inéga- 
lité quelconque,  ou  en  retrancher  une  même  quantité;  V inéga- 
lité subsiste  toujours  dans  le  même  sens. 

Ainsi , soit  8>3;  on  a encore  8 -4-5>  3 -f  5,  et  8 — 5>  3 — 5, 
Soit  de  même  — 3 < — a;  on  a encore  — 3 + 6<;  — 2-|-6, 
et  — 3 — 6<;  — 2 — 6.  Ceci  est  évident,  d’après  ce  qui  a été 
dit  (n“  63). 

Ce  principe  sert,  comme  dans  les  équations,  à transposer 
certains  termes  d’un  membre  de  l’inégalité  dans  l’autre;  soit, 
par  exemple,  l’inégalité  a*  -f-  é*  > 3i*  — an*;  il  en  résulte 
n*  -4-  an’  > 3 é’  — 6’,  ou  3a’  ^ ai’. 

On  peut,  sans  exception,  ajouter  membre  à membre  deux 
ou  plusieurs  inégalités  établies  dans  le  même  seris,  et  l'inégalité 
résultante  subsiste  dans  le  mime  sens  que  les  proposées.  Ainsi 
de  n>i,  c>d,  e>/.. , il  ré^tc  n-f-c-f-e>.i-+-d-fy. 

Mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même,  si  l'on  soustrait 
membre  à membre  deux  ou  pfusieurs  inégalités  étaldies  dans 
le  mime  sens. 

• Soient  les  inégalités  4 < 7 et  a < 3 ;-on  a bien  4— a,  ou 
2 < 7 — 3,  ou  4- 

Mais  soient  les  inégalités  T) < lo  et  6<  8;  il  vient,  par  la 
soustraction  ,9  — 6,  ou  3 > 10  — 8,  ou  2. 

On  doi^  donc  éviter  autant  que  possible  cette  transforma- 
tion , ou , lorsqu’on  l’emploie , s’assurer  dans  quel  sens  l’inéga- 
lité résultante  existe. 

Transformation  par  multiplication  et  division.  On  peut 
multiplier  les  deux  membres  d'une  inéjgalité  par  un  nombre  po- 
sitif ou  absolu,  et  l'inégalité  résultante  subsiste  dans  le  même 
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Ainsi  de  a 6 , on  tire  3a  36  •,  de  — a — b , on  dé- 
duit — 3«  <^  — 36. 

Ce  principe  sert  à faire  disparaître  les  dénominateurs 
Que  4’on  ait  l’iiiégalité  ~ 
multipliant  les  deux  membres  par  6ad  , 


C*  ' (î^  , 

> — 5 ; on  en  déduit,  en 

ia 


3a  (a*  — 6“)  > 2d  (c*  — d*). 

Même  principe  pour  la  division. 

Mais  lorsqu’on  multiplie  où  divise  Us  deux  membres  d’une 
inégalité  par  une  quantité  négative j V inégalité  existe  en  sens 
contraire.  * 

'^Soit,  par  exemple,  8^>  7;  en  multipliant  les  deux  membres 
par  — 3 , on  a , au  contraire,  — a4  < — 21. 

8 ^ >7 

De  même,  8>  7 donne  ou  — — 3‘ 

Ainsi,  lorsqu’on  multiplie  ou  divise  les  deux  membres  d’une 
inégalité,  par  un  nombre  exprimé  algébriquement , il  faut  s’as- 
surer si  le  multiplicateur  QU  le  diviseur  n’est  pas  négatif;  car, 
dans  ce  dernier  cas , l’inégalité  existerait  dans  un  sens  contraire. 
Dans  le  problème  du  n°  io4  , de  l’inégalité 

a*7  (a*  — 6“)^  «*  (a* , 

s* 

on  a pu  déduire  y > en  divisant  par  a’ (a’ — 6‘),  parce  que 

l’on  avait  supposé  a > 6 ,ou<i*  — 6*  positif. 

Il  n’est  pas  permis  de  changer  les  signes  des  deux  membres 
d’une  inégalité  J à moins  qu’on  n’établisse  l’inégalité  résultante 
en  sens  contraire;  car  cette  tran.'brmalion  revient  évidemment 
à multiplier  Us  deux  membres  par  — i . 

TRANSSOnMATiON  PAR  ÉLÉVATION  AU  carbé.  0«  peut  éUvsr 
au  carré  Us  deux  membres  d’une  inégalité  entre  des  nombres 
absolus^  et  l’inégalité  subsistera  dans  U même  sens. 

Ainsi,  de  5]>  3 , on  déduit  a5  > 9;  de  a + 6 > c,  on  lire 

« + 


I 


\ 
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Mais  «t  les  deux  membres  de  l’ inégalité  sont  de  signes  qiiekon- 
quesyon  ne  peut  pas  assurer  d'avance  dans  quel.setpt  l' inégalité 
résultante  subsistera.  ' 

Par  exemple,  — a <3  donne  ( — a)*  ou  4<Ü9;*mais  — 3^  — 5 
donne , au  contraire , ( — 3)*  ou  9 ( — 5)*  a5. 

On  Holt  donc,  arant  d’élever  au  carré,  s’assurer  si  les  deux 
membres  peuvent  être  regardés  comme  des  nombres  absolus. 

Tran'sfübmation  par  extraction  de  racine  carrée.  On  peut 
extraire  la  racine  carrée  des  deux  membres  d'une  inégtfiité  entre 
des  nombres  absolus ^ et  'l'inégalité  subsiste  dans  le  mime  senSj 
entre  les  valeurs  numériques  de  ces  racines  carrées. 

‘Observons  d’abord  qu’on  ne  peut  proposer  d’extraire  la 
racine  carrée  des  deux  membres  d’une  inégalité , ([a’autant 
qu'ils  sont  essentiellement  positifs;  car  autrement,  on  serait 
conduit  a des  expressions  imaginaires,  qu’on  ne  pourrait  com- 
parer. f . 

Mais  que  l’on  ait  g<[d5',  ontSh  déduit  ou  3 <^V^a5  ou  5. 
De  a*'^b^,  on  déduit  a'^b',  si  a et  & expriment  des  nom- 
bres absolus.  ‘ . * " ' 

vDe  même,  l’inégalité  a*>  (c  — by  donne  a > c—  si  l’on 
sbpposedéjà  c plus  grm^  que  b-,  et  6-^c,  si,  au  contraire, 
À est  plus  grand  que e.;‘  - , 

En  un  mot,  lorsque4es  deu^membres  d’une  inégalité  sont 
composés  de  termes  ^ditifs  et  de  termes  soustractils,  on  doit 
avoir  soin  d'écrire, ^pour  là' racine  carrée' de  chaque  membre, 
un  polynôme  dans  lequel  les  soustractions  soient  possibles. 


106.  Voici  les  énoncés  de  nouvéaux  pndslëmes:  ' 

Septième  problème.  Deux  marchands  vendent  chacun  d’une 
même  étoffe;  le  second  en  vend  3 aunes  de  pins  que  le  premier, 
el  ils  en  retirent  ensemble  35  écus.  Le  premier  dit  au  wcond  : 
J'aurais  retiré  de  votre  étoffe  24  écus;  l’autre  répaud\i^t  moi 
j'auéais  retiré  de  la  vôtre  12  écus  ComÔjlèrtd'eqiiM-Wit-ils 
vendu  chadti^  - T ^ . ' 

è'  y 

' 1*' marchand  a;=i5  , . x=5\ 

2' ,k=.8  .r  = 8> 
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V Huitième  prolilèiné.  Un  négociant  àoit  un  bilUt  dt  6240  /'’• 
payable  dùns  8 mois,  et  un  autre  billet  de  ^G3?.  fr.  payable 
dans  9 mois.  Il  retii-e  ces  deux  bolets,  et  remet  à leur  place  un 
billet  de  1 4^156  fr.  payable  dans  'Un  qn.  On  deniande  le  taux  de 

l’intérêt.  (^ép,  i o fr.  33  c.  pour' -J  j>ar  àn'.^ 

Keuvicfuc  problcinc.  Une  personne  possède  i3ooo  fr.,  qu’elle 
partage  en  deux  portions  placées  en  iiUèrétj  de  manière  qu’elle 
en  retire  des  retenus  égauXi-Si  elle  faisait  valoir  ta  preiniète 
portion  sur  le  même  pÿed  que  la  seconde,  elfe  retirerait  pour 
cette  partie  36o  fr.  d’ intérêt;  et  si  elle  faisait  vaf/ir  la  teconde 
portioTv-au  même  taux'^que  la  première,  êtfa^  retirerait  fr. 
d’intérêt.  On  demande  tes  deux  tanx  d'inlérétf  (B.«5p.  7 Cl  G.) 

N.  D.  L’cquation  île  ce  prol»!Jîinc*pcut  être  rüs*Vliic  plus*»im- 
plemenl  que  par  la  ructbotle  É^néralç.  * 

Dixième  problcmô.  Troiti'ér  deux  rectangles  dont  on  connaît 
la  somme  q des  surfa&a,  la  somme  a des  bases,  et  dont  on  con- 
nait  les  surfaces  p et^\>,  quand  à la  fuse  de  chacun  d’eux,  on 
donne  la  hauteur  de  l’autre,  c’est-à-dire  quand  on , alterne  les 
hauteurs} 

Résoiuirc  et  discuter  cç  problème. 

(Rèp.  Base  du  premier,’ 

Onzième  problème.  Partager  deux  nombres  a et  hyl’uifi  et 
l’autre^  en  deux  parties,  de  manière  que  le  produit  d’une  partie 
de  a par  une  partie  de  b,  soit  égal  « un  nombre  dofwi  p,  et  que 
le  produit^  des  parties  restantes.de  a et  b soit  aussi  égal  à un 
nombre  donné  p'*,?  Ri^i^c  et  discuter  ce  problème. 

Douzième  problème.  Trouver  nu  nombre  tel-,  que  son  carré 
soit  an  produit  des  différences  enlii  ce  nomirt  et  deux  autres' 
nombrfs  doAiiés  a ef  h, dans  Un  rapport  connu,  p i q?  Résoudre 
et  discuter  eff  problème., . 

Nous  rccb'nimandons  ce  dernier  probfème  aux  cIctc*»,  non- 
seulement,  parce  que  sa  disC^ission  oOrc  de  nouTellc.s  appliccr 
lions  des  principes  sur  le’ibiégalilês,  mais  encore  parce  que  les 


I -8  Ql'ESTIONS 

formules  auxquelles  on  parvient  renferment  implicitement  les 
solutions  d’une  foule  de  questions  analogues,  dont  les  énoncés 
ne  dilicrent  que  par  le  sens  de  certaines  conditions. 

Qudslions  de  maxim»  et  minimis.  Propriétés  des  Trinômes  du 
second  degré. 

107.  Il  est  une  certaine  classe  de  problèmes  qui  se  rap- 
portent à la  théorie  des  équations  du  second  degré,  et  qu’on 
rencontre  souvent  dans  l’application  de  l’Algèbre  à la  Géo- 
métrie. Ces  questions  ont  pour  objet  de  déterminer  la  plus 
grande  ou  la  plus  petite  valeur  que  puisse  receivif  le  ré- 
sultat de  certaines  opérations  arithmétiques  effectuées  sur  des 
nonûftes. 

iioit  proposée  cette  première  question  un.  nombre 

donné  2a  en  deux  parties,  dçnt  le  produit  soit  le  plus  grand 
possible,  ou  un  maximum. 

Désignons  par  x l’une  des  parties,  l’autre  sera  2a — x,  et 
leur  produit,  x{ia  — x).  Si  l’on  donne  à x différentes  va- 
leurs, ce  produit  passera  par  différeus  états  de  grandeur,  et 
il  s’agit  d’assigner  à x la  valeur  qui  doit  rendre  ce  produit 
le  plus  grand  possible. 

Désignons  par_y  ce  plus  grand  produit,  dont  la  valeur  est  in- 
connue pour  le  moment;  on  aura,  d’après  l’énoncé,  l’équation 

X (2fl  — x)  = y. 

Regardant  d’abord comme  connu,  et  tirant  de  cette  équa- 
tion la  valeur  de  x,  on  trouve  x=a  :tz\/a*  — y. 

Or,  ce  résultat  fait  voir  que  les  deux  valeurs  de  x ne  peuvent 
être  réelles, qu’autant  que  l’on  aura  yC^a*,  ou,  tout  au  plus,’ 
y =a*;  d’où  l’on  peut  conclure  que  la  plus  grande  valeur  que 
puisse  recevoir  _y  ou  le  produit  des  doux  parliesy^  est  a*.  Mais  si 
l’on  faitj’=o’,  il  en  résulte  x = a. 

Ainsi,  pour  obtenir  le  plus  grand  produit,  il  faut  diviser  U 
nombre  donné  xa  en  deux  parties  égales,  et  le  maximu.m  quon 

• 
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obtient  est  le  carri  de  la  moitii  du  nombre,  résultat  auquel  on 
est  déjà  parvenu  par  un  autre  moyen  (n°  loo). 

Solution  plus  simple.  Appelons  ix  la  diSerence  qui  existe 
entre  les  deux  parties;  puisque  leur  somme  est  déjà  exprimée 
par  aa  , la  plus  grande  de  ces  parties  sera  (n”  4)  représentée  par 

, ou  a-f-x,  la  plus  petite  para — x,  et  l’on  aura  pour 


l’équation,  (a -f- x)  (a  — x)=j',  ou,  eOectuant  les  calculs, 
n*  — X*  =y  ; d’où  x — ±y^ — y. 


Pour  que  celte  valeur  de  x soit  réelle,  il  faut  que^  soit  tout 
au  plus  égal  à a*  ; et  en  faisant  y = a\  on  obtient  x = o,  ce 
qui  prouve  çue  les  deux- parties  doivent  être  égales. 

Cette  solution  a l’avantage  de  conduire  à une  éqnation  du 
second  degré  à deux  termes: 

io8.  N.  B.  Dans  les  équations  x(9.a  — x)z=.y^  et 

(a  + x)  (a  — x)  =y , établies  ci-tlessus,  la  quantité  x est  ce 
qu’on  appelle  une  variable,  et  l'expression  x(aa  — x)  ou 
(a  + x)  (a  — x),  est  dite  une  certaine  ponction  de  la  va- 
riable. Cette  fonction,  représentée  par  est  elle-mémc  une 
autre  variable,  dont  la  valeur  dépend  de  celle  qu’on  attribue  à 
la  première.  C’est  pour  cela  que  les  analystes  désignent  quel- 
quefois celle-ci  sous  le  nom  do  variable  indèpéndante,  tandis 
que  la  seconde,  ou  y,  reçoit  des  valcors  dépendantes  de  celles 
qu’on  attribue  à x. 

En  résolvant  les  deux  équations  x(aa  — x)  ■=. y,  et.... 
(a  -f-  x)(a  — x)  =y,  par  rapport  à x,  ce  qui  donne 


et 


:=  — 


y> 


on  peut  regarder  , à son  tour,  y comme  une  variable  indé- 
pendante, et  X comme  une  certaine  fonction  de  cette  va- 
riable. 


I ôg.  Proposons-nous,  pour  seconde  question,  de  diviser  un 
nombre  2a  en  deux  parties  telles,  que  la  sommé  des  racines  car- 
rées de  cei  (feux  parties  soit  un  maximum. 


i-i 


« 

f- 


. é 

• ' V ' 


OP 

s 

i • 


> ■ 


12.. 


,8o  QUESTION* 

A|.p<;lonsx‘  l’une  «les  parties,  ^a  — x^  sera  l’autre  partie, 
cl  la  somme  tic  leurs  racines  carrées  aura  i>our  expression 

X +y'^a x*j  c’est  celte  expression  dont  il  faut  ilélormincr 

le  maximum. 

Posons  x + V^2rt— i’  = y- 

Pour  rcsomlre  celte  c«iualion,  il  faut  chasser  le  radical.  Ou 
a d’abord  , en  transpos.ani  le  terme  x dans  le  second  membre < 

\/aa  — x'=y  — x, 

d’où,  élevant  au  carré,  ■ia—x*=y'  axj  + x*,  ^ 

ou , ordonnant  par  rapport  i x , a x?  aj'x  =20  y' , 

V . “ / y*  . — y* 

équation  «l’où  l’on  lire  .c  = ^ * 

J J.  >.* 

ou  simplifiant , * ~ a “ 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x soient  réelles , il  faut  que  yt 
soit  tout  au  plus  CRal  à ; donc  2 V'fl  «»l  la  plus  grande  valeur 

que  puisse  rcccYoir 

Mais  si  l’on  lait^  = 2V/n,  il  en  rcsullc  x=\/a,d’où  l’ou 
déduit  x*=:a  et  2ü  — x*=a. 

Ainsi,  le  nombre  donné  aa  doii  êlré  diai»è  en  deux  parties 
égales,  pour  que  la  somme  des  racines  carrées  de  ces  deux 
parties  soit  un  maximum.  Ce  maximum  est  d’ailleurs  égal  à 
2\/a. 

Soit,  par  exemple,  7a  le  nombre  proposé;  011  a 72=  36+  36; 
,1'oii  *^36+1/36=12;  c’est  le  maximum,  de*  valeurs  qu’on 
puisse  obtenir  pour  la  somme  des  racines  carrées  des  deux 
parties  de  72. 

Et  en  eflel,  décomposons  72  en  G;{  + 8/;  on  a \/64  — 8, 
V 8 = 2 + une  fracl.  ; d’où  V'6V+ 1/8  ==  ' o + une  fract.  ; 
Soit  encore  ; on  a p''4ç)=7,  fract. , 

donc  y/49 + V 23  — M + une  fract.  ' ' '■ 
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Considérons , pour  3*  exemple , l’expression  « ^u,’U 

s’agit  de  rendre  un  minimum  (m  étant  supposé^  n) 

Posons  f ■"*"  ? ■ = y ; <l’où  — "*)  y '> 

on  en  déduit  x = ± (m’ — n*)’y — 4oi*n* . 

Or,  pour  que  les  denx  valwirs  de  x,  correspondantes  à une  va- 
leur de  V,  soient  réelles,  il  faut  évidemment  que  (m*  — n*)*y* 
soit  au  mtins  égal  à ^m*n*,  et , par  conséquent , qû®  ^ soit  an 

moins  éjzal  a Ainsi, est  le  rtifniriium  îles  va- 

^ m* — R’  m‘-^n* 

leurs  que  puisse  recevoir  la  fonction  y. 

Mais  si  l’on  fait  y—  — , dans  rexpressiou  de  x , le 

radical  disparaît,  et  la  valeur  de  x devient 


X 


— — X 

zm 


zmn 

m*  — R* 


n 

m' 


Celte  valeur,  x = ^ , est  donc  celle  qui  rend  l’expression 
proposée  un  minimum. 

1 10.  Ces  exemples  suffisent  pour  mettre  au  fait  delà  marche 
qu’il  faut  suivre  dans  la  résolution  de  ces  sortes  de  questions. 

Après  awir  formé  V expression  algébrique  de  la  quantité 
susceptible  de  devenir,  soit  un  maximum,  soit  un  minimum, 
on  l'égale  à une  lettre  quelconque  y.  Si  l’équation  que  l’on 
obtient  ainsi  est  du  second  degré  en  x désignant  la  quang- 
tité  variable  qui  entre  dans  l’expression  algébrique),  on  la 
résout  par  rapport  à x ; puis  on  égale  à zéro  la  quantité  sou- 
mise au  radical,  et  l’on  tire  de  celte  dernière  équation  une 
valeur  de  y , qui  représente  alors  U maximum  ou  le  minimum 
cherché.  Substituant  enfin  cette  'Valeur  de  y dans  l'expression 
de  X,  on  a la  valeur  de  cette  dernière  variable,  propre  <i  sa- 
tisfaire à l’énoncé. 
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N.  B.  yil  orriTait  que  la  quantité  sous  le  ra<lical  restât  essen- 
tiellement positive,  quelle  que  fût  la  valeur  <le  y,  on  en  conclu- 
rait que  l’expression  proposée  pourrait  passer  par  ious  Us  étal» 
de  grandeur  possibUs^  en  d’autres  termes , qu’elle  aurait  l’infini 
pour  MAXIMUM , et  o pour  minimum. 


Soit,  pour  nouvel  exemple,  l’expression 


4 JT*  df-  — 3_ 


on 


6(2X-f-l) 

demande  si  cette  expression  est  susceptible  d’un  maximum  ou 
d’un  minimum  ? 


Posons 


4x*-f-4^;  — 3 


Il  en  résulte  l’équation  4*^  — + 

l’on  déduit  X = — î ^2  W^9J>'*'4"4'  quelque  valeur 

qu’on  donne  à _y,  la  quantité  sous  le  radical  sera  toujours  posi- 
tive. Ainsi,  y ou  l’expression  proposée  peut  passer  par  tous  les 
états  de  grandeur. 

Dans  les  exemples  précédens , la  quantité  sous  le  radical  de 
la  valeur  de  * ne  renfermait  (jue  deux  parties,  l’une  alFcctée 
de  ou  dey*,  et  l’autre  toute  connue,  et  il  a été  facile  d’oli- 
tenir  le  maximum  ou  le  minimum  dont  la  fonction  était 
susceptible.  Mais  il  peut  arriver  que  la  quantité  soumise 
au  radical  soit  un  trinôme  du  second  degré  de  la  forme. . . 

Dans  ce  cas,  la  question  devient  plus  diffi- 
cile, et  pour  mettre  ep  état  de  la  résoudre  complètement,  il 
est  nécessaire  de  démontrer  plusieurs  propriétés  relatives  à 
ces  trinômes. 


Propriétés  des  trinômes  du  second  degré. 

III.  On  appelle  trinôme  du  second  degré,  toute  expression 
algébrique  qui  peut  être  ramenée  à la  fàrme  my*-|-iiy-f-p  , 
m,  net  P étant  des  quantités  connues  de  signes  quelconques, y 
désignant  d’ailleurs  une  variabU,  c’est-à-dire  une  quantité  que 
l’on  fait  passer  par  diiTérens  états  de  grandeur. 
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Ainsi,  ^y*—5y  + 

{a  — 6 + 2c)_y* -J- 4^’_y — aac*+3a*b,  ^ 

sont  dits  des  trinômes- du  second  degré  en  y. 

^ l’on  égale  à o le  trinôme  mj'*+ny+p,  ce  qui  donne  < 

■(  . 

n»y+«^+p  = o,  d’où  y = — — 4m/>, 

on  peut  faire  trois  hypothèses  principales,  par  rapport  à la 
nature  des  valeurs  de  y qu’on  vient  d’obtenir. 

On  peut  avoir  n* — ^mp^o,  ou  posit^;  dans  ce  cas,  les 
deux  racines  sont  rètlles  et  inégales  de  signes  quelconques."  t 

Ou  bien,  n* — ^mpz::s^o,  auquel  cas  les  deux  racines  sont 
réelles  égales . v ~:  - * 

On  bien  enfin,  n*  = 4'^P*C^>  négatif;  alors  les  deux 
racines  sont  imaginaires.  . ' , 

Cela  posé,  voici  les  propriétés  relatives  à ces  difierens  cas  : 
Premièrement.  Toutes  les  fois  qu’un  trinôme  du  second 
degré  est  tel  qu’en  l’égalant  à o , et  résolvant  l’équation  qui  en 
résulte , on  obtient  deux  racines  réelles  et  inégales, tou/r 
( positive  ou  négative  ) comprise  entré  les  deux  racineSj  et 
substituée  à la  place  de  y dans  le  trinôme,  donne  nécessài- 
rement  un  résultat  de  signe  contraire  à celui  dont  le  coeffi- 
cient de  y*  est  affecté;  mais  toute  quantité  non  comprise  entre 
les  deux  racines  et  substituée  à la  place  de  y,,  donne  un  ré- 
sultat de  ntéme  signe  que  le  coefficient  de  y*. 

En  effet,  désignons  par^ et les  deux  racines  (supposées 

réelles)  de  l’équation  my*-t-ny-f-p=o, 

ou  . 

Le  premier  membre  m + — y + peut  ( n“  98  ) se 
mettre  sous  la  forme  m(  J' — y')  (.y — _y').  Ainsi  l’ou  a ‘ * 

' my'*  + nj'+P  = m(y— yXj'— J'O» 

quelque  valeur  qu’on  donne  ixy. 


t 
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Cela  posé,  suit  a une  quautilé  conipi  lsc  eu  Ire  y et  j-',  c’est- 
à-dli-e  telle  que  l’on  ait<»]>  ou<y,  mais  <»  <Cou>’y , il  en 
résulte  a — y > ou  o,  luais  — ^"<^ou>o;  d’où  l’on 
voit  que  les  i'actours  <t  — y , y" , sont  de  signe»  con- 
traires; ainsi  leur  j.i  oduit,  (* — v”  ),  est  négatif. 

Donc,  m(« — y')  {«  ~~y'")i  ou  sa  valeur  , est  de 

signe  contraire  à celui  dont  m cst  aHéclé. 

Si , au  contraire  , on  suppose  en  meme  temps  ou  <;  y et 
<t>-  ou  <Cj''',d’où  l’ondédiiit  a — y ^ ou  <^o;  et  a — 

<fp , les  deux  factcdQ^^qDt  de  même  signe;  donc,  leur  produit 
(« — >0(“ — ÿ")  est  positif,  par  conséquent,  m(a — y')(.» — y") 
ou  ma.’"  -i~  p,  est  de  même  signe  que  w.C.Q.F.D. 

Un  second  lieuj  si.Ics'dwx  r^j^pes  sont  réelles  et  égales,  toute 
(juantilé  différente  de.ccUe  qiiféfidiifXje  trinôme  à o,  substituée 
dans  ce  trinôme j donna  un  de^eanime  signe  que  le 

coefficient  de  Ÿ • . 

Eu  edét,  puis(|uo  les  deux  raoiiics  sont  égales,  on  a la  rela- 

lion  n'  — 4'”P=0)  d’où  l’on  tirc’p  = ^;dèslors^e trinôme 
* l^ni 

my*+  ny-i-p,  ou  m ^y  m)’ 

forme  (y  + ±y+ =m  (3.  + £)’ . Or  , Il  est  évi- 
dentquc  pour  toute  valeur  de^',  autre  que — quantité 

^ sci'a  positive.  Ainsi, 3' 4" > ou 

sera  de  même  signe  quejn.C.Q.  F.  D. 

Troisièmement.  Enfin,  si  les  deux  racines  sont  imaginaires, 
toute  quantité  réelle  positive  et  négalivej  substituée  à la  place 
de  y J donnera  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient 
deff. 

Car,  puisque  les  deux  racines  sont  imaginaires  , on  n la  re- 
lation n*  — 4"'/'“^  o;d’où4'n/.^  ou  bien  (n°  io5),  dWisanl 


pur  4'™  >• 
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Soit  donc  .+  -t‘- . . I *■*  d&itjnanr une  quantité 

7/t.  4^^^ 

l'sscul  iellenjcnl  positive  i il  eu  résulte  ' • 

mf-^ny-\-p,oxx  (y*+^.y+  + ^0 

=Ky+£)+'”^*’  - 

quantité  qui  rest  a toujours  de  même  signe  que  m,  quelque 
valeur  que  l’on  y substitue  pour  y. 

"lia.  La  seconde  propriété  nous  conduit  naturellement  à parler 
d’une  proposition  qurest  d’un  frétjucut  usage  dans  l’analyse. 

Toules  les  fois:  quun  trinôme  du  a'  degrés  my*+ny-f-p> 
est  un.  carré  parfait j on  a entre  ses  coefficiens  la  relation 
n“  — 4mp=o. 

En  effet,  si  ce  trinôme  est  un  carré  parfait  et  de  la  forme 
[m' y + n'y,  les  deux  racines  de  l’équation  my'  -j-  -f"  P = ® 

doivent  être  égales.  Or,  pour  qu’elles  soient  égales  , il  faut  que 
la  quantité  soiis  le  radical , ou  u’  — *0*^  nulle.  On  a donc 

la  relation  »•  — 4^P  = O.  • 

Réciproquement.  Si  l’on  a entre  les  coeffiçiens  la  relation 
7»*  — ^mp  = O , le  trinôme  est  un  carré  parfait?  car  on  déduit 

de  cette  relation , p = -7 — d’ou 

^ ^tn 

n^y  + ny+p  = my'^-^ny^^c=  (y^é m + . 

ii3.  Voyons  actuellement  l’usage  de  cos  propriétés,  dans  la 
résolution  des  questions  de  maxiniis  et  minirnis. 

Soit  proposé  de  déterminer  si,  lorsqu’on  fait  varier  x,  la  fonc- 
tion ^—-r- — — peut  passer  par  tous  les  états  de  grandeur. 

' f 

=y*;d’où  x’ — 2(3y-f-i)x= — 2 


Posons 


6x  — i4 

x“  — 2X'-+-  21 


"6  c — 1 4 


i4y. 
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Il  en  résulte"  x = 3y-i~  i’±  gy’  — 8y  “ 20.  '< 

■»  ^ ■ / 

Pour  que  x soit  réel,  il  faut  quegy*  — 8y  — ao  soit  positif.' 
Or,  si  l’on  égale  cette  quantité  à o,  il  vient 


d’où 


j-=a  et  = — 


1 0 

¥' 


Ces  deux  valeurs  de  y étant  réelles , il  suit  de  la  première 
des  propriétés  ci-dwsus , que , dès  qu’on  donnera  à y des  va- 
leurs comprises  entre  a et  — — , telles  que  1 , o,  — 1 , 

* 9 

la  valeur  du  trinôme  sera  négative,  puisque  le  coelTicient 
de  y'  est  positif.  Mais  en  donnant  à y des  valeurs  non  com- 
prises entre  a et  — comme  3,  4 ou — a,  — 3, 

— 4 - • • > on  .obtiendra  un  résultat  positif.  On  voit  donc  que 
a est,  en  nombres  absolus,  i.b  himimou  des  valeurs  que  doit 
recevoir  y,  pour  que  x soit  réel.  Si , dans  l’expression  de  x ci- 
dessus,  on  fait  y = 2,  le  radical  disparaît, et  l’on  trouve  x=  7. 


• i JT  — I 2 1 

En  effet,  l’expression  — — devient,  dans  l’hyjK)- 


these  de  X = 7 , . . . -T 


49- 


6x— 14  , 
i4-}-ai_œ 
’a8 


42  — 14 


= 2. 


La  racine  y — ~ est , en  nombres  négatifs,  le  maximum 
des  valeurs  que  y peut  recevoir , et  la  valeur  de  x correspon- 
dante à ce  maximum,  estx=3x  — — -j-i=?  — 

t ® ^ 

Lorsque,  x étant  exprimé  en  _y , le  cocflicient  de  y'  sous 
le  radical , est  négatif,  et  que  les  deux  valeurs  de_y,  déduites  du 
trinôme  égalé  ù zéro,  sont,  l’une  positive,  l’autre  négative, 
la  valeur  positive  est  un  maximum , puisque  toute  valeur  plus 
grande  donnerait  un  résultat  de  même  signe  que  le  coefficient 
dej!*;  et  la  vaU ut  négative  est  un  minimum,  parmi  les  valeurs 
négatives  que ^ peut  recevoir.  - ‘ 
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Nous  laissons  aux  élèves  le  soin  d'examtner  les  autres  cir- 

constances  qui  peuvent  se  présenter,  par  exemple,  le  cas  oJj  le 
coefiicient  de  y*  étant  positif,  les  deux  valeurs  de  y sont  posi- 
tives; celui  où  ce  meme  coeflicient  étant  positif,  les  deux  valeurs 
sont  imaginaires;  et  il  pourront  d’ailleurs  s’exercer  sur  les 
questions  suivantes  : 

Partager  un  nombre  don/U  aa  en  deux  parties j de  manière 
qiu  la  somme  des  quotiens  qu’on  obtient  quand  on  les  divise 
mutuellement  V une  par  Vautre,  soit  un  minimum.^ 

(Rép.  Les  deux  parties  doivent  être  égales,  et  le  minimum  est  a.) 

Soient  a b deux  nombres  donnés  dont  a est^  le  plus  grand, 

, , • (x  + a)  (x— b) 

on  demande  que  Vexpreaston j — 


' s6it  la  plus  grande 


possible? 


(Rép.  Maximum  = i et  la  valeur  de  x correspon- 


dante estx: 


anù 


4où 


On  demande  que 


a — b 

(a-f-x)  (b-f-x) 


soit  le  plus  petit  possible. 


{Minimum  a x = y/ai.) 


§ III.  Des  équations  et  problèmes  du  second  degré 
à deux  ou  plusieurs  inconnues, 

9 * 

. 114.  Nous  ne  pouvons  donner  ici  une  théorie  complète,  car 
nous  ferons  voir  bientét  que  la  résolution  de  deux  équations  du 
second  degré  à deux  inconnues,  dépend  en  général  de  la  résolu- 
tion d’qne  équation  du  quatrième  degré  à une  seule  inconnue  ; 
mais  nous  allons  nous  proposer  quelques  questions  qui  ne  dé- 
pendent, en  dernière  analjse,que  de  la  résolution  d’une  équation 
du  second  degré  à une  inconnue! 

Premier  problème.  Trouver  deux  nombres  tels,  que  la  somme 
de  leurs  produits,  par  les  nombres  respectifs  a et  h,  soit  égale  à 
et  que  leur  produit  soit  égal  à p. 


\ 
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Soient  X et  y les  deux  nombres  clicrcbés  -,  on  a les  c<|uiilions 

a.v  -f-l>yz=af, 
ry—p. 

xs  — ax 


De  la  première,  on  tire  y : 


•;  d’oii,  tubstituantdans 


la  seconde  et  réduisant,  ax'  — aax=  — hp. 


Donc, 


x = -:t-l/s*  — abp , 

n fj  ' 


■ ->w 


et  parconséquent,y=^i;;  — abp. 

Le  problème  est,  comme  on  le  voit,  susceptible  de  deus  solu- 
tions  directes,  car  a est  évidemment  > [/'s'  abp  ; mais  pour 
qu’elles  soient  réelles , il  faut  que  l’on  ait  s*  > ou  = ahp. 

Soit  a = b=  I J les  valeurs  de  x et  de  y se  réduisent  à 

X = s ± v/ — P et  y = szf{/s'  — p. 

D’oh  l’on  voit  que  les  deux  valeurs  de  y sont  égales  è ccHcs 
dex,  prises  dans  un  ordre  inverse;  ce  qui  veut  dire  qOe  si 
a + V^s*  — p représente  la  valeur  de  x,  « — j/s*  — p repré- 
sente la  valeur  correspondante  de  y,  et  réciproquement. 

On  interprète  cette  circonstance,  en  observant  que  les  équa- 
tions se  réduisent,  dans  ce  cas  particulier,  à s 

l ^y=p> 

et  alors,  la  question  revient  à trouver  deux  rtombres  dont  la 
somme  soit  25,  et  dont  le  produit  soit  p,  ou,  eu  d’autres  termes, 
à partager  un  nombre  2s  en  deux  parties^  dont  le  produit  soit 
égal  à un  nombre  donné  p. 

Or  , on  a vu  (n“  100)  que  les  deux  parties  sont  nécessaire- 
ment liées  entre  elles  par  une  même  équation  du  second-degré 
X*  — 2«x  -f-p  = o , dont  te  coefficient  du  second  terme  est  la 
somme  2s  prise  en  signe  contraire  ^ et  le  dernier  terme  est  le 
produit  p des  deux  parties. 

«i5.  Second  problème.  7'ivuver  quatre  nombres  en  pro- 
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portiqiij  connaissant  la  aanttiu  as  des  extrêmes  j la  somme  as' 
des  moyens,  et  la  somme  4c*  des  carrés. 

Désignons  par  a,  x ,y,  z,  les(|uatrv  termes  de  la  proportion', 
on  a , |K)ur  les  ccpintions  du  problème,  en  vertu  des  données  et 
de  la  propriété  fondatucutalc  des  proportions , , 

n-hz  = is, 

TT-  4"^' = 

nz=sxy,  - . 

»t*  4- J-'* +^’ +i*=4‘^‘- 

Au  premier  alun'd , il  peut  paraître  diiTicilc  de  trouver  les  va- 
leurs des  inconnues',  niails,'à  l’aide  d'une  inconnue  auxiliaire, 
un  parvient  à les  déterminer  simplement.. 

En  elTet,  soit  p lé  produit  inconnu  des  estièmes  ou  des 
moyens , on  a 

i”.  Les  équations  i ’ (mj  donnent 

) uzéexp,  tz=.s— i/s*— 

( Voyez  le  problème  précédent.) 

a*.  Les é(| nations  'qui  donnent  /'*'  * 

I xy=p,  U=«'— l/»'*— p. 

On  voit  donc  déjà  que  la  détcriSination  des  quatre  inconnues 
ne  dépend  plus  que  de  celle  du  produit  p. 

Or , si  l’on  substitue  ces  valeurs  de  u,  x,y , z dans  la  dernière 
des  équations  du  problème,  il  vient 

(s  + i/s'^y  + (s + (s' 4-/»^}* 

4-  (*'—4/ s'^—p)*  = 4c’ , 

ou , développant  et  faisant  les  réductions, 

4«*4-4*’  — 4p  = 4‘^’»  donc  p=s*4“s^‘ — c*. 

Reportant  celte  valeur  de  p dans  les  expressions  de  u,x,y,z, 

, r ( M = s 4-l/c’ — xr=*'4-v/c*  — s‘, 

on  trouve  cnbn  i , .■  

I ï=<  — V/c*  — s*,  y = s— l/c’  — 


I 
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Ces  quatre  nombres  coiislitucnl  évidemment  une  proportion; 
car  on  a 

«a  = («  + ^c“  — a'“)  (s —^/c*  — «'*)=«*— c*  + 

sy  = («^+  V' c*  — s*)  (/ — V^c*  — «‘  ) =*'* — c*  -j-  «*• 

iV.  D.  Ce  problème,  que  nous  avons  extrait  de  l’Algèbre  de 
M.  Lbuilier,  est  propre  à faire  voir  combien  l’introdoction 
d’une  inconrtue  auxiliaire  dans  un  calcul , facilite  la  détermi-' 
nation  des  inconnues  principales.  On  trouve,  dans  l’ouvrage 
que  nous  venons  de  citer,  d’autres  problèmes  du  même  genre, 
qui  conduisent  à des  équations  d’un  degré  supérieur  an  second, 
et  que  néanmoins,  on  {>eut  résoudre  à l’aide  d’équations  du 
premier  et  du  second  degré,  eu  introduisant  des  inconnues 
auxiliaires. 

1 16.  Considérons  maintenant  le  cas  où  un  problème  donne- 
. s rait  lieu  à deux  éfjnations  quelconques  du  second  degié  à deux 
inconnues. 

Une  équation  à deux  inconnues  est  dite  du  second  degré, 
lorsqu’elle  renferme  des  termes  dans  lesquels  la  somme  des  expo- 
sons des  deux  inconniuis  est  égale  à % et  ne  surpasse  pas  2.  Ainsi , 
3x*  — 4^  + J'* — ^ — 5j'  + 6=o,  ’jjcy  — y = o,  sont 

des  équations  du  second  dcgié. 

Il  suit  de  [là  que  toute  équation  du  second  degré  à deux 
inconnues,  est  de  la  {ormeay*-^bxy-^-cx'~{-dy-\-f.c-i-g^o, 
a,  b,c...  représentant  des  quantités  connues,  soit  numériques, 

I soit  algébriques. 

P Soient  donc  proposées  les  équations 

ay*  -i-bjy -i-cx‘ + dy +fx  +g  =o, 

^ , a' y* -i- b'xy dx* -{•  d'y f X + ^ X O. 

t ' ’ . > _ 

• ' On  peut  ordonner  ces  deux  équations  par  rapport  à x;  et  il 

, vient 

ex»  + (iy  4- /)  X + ny* -f- dy = O, 

. t'x‘‘4-(6j-4-/')x4-<jy  + dj+/=o. 

, . Cela  posé,  si  les  deux  coelBciens  de  x*  étaient  les  mêmes  dans 
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les  deux  équations,  on  oMlcndrait , en  retranchant  ces  deux 
équations  l’une  de  l’autre,  une  équation  du  premier  degré  eu  sr, 
qui  pourrait  être  substituée  a l’une  des  équations  proposées;  de 
cette  équation , l’on  tirerait  la  valeur  de*  en  j',  et  reportant  cette 
valeur  dans  une  des  équations  proposées , on  parviendrait  à uue 
équation  qui  ne  renfermerait  plus  que  l’inconnuey. 

Or,  si  l’on  multiplie  la  première  équation  par  c', et  la  seconde 
parc,  il  vient 

ceV  + {by  + /)  c’x  + (qy*  + + ^)  c'  = o, 

cc'x*  + \Vy-\-f)  ex  -f  («y  -h  cfy  + g)  c = o; 

équations  qui  peuvent  remplacer  les  précédentes,  et  dans  les-^ 
quelles  le  coedeient  de  **  est  le  même. 

En  les  soustrayant,  oc  trouve  ^ 

[(ic'  — cb')y  +fe  — ç/']  * — ca')  y'  -f  {de — c(t)y  " 

+g^'—fg  = O , 

_ {ca'—ac)  y'+  {cd—dc') y + " 

{bc*—cb')y-\-f(f  — cf* 

Cette  expression  de  *,  substituée  dans  l’une  des  équations 
piV)posées,  donnerait  une  équation  finale  eny. 

Mais,  sans  effectuer  cette  substitution,  qui  entraînerai^ dans 
un  résultat  très  compliqué,  il  est  facile  de  reconnaître  que  l’é- 
quation en  y doit  être  en  général  du  quatrième  degré;  car  le 
numérateur  de  l’expression  de  * étant  de  la  forme  my*+ny-{-p , 
son  carré,  ou  l’expression  de  **,  est  du  quatrième  degré;  or,  ce 
carré  forme  l’une  des  parties  du  résultat  de  la  substitution. 

Donc,  en  général,  la  résolution  de  deux  équations  du  second 
degré  à deux  inconnues  dépend  de  celle  d’une  équation  du  qua~ 
triime  degré  à une  seule  inconnue. 

Il’],  Il  est  une  classe  d’équations  du  quatrième  degré,  dont 
on  peut  ramener  la  résolution  à celle  des  équations  du  second 
degré;  ce  sont  les  équations  de  la  forme  px*  -j-  q = o. 

On  les  appelle  équations  trinômes  ou  bicarrées,  parce  qu’elles 
ne  contiennent  que  trois  espèces  de  termes  : des  termes  en 
des  termes  en  **,  et  des  termes  tout  connus. 


équation  qui  donne  ^ 


I 


?4?.' 


I 

'i 


■K 


- .V 


u-r 


^ - -V  • -V  - r 


r-  > 


|C)1  ' iVjUATlONS  TniMOMM  ■ . 

Pour  rêsouJre  l’équalion  jr*  -f-  /)  c*  + î = o , on  pose , pour 

le  moineiit,  *•  = ;)',  ce  qui  rwliiil  l’équation  à 


P 


+ ï = tVofi  l'on  tire  J- — — - — y X~»« 

Tuais  l’équB&n , donne '*=  ± V^y.  . 

> ' , v 5<Sk  ^ -■• 


Donc 


=±  V-i  - 


On  reconnaît , par  le  fait  même  de  la  résolution  dé  Véquation , 
(jiie  l’inconnue  a quatre  valeurs,  puisque  chacun  des  signes  -f- 
f't  — , qui  aOéctent  le  premier  radical , peut  cire  successive- 
ment combine  avec  chacun  des  deux  signes  qui  afleclcnt  le 
sccond;7nais  ces  valeur»  sont  égales  et  de  signescontraires,  deux 
à deux,  I - ' ’ 

Soit,  par  exemple,  l’équation  x>  — aS.v'  = — i44i 
si  l’on  pose  x’=:_y,  il  vient  _ y'  — o.5y'=  — i44i 
d’où  l’oQ  tire  , _y  = i6 , . jf  ,=  9.  i.*. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  x*  ==y,  on  obtient 
i‘>.«c’=l6,  d’où  *=?rX4r  x = ±3. 

'A-r-'.  ' • 

\in$i,  les  quatre  valeurs  sont  -fv — ’'-4  » 

Soit  encore  l’équation  xf — 8.  Posons  x*  =y,  l’équalion 

^ i "-h  1 i 

devient  _y*— 7^  =8; d’où  j'=8  et  j'=r — i. 

Donc,  i”.  x*==8,  d’où >x  = ±:  2^/:^  2“.  x*  = — i, 

, d’où  x = d;  t/ — i;.,lès  deux  dernières  valeurs  j^e  x sont 
imaginaires.  ^ '' 

. Soit  l’équation  algé^iq«ï^it?  ~ x'=='--j.6 V 

posons  ;r’=j;  l’«^uatîoi  dolent  >* — ; 
d’où  l’on  déduit'Æ/.  V i-ùc-l-  3Çé<*—  2a  v ée  -f  <?'  , 

cï  par  consicjucnl,  dz  V'  bc  -f-  2fl?  St  an  V bc  -J-  a*. 
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Extrac  lion  de  la  racine  carrée  d"  une  expression  en  partie 
rationnelle  et  en  partie  radicale. 

1 18.  La  résolution  de  Viquadon  trinôme  du  quatrième  degré 
donne  naissance  à une  nouvelle  espèce  d’opération  algébrique  ; 
c’est  Vestracüon  de  la  racine  oarrèt  d’une  qüantiti  de  la 
forme adc.^  b, a et  à étant  des  quantités  numériques  ou  algé> 
briques. 

Que  l’on  ait  l’expression  3 ±:v/  5 à élever  au  carré. 

On  trouve (3±p'.5)*  = g±:6j/  5+5=i4±6^'  5 

/ I 

donc  réciproquement,^  5. 

I 

Pareillement , (p^7±t/n)*=7±2^7XV/*  • +i  « 

= i8±aj/^; 

( 

dune  réciproquement,  V^i8  + 2\^77=  4/i  i. 

D’où  l’on  voit  qu’une  expression  telle  que  ^a±.^b,  peut 
quelquefois  être  ramenée  à la  forme  a' b'  ou  ; 

et,  lorsque  cette  transformation  est  possible, il  est  avantageux  de 
l’effectuer,  puisqu’alors  on  n’à  qu’une  ou  denx  radines  carrées 
simplesàextraire,tandis  que  l’expression  a±^  b exige  qu’on 
extraie  une  racine  carrée  de  racine  carrée. 

119.  Nous  nous  proposerons  donc  cette  question:  Une  quan- 
tité de  la  forme  ù.±\/h,  étant  donnée,  'reconnaître  si  celle 
quantité  est  le  carré  d’une  expression  de  la  forme b',.-. 
ou  ^3!  b',  et  déterminer  cette  racine. 

Appelons,  en  général,  p et  ÿ,  les  deux  ptu*ties  dont  la  racine 
carrée  de  a + est  censée  Se  composer;  peX  q sont  alors  deux 

monomes  irratiounels  du  second  degré,  on  bien,  l’un  une  quan- 
tité rationnelle,  et  l’autre  un  monome  irrationnel. 

Cela  posé , observons  d’abord  que , Si  l’on  a 

• 

V'a  + t/*— />+<7 ('). 

il  en  résulte  nécessairement  ' ' ^ 

i3 

/ 

\ 

II 
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y'a—\/b=p—q (a). 

Ces  équations,  multipliées  entre  elles,  donnent 


— i.(3). 

Or,  puisque  pet  g «ont  dqnx  monomés  irrationnels,  ou  l’un 
rationnel  et  l’autre  irrationnel,  il  s’ensuit  que  p*  et  q*doitent 
être  rationnels;  ainsi,p*— q*,  ou  sa  valeur, est  né- 
cessairement une  quantité  rationnelle. 

D’où  l’on  peut  déjà  conclure  que,  si  a±V^  b est  le  carré 

d’une  quantité  de  la  forme  a'±.\/  b',o\x  v/n'^V'A',  l’fcx  pres- 
sion a* — b doit  être  un  carré  parfait.  C’est  le  caractère  auquel 
on  reconnaît  la  possibilité  de  l’opération . 

Soit  donc  a* — ùun  carré  parfait,  et  posons  l/a*  — i=c; 
l’équation  (3)  devient 

ph-q’=e. 


D’ailleurs,  les  équations  (i)  et  (2)  étant  élevées  au  carré, 
donnent 

. p*+q*+2p?=«4-V/i.' 

p*^.^»— apgr  =0— V/ù; 
d’où,  en  ajoutant  membre  à membre , 

P*+î’=a (4)> 

mais  on  a déjà  p* — q*=c (5); 

donc , ajoutant  ces  nouvelles  équations,  et  retranchant  la  a*  de 

la  I''*,  on  obtient 

. „ 2p*=a-f-c, 

. 2q*=a— c; 


et  par  conséquent 


i 
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Ainsi,  y/a-i-V  b,wxp+q=i±}^^L±JL-^ 

y/a-~yb,  oup—y  — — c 
ou  plus  clairement,  • 

|/«-=Fî  = :i=(v/4i -V“^).' ...(„.  ■ 

* •% 

CLe  double  signe  ±,dont  le  second  membre  est  alTecté,  vient 
de  ce  qu en  général,  l’expression  d’une  racine  carrée  peut  être 
indifiéremment  affectée  du  signe  + ou  du  signe  — ) 

Ces  deux  formules  j^uvent  être  vérifiées  à posUriori;  en  effet 

élevons  par  exemple,  les  deux  membres  de  la  première  au 
carré;  U vient 


a+i/i=£±f+?:ri  . 2 ./fïEF-  , ./-i — 

a ^ a V ^ -a-i-y  a*— cf-, 

mais  la  relation  y/â*  — b=: c donne  c‘=a*—6‘ 
on  a donc  a + y'  bd=a  + y/^-.a^^b=  ù +\/b. 

On  vérifierait  de  même  la  seconde  formule.  -, 

120.  Remarque.  Comme  l’exactitude  des  formules  (6;  et  (,) 
«t  constatée,  quelle  que  soit  la  quantité  c , onl/ÔTl.  b~  il 
s’ensuit  que , quand  bien  même  n*  -*  i ne  serait  pas  un  carré 
parfait,  on  pourrait  encore  remplacer  les  expressions 
elya  —y  b,  par  les  seconds  membres  des  égalités  (6)  et  ('])  • 
mais  «lors  on  serait  loin  d’avoir  simplifié  la  question,  puisque 

l’expresXn 

Il  n’y  a donc  lieu,  en  général , i effectuer  cette  transforma- 
tion que  lorsque  «*—  b est  un  carré  parfait. 

i3.. 


ï 


I 


îl 

\ 
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121  • Appliquons  les  formules  (6)  el  (7)  à quelques  exemples. 
Soitd’a^rd  l’expression  numérique  g4  + 4*1/5,  qui  re»ieiit 
à 94  + ^8820.  On  a 


d’où 


a:^94,  A =8820,  * 

c— l/a* — 6=v/8836 — 8820=4  > 


quantité  rationnelle.  Ainsi,  la  formule  (1)  est  applicaMc. 
Il  Tient 


ou  réduisant,  =—  (1/  49  "l"  4®)»  ' • 

ou  bien  enfin , 


• ' \/94  + 4*V/5  = ± (7+,3i/5). 

En  effet,  (7  + 81/ 5)*=^49+ 45  + 4*1/ 5 

= 94+4*  1/5- 

Soit  encore  l’expression  « - 


on  a 
d*où 
et  ■ 


Vop+a"»* — 2/0  1^  np+  m‘ , 
a = np+rim*,  b=^m*(np^-m'), 
* a* — é=n*p*, 


c ou 


l/  a*  — b^np\ 


donc,  là  formule  (7)  est  applicable.  Elle  donne,  pour  la  racine 
demandée, 

■f  y 

2m“-|-np ^np+'2m'—np'^  -, 


ou  réduisant,  it  ( v/np + 
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( 4*  — "»)*  = + iN**  ““  2»»  i»/>  *4*  N»*- 

S.lit,  jHiur  troisième  exemple,  à simpiifier  l’expression 

V^i6  + 3ol/  — I -f-  N/i6  — 3o  |/  — i‘; 

en  appliquant  les  formules  précédentes,  on  trourerait 

. » y 

6 -f  3o  t/ ~-54-3  |/H7,  V 1 6—3o  |/^=5-3  ; 

donc,  \/i64-3oV/  — I + V/>6  — 3oy' — i =:  lo. 

G:  dernier  exemple  fait  ressortir,  plus  que  tous  les  autres, 
IVtilitédu  problème  général  dont«ou8  venons  de  nousoecuper  ; 
car  il  prouve  que  des  expretsions  imagiriairea  combinées  entre 
elles,  peuvent  donner  lieu  à des  réaultata,  rieUj  même  ra- 
iionrwla. 

Lès  elèves  pourront  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

V/?8-+-iol/3=5+  /3;  V/i  + 4|/^  = 2+ 

VI  c bc  — V bc  — ai bc—b*zs:iz ai; 

\ ui4-4‘^*  — + a y/ ^abc* — aid"  = v/oi-f-  V^4^* — àf. 


- CHAPITRE  IV. 

Analj  se  indéterminée  du  premier  et  du  second  degré. 

Introduction.  LoasQvx  l’énoncé  d’un  problème  fournit  moins 
d’équations  qu’il  a’y  a d’inconnues,  le  problème  est  dit’s/i- 
dtiriifunéj  en  ce  sens  que  (n“  55)  ses' équations  peuvent  être 
salisiuites  par  um:  iuiiiiilé  «le  systèmes  de  valeui’s  attribuées  aux 
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inconnues.  Mais  il  arrive  souvent  que  la  nature  de  la  question 
exige  que  les  valeurs  des  inconnues  soient  exprimées  en  nombres 
entiers;  dans  ce  cas,  l’une  des  inconnues,  à laquelle  on  pou- 
vait d’abord  donner  une  valeur  tout-i-fait  arbitraire,  ne  doit 
plus  recevoir  que  des  valeurs  entières  et  telles,  que  la  valeur 
correspondante  de  l’autre  inconnue  on  de  chacune  des  autres 
inconnues  soit  aussi  exprimée  en  nombres  entiers.  Or,  cette 
condition  restreint  beaucoup  le  nombre  Aos  selationsj  surtout  si 
l’on  ne  veut  tenir  compte  que, des  solutions  directes^  c’est-à- 
dire  des  solutions  en  nombres  entiers  et  positifs  pour  toutes  les 
inconnues. 

L'objet  de  I'avalyss  indétebminêe  on  fremieb  oEOxi  est  de  ré- 
soudre les  questions  indéterminées  du  premier  degré  en  nombr$s 
entiers  et  positifs.  Nous  verrons  plus  loin  le  but  qüc  l’on  se  pro- 
pose dans  l’analyse  îndétei'minée  du  second  d^ré.  • - 

.•  . t’ 

§ I".  Équations  et  Problème^  du  premier  degté  à 
deux  inconnues. 

V • / ' 

laa.  Toute  équation  du  premier  degrê^^tleux  inconnues  peut  * 
(a* 66) être  ramenée  à la  forme  ax -\-by=c\  a,b,c,  désignant 
des  nombres  entiers , positifs  ou  négatifs.  ' 

Nous  commencerons  par  faire  observer  que,  si  les  coefficiens 
a e<  b ont  un  facteur  commun  qui  ne  divise  pas  le  second 
membre  Cj  f équation  ne  peut  être  satisfaite  par  des  nombres 
entiers.  ' 

Car  soit  a =Au',  As=Ai'/l’équati6o  devient  ha' x-^hb'y=c, 

d’qîi  l’on  tire  o'x-|-  b'y=  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite 

par  aucun  système  de  valeurs  entières  de  x et  de  y' , tant  que  c 
n’est  pas  divisible  par  h. 

, Nous  sùppo«erons,danstontce  qui  va  snivre,quea  et  i soient 
des  nombres  premiers  entre  euX;  puisque , s’ils  avaient  un  facteur 
commun,  il  faudrait  que  c renfermât  aussi  ce  &cteur,  anqud  cas 
on  pourrait  le. supprimer  dans  l’équation. 
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ia3.  Pour  plus  de  clarté,  nous  traiterons  d’abord  des  équa- 
tions particulières,  et  nous  généraliserons  ensuite. 

QUESTION.  Partager  iSg  «n  detix  parties  j dont 
fune  soit  divisible  par  8 et  Vautre  par  i3? 

Désignons  par  x et  ^ les  quotiens  de  la  division  des  deux 
parties  cherchées  par  les  nombres  respectiis  8 et  i3;  il  est 
clair  que  8x  et  i3y  expriment  ces  deux  parties,  et  l’on  a l'équa- 
tion 8x-f-i3y  = i59 (i), 

qui,  d’après  l’énoncé,  doit  être  résolue  en  nombres  entiers' et 
positifs  pour  x et  J".  ' 

On  déduit  d’abord  de  cette  équation ,. . . X=  g ■*—  , 

ou,ellectuantladiTi8ionaotantquepos$iblc,x=t9— . 

* 

Observons  maintenant  que  la  valeur  de  x sera  entière,  st 
l’on  donne  à v une  valeur  telle , que  - — 5^  soit  un  nombre  en- 

J O • 

lier;  d’ailleurs  cette  condition  est  nécessaire;  ainsi,  i7  faut  et 

• -j  — 5r  , • 

il  suffit  que  - — g — soit  égal  à un  nombre  entier  quelconque. 
Soit  t ce  nombre  entier  (I  est  dit  .une  indéterminé)',  il  en 

résulte *. . . fy  + 8/=  7.  • . (2),, 

et  la  valeur  de  x devient  xx=ig  — / ■ 

Toute  valeur  entière  do  t qui, substituée  dâns  l’équation  (2), 
en  donnera  une  semUable  pour  satisfera  è la  condition 


que 


^ soit  entier;  ainsi , les  deux  valeurs  de  x et  de  y 

O / 


correspondantes  seront  entières  et  satisferont  d’ailleurs  à l’équa- 
tion (i),  qui  résulte  évidemment  de  l’élimination  de  / entre 

' 7 — 5r  ■ ■ ’ . 

les  deux  équations  -—g — = t,  x==  19  — jf  -f-  <.  La  question 

est  donc  ramenée  à résoudre,  en  nombres  entiers  l’équatibn  (2), 
dont  les  coefficiens  sont  plus  simples  que  ceux  do  l’équa- 
tion (1). 


2QO 
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On  lire  de  Péquation  (2), _y=s^— — 5^, 

» 

ou , cfTertaant  la  division  en  partie , ^ = 1 — < -l- 


2 — 3< 


Toute  valeur  entière  de  t,  qui  rendra  2 — 3s  un  multiple  de 
5 , donnera  aussi  pouf  y nn  ngnibrè  entier , et  sera  pat  consé- 
quent convenable.  Posons  donc  - — =.il ^ i étant  une  nou- 
velle. indéterminée;  il  vient  3<  -f-  5/  = 2. . . (3), 
et  la  valeur  de  se  réduit  à J'  = * — f'. 

(^L’équation  (2)  résulte  d’ailleurs  de  l’élimination  do  / entre  oes 
deux-ci.] 

La -question  est  encore  ramenée,  â résoudre  en  nombres  en- 
tiers l’équation  (3),  do  laquelle  on  tire 


a — 5s' 
'~3“’ 


•2  — 2/ 

' — » H 5 — • 


2 2^ 

posons  — ^ — = <*,  il  on  résulte  as'  -(-  3<*  = 2 . . . (4)  > 


et 


De  l’équation  (4)  on  déduite  / = ^ — jT~ ~ * — **  — 2 ’ ' 


r î 

Posons  enfin il  en  résulte  (5J, 

et  , ’ : " i-i-f—f. 

Comme  dans  l’équation  (5) , le  coefifeient  de  f est  égal  à 
Vunitéj  il  s’ensuit  que  toute  valeur  entière  attribuée  à ^ en 
ilonncra  une  semblable  pour  t".  D’ailleurs,  les  deux  inconnues 
principales  X et  et  les  inconnues  intermédiaires  S,  s',  S*  et  r* , 
sont  liées  entre  elles  par  les  cinq  équations 

-P  t, 

• • ■ <'=  I — A* — <• 
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Ainsi,  en  donnant  à t"  une  vajeur ‘entière  quelconque,  et 
remontant  de  la  dernière  de  cos  équations  aux  deux  ]>rcmières, 
on  oKtiendra  pour  jr  et des  valeurs  entières* correspondantes, 
t|ni  vériüeroiit  nécessairement  l’équation  proposée;  car,  d’après 
les  Ypisonnemens  qui  ont  été  faits  plus  haut;  cette  équation 
résulte  de  l’éliminàtion  de  t,fi  t’,  t",  entre  le/cinq  équations 
que  l’on  vient  d’étaldir. 

Mais  afin  de  n’attribuer  à que  des  valeurs  auxquelles  cor- 
res  (>o  rident  des  valeurs  entières  et  positives  pour  t et  il 
convient  d’exprimer  x et  ei»  fonction  immédiate  (*)  de  l’in- 
déterminée ou  inconnue  auxiliaire  I*,  à J’aide  des  cinq  équa- 
tions ci-dessus.  *" 

Or,  l’expression  de  i devient,  lorsqu’on! remplace  ^ par  sa 
valeur  en  «*,  / = i — 2<^  — t",  ou  / — i — 3/*,  - 

remontantà  l’expression  de  <. . . /= — i~\-t“=£ — i-f.  3/*-f-  al*. 
Donc  l = — 14-5<*. 

On  trouvera  de  même  i — 3<*, 

Donc  y=3^8i".  ' 

Enfin,  x=i9-(3-80  + (— i + 5<*),  «n  x=i5-fi3l*. 

« k 

Il  est  facjle  de  vérifier  que  ces  deux  dernières  équations  re- 
produisent l’équation  proposée,  par  l’élimination  de  I*.  En  ef- 
fet, si  l’on  multiplie  la  première  équation  par  i3,et  la  seconde 
par  8,  et  qu’on  ajoute  les  résultats,  il  vient 

>3y  + 8x=  iSp.  *■  -, 

Faisons  successivem'ent  l*=o,  i ,'a,  3 ou  biqn  i*=  — i , 

~ 2,  — 3....;  les  forpiules  précédentes  donneront  toutes  h» 
valeurs  de  x et  dey  en  nombres  entiers,  soit  positifs  soit  né- 
gatifs, propres  à vérifier. la  proposée;  mais  si,  comme  l’exige 


(*)  On  fippcilc  fifncUoa  (!Ninc  Icllrc  rontiderec  comme  7>/irûêir/e^  Inulc 
«•xprrssiftn  qui  renfrimp  celte  li'iire  conibincc  avec  des*  qnaolitcs  connues 
U»  io8.  ) ■ 


2oa  AsxursE  iNnirERMiiiiK. 

l’énoncé,  on  ne  doit  tenir  qompte  que  des  solutions  entières  et 
posîlH>es,  ne  peut  recevoir  que  des  valeurs  qai  rendent  3 — 
et  >S+  i3/*  positil^  Or,  il  n’y  a -évidemment  que  t*==o  et 
t“— — I , qui  satisfassent  à cette  condition  ; car  toute  valeur 
positive  de  <*  rend  y négatif,  et  toute  valeur  négative*,  numéri- 
quement plus  gfande  que  i , rend  x négatif. 

Si  l’on  fait  successivement  <*  = o,  t*= — i , * 

il  en  rétulte  I | . . . 

l X = l5,  X = 2.  J 


Donc  les  deux  ^itémes  x=*i6etj'=3,  x = aet^a=ii, 
sont  les  seuls  qui  vérifient  l’équation  8x  + i3^  = iSg. 

Quant  é la  question  dont  cette  équation  est  la  traduction 
algébrique,  puisque  8x  et  i3_y  représentent  leâ'deux  parties 
cherchées,  il  s’ensuit  que  8 X >5  ou  tao,  et  i3  X 3 eu  39, 
forment  une  première  solution;  que  8 X a on  >6  » «t  i3  X i < 
ou  143  forment  une  seconde  solution;  c’est-4-dire  que  iSg  peut 
être  partagé,  soit  en  120  -f-39 , soit  en  i6  -|- 143. 

124.  Soit,  pour  second  exemple, l’équatioq 


• 17X  — 49^  = — 8...(i). 

• ÿ 

On  en  déduit  d’abord  x=  — § = 2v  -f-  

. '7  , ‘7 

Pour  qu’à  nne  valeur  entière 'de  y,  il  corresponde  une  valeur 
G«tière  de  x,  il  faut  et  U suffit  que  i5y  8 soit  un  multiple 

de  17.  Soit  donc  - = < étant  une  inconnue  intermé- 


diaire; il  en  résulte  i7/=ï8...  (2), 

. • ’ . , x = 2y  + t.  ^ 

[ L’éliinination  de  t entre  ces  deux  'équations  reproduirait 

l’équation  (i).]  ‘ ■ • 

8+ilS  , 8-I-2S 

On  déduit  de  l’ équation  (2) , _y  =» Ç-r-  = < + — Tj — » 

-et  la  nouvelle  expression,.  — ^ — , doit  être  un  nombre  entier. 
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ao3 


8 + a/ 


Posant  — — =/',  on  obtient  2^ — i5i'=  — 8...  (3), 
et  y=  f-f- 1'. 


L’équation  (3)  donne 


4-1*-. 

2 ' * 2 


Donc  - doit  ^tre  un  nombre  entier. 

2 

Posons  enfin  -î=  /*,  il  «ont  «'=  2S*. 

et  . ' ' <=7<'— 4-f-r*. 

. ' ^ 

Maintenant,  ponr  exprimer  x et  y en  fonctionde  l’indéter- 
minée t",  rapprochons  les  quatre  équations  , 

x = sy  + t, 

t = 7/— 4 + . 

' «'=2**. 

L’arant-deénière  devient  ' <=7X2/*— 4+**,  ou  <=i5/' — ^ 

remontantâ  la  seconde,  ona  j'=i5r'’— 4+^**» 

enfin , la  première  devient  * , 

• * 

a:  = 2(i7<* — 4)  + *5^“"4>  oux  = 49** — **•  < 

Ces  deux  formules  reproduisent  l’équation  proposée,  par  l’é- 
limination de  /* ; car,  si  l’on  multiplie  la  première  par  4g,  la 
seconde  par  1 7,  et  qu’on  retranche  les  deux  résultats  l’un  de 
l’autre,  il  vient  ’ ' 

t*  ’ ' f 

* 7^  — 49>' = — 204  + 196  = — 8. 

On  voit  d’ailleurs  qu’en  donnant  à f des  valeurs  positives 
quelconques,  on  obtiendra  ponr  x et  y des  valeurs  positives; 
mais  on  ne  peut  supposer  f négatif. 

. Soit  2^  3^  , 

On  trouve  j^=i3,  3o,  47,  64^...' 

x = 37,  86,  i35,  184.... 
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iiC  nombre  des  hoUttions  entiiirs  et  positives  de  l’équation 
j>rit|)<>!«’p  rst  donc  iiillni  ; cl  le  plus  petit  système  est  x = 3^, 
•*r  = i3. 

Ce  système  vérilie  réquation,  car  on  a 

* 

. 17  X 3;  — 4g  X 1 3 = 629  — 637  = — 8. 

Nous  nous  sommes  dispensé,  dans  cet  exemple,  de  reprendre 
tous  les  raisonnciiiens  qui  avaient  été  faits  dans  le  premier,  pour 
rendre  compte  de  toulcs  les  opérations  ; mais'  il  est  (acile  aux 
commençans  de  les  reproduire , en  suivant  pas  à pas  les  trans- 
formations. 

125.  On  peut  résumer  ainsi  la  méthode  précédente  : 

Soit  a.T  + by  ■=  c. . . (i),  l’équaliou  qu’il  s’agit  de  ré- 
soudre. Tirez  de  cette  équation  la  valeur  de  V inconnue  qui  a 
Le  plus  petit  coejficientj  de  x , par  exemple , et  effectuez-  la 
division  autant  que  possible;  vous  obtenez  une  expression  de 
X en  y,  composée  d’une  partie  cuticre  et  d’uue  partie  fraction- 
naire qn’il  faut  tâcher  de  rendre  entière.  Egalez  cette  seconde 
partie  à une  première  indéterminée  t il  en  résulte  une  nouvelle 
èquation*en  y et  t,  que  l’on  peut  nommer  l’équation  (2)  , et 
dont  les  coeiBcicns  sont  plus  simples  que  ceux  de  l’équation  (i); 
Ut  valeur  de  \ se  trouve  d’ailleurs  exprimée  en  fonction  entière 
de  y et  X.,  et  l’équation  proposée  résulte  de  t élimination  de  t 
entre  l’équation  (2)  et  l’équation,  qui  dpnne  la  valeur  de  x en  y 
eit. 

Tire?  de  Inéquation  (2)  la  valeur  de  y,  et  effectuez  la  division 
autant  que  possible.  Egalez  la  partie  fractionnaire  à une  seconde 
indéterminée  t';  d’où  il  résulte  une  équation  (3)  en  t et  t',  plus 
simple  que  les  équations  (l)  et  (2).  La  valeur  dey  se  trouve  ainsi 
exprimée  en  fonction  entière  de  X et  t’.;  et  la  proposée  résulte  de 
l’élimination  de  X et  l’  entre  l’équation  (3)  et  Us  deux  équations 
qui  donnent  \ en  fonction  entière  de  y et  t,  puis  y en  fonction 
entière  de  X et  X'.  ’ 

Opérez  sur  l’équation  (3)  comme  sur  les  équations  (1)  e<  (2) , 
cl  continuez  celte  série' d'opérations  jusqu’à  ce  qu  enfin  vous 
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parveniez  à une  dernière  équation  entre  deux  indilerfnineés  , 
dont  f une  ait  pour  coefficient  . 

Jlemontez  ensuite  de  cette  dernière  équation  aux précèdenleSj 
et  cherchez  , par  de»  substitutions  successives  j éi  exfjrimer  x et 
y en  fonction  de  la  dernière  indéterminée. 

VousobtenM  ainsi  deux  formule»  û l’aide  desquelles , ciulon- 
nant  à i’iiidéterniinée  restante  des  valeurs  arbitraires,  vous 
trouvez  tous  les  sjstboies  de  valeurs  entières  j tant  positives  que 
néfeatives^  propres  à vérifier  l’équation  proposée,  ir=r. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives  pour 
A- et  y,  les  deux  formules  indiquent,  par  leur  composition, 
entre  quelles  limites  doivent  Are  comprises  les  valeurs,  de  la 
dernière  indéterminée ,,yèoraT  que  celte  condition  soit  satis- 
faitc.  ^ , 

Remarques.  I®.  Le  procédé  qui  vient  d’être  indiqué,  doit 
toujours  conduire  à "une  dernière  équation  dans  laquelle  le 
coelficient  d’une  des  indéterminées  est  égal  à l’unité. 

En  efiet,  dans  la  première  opération  , on  est  conduit  à diviser 
le  plus  grand  coefficient  des  deux  inconnues  par  le  plus  petite 
dans  la  seconde  , le<plus  petit  coefficient  par  le  reste  de  leur 
division  ; dans  la  troisième , le  premier  reste  par  le  second  reste , 
et  ainsi  de  suite,  c’est  â<dire  que  l’on  applique  aux  deux  coeffi- 
ciens  le  procédé  du  commun  diviseur.  Donc,  puisque , par  hypo- 
thèse, les  deux  coefficiens  sont  prethiers  entre  eux  (n"  i?a),  on 
}Xirviendra  linMement  à un  reste  égal  à i , qui  servira  de  coeffi- 
cient à l’avant-dernière  des  indéterminées  que  l’on  aura  intro- 
dttiltes  dans  le’ cours  du  calcul. 

a®.  Lorsqu’on  applique  le  procédé  à une  équation  dans  la- 
quelle les  coefficiens  des  deux  inconnues  renferment  un  fac- 
teur ooounun,  qui  ne  se  trouve  pas  dans  le 'second  membre, 
mais  que  l’on  n’a  pas  d’abord  aperçu,  la  suite  des  calculs  fait 
reconnaître  V impossibilité  de  résoudre  la  question  en  nonibtCs 
entiers.  , ' . - ‘ . . 

Soit , par  exemple , l’équation  4&*  — 35y  = 1 1 . 

(Le facteur  7 est  commun  atfx coefficiçns  dexciy,  et  u’enlré 
pas  dans  le  second  membre.  ) * . 
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Oa  en  déduit  y = *=*-*-  — 


W 


Posant 


on  a 


'^3$  '**  =*»  r«=!*4-<, 

«4  • «4 


Cette  dernière  équation  est  éndemment  impoêêible  en  nombres 
entiers  pour  t et  f',  puisque  ^ est  une  fraction.  Donc  aussi  l’équa- 
tion proposée  est  impossible  en  nombres  entiers,  pour  x'etj'. 

ia6.  Au  reste,  le  procédé  ci-dessus  est  susceptible  de  plu- 
sieurs simplifications  qu’il  est  important  d’introduire,  dans  la 
pratique.  ' . - 

O J • 

Reprenons  l’équation  déjà  traitée , . 17a  — = — 8 ; 


on  en  déduit  d’abord , 


_ 49J'  — 8 


* ' *7 

Observons  actuellement  que  49  est  égal  à 1 7 X 3 -f- 15,  ou  bien 

encore , égal  à 1 7 X 3 — 2 ; donc,  = 3^  — 

ainsi  la  valeur  de  K prend  la  Iprrae  a=;3v — 

! . *7  ; 

et  la  question  ést  ramenée  à trouver  pour  y un  nombre  entier 

’ ’ . 2y-f-8  * 

qui  rende  entière  l’expression  — -- — . Or  cette  expression  re- 

vient  à — ; mais  les  deux  nombres  1 7 ef  2 sont  premiers 


entre  eux.  Ainsi , pour  que  ■ 


>7 


soit  un  nombreentier,  il  ' 
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faut  et  U iuÿit  ( Arilh.^  n®  i3a)  que  ^ -f-  4 soit  divUibte 
par  17. 

Posons  Jonc  = t étant  un  nombre  entier  toul-à-rait 

arbitraire;  U’cn  résulte . y=  t'jt 4, 

et  la  valeur  de  x devient, * = 3y  •—  a* , . • 

on,  remettant  pour  ^ sa  valeur  en  t,  x=49< 12. 


Ces  formules  donnent  également  tontes  les  solutions  entières  de 
la  proposée  ; car  l’élimination  de  t entre  ces  deux  équations  re- 
produit l’équat^n  ijx  — 49X  = — 8. 

En  faisant  r = 1 , 2,  3,  4*  • • > on  trouverait  des  valeurs  en- 
tières et  positives  pour  x et^;  mais  on  ne  peut  supposer  t né- 
gatif ni  égal  à o. 

On  doit  sentir  de  quelle  importance  sont  les  modiGcations 
précédentes,  puisque,  par  leur  tnoyen,  on  n’a  introduit  qu’une 
seule  iivdètermmée  dans  le  cours  du  calcul. 

Ces  modiCcatioÿs  su'rencontrent  dans  presque  tous  les  exem- 
ples ; mais  on  nç  peut  les  expliquer  qpe  'sur  des  équations 
particulières;  c’est  pourquoi  nous  traiterons  encore  les*qu»tioas 
suivantes. 

f 

127.  Sboombb  qoxstion.  Payer  78 /r.  avec  des  pièces  de  Sfr. 
et  de  S fr.j  sans  aucune  autre  monnaie?  e 

^ Soient  * le  nombre  de  pièces  de  5 fr.  e{y  celui  des  pièces  de 
8 fr.  ; on  a l’ équation  Sx  + iy=  78,  qui  n’admet  que  des  va- 
leurs entières  et  positives,  comme  solutions  de  la  question. 


Cqlile  équation  résolue  par  rapport  donne  y 


78  — 5x 


du , efiectuant  la  division ^ . y =±;  261—  x — 

3 ’ 

ou  bien  .encore ^—26 — ax-f-*. 

• 3 


En  considérant  la  première  forme  de  la  valeur  de  y,  on  volt 
que  la  valeur  àey  correspondante  à une  valeur  entière  de  x-, 

ne  peut  être  elle-même  entière  qu’autant  que  l’on  aura  — égal 

3 
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à uu  nombre  entier  et  comme  2 est  premier  avec  3,  il  faut  et 
il  suffît  {^Arith.  n°  i32)  que  x soit  tlivisible  par  3. 


Soit  donc X = 3<; 

il  en  résulte  J'  = 26  — x — %t,  on  bien, ^ = *6  — 5t. 

Si  l’on  considère  la  seconde  valeur,  on  volt  de  suite  que  «doit 
être  un  multiple  de  3,  ce  qui  donne  x = 3<, 

d’où  résulte  enoore  _y  = 26  — 24f  on  ^ = 26  — 5/. 

Ces  deux  formules  montrent  que  t doit  être  positif  et  ne  peut 

avoir  une  valeur  plus  grande  que  ou  5 


Soit  donc  r=  ©T'  1,  i,^3,  4*  5, 

il  en  résulte  x — o,  3,  6,  9,  12, 

y ='  26,  21,  lü.  II,  6,  I. 

Ainsi , l’on  peut  satisfaire  à la  question  de  éix  manières  dilTé* 

rentes,  savoir,  avec  26  pièces  de3  fr. , sausaueune  pièce  de  5 fr.; 
avec  21  pièces  de  3 fr.  et  3 pièces  de  5 fr. , avec  16  pièces  t)c  3 fr. 
et  6 pièces  de  5 fr. , et  ainsi  de  suite. 

TaoisièHE  FROBLi:uE.  'Prouver  un  nombre  qui  j étant  divisé 
pur  39,  donne  le  reste  16,  et  divisé  par  56,  donne  le  reste  2']  ? 

Appelons  x le  quotient  entier  de  la  division  du  nombre  cher- 
ché par  39,  39s  1 6 est  une  première  expression  de  oc  nombre; 

soit^  le  quotient  entier  de  la  division  par  56, 5(^  27  est  une 

seconde  expression  du  nombre. 

On  a donc  l’éqnation  39c  -f-,^  16  = 56_y  -f-  27, 

on  réduisant 39V  — 56y  = n. (f)> 


On  en  déduit  x ■■ 


5^4- «I ^ijy+tï  . ' 

= 39  39  • 


, . . (a2v  — n ) » • (2r  — » 

ou  bien  encore ,x  = 2y aj' 


) 


(On  prend  ici  le  quotient  par  excès,  parce  qu’on  s’aperçoit 
que  le  fadteur  1 v jH'ut  être  mis  en  é\  idcnce , dans  le  iiumcratenr 
de  la  traction.) 
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) * 1 1 1 ) * 
Comme  ilans  l’es  pression  - ^ — -,  le  facteur  ii  est  pre- 

«lier  avec  3ç),  pour  que  cette  expression  soit  un  nombre  en- 
tier, il  faut  et  il  suffit  que  ay  i soit  <livisible  par  Sg. 


2V  — I 

Posons  donc  = *»  ü on  résclte  zy  — 39^=  i. . . (a)  , 

et  par  conséquent.  x=  sy  — 11/. 

L’équation  (2)  donne y — '*  ~ '9^  + ■* 

posant  ^ f obtient  rêqualion  / ^^j|f — * ’ 

et  par  consé<)ueiit.  y = 

Si , dans  celte- dernière  équation,  on  remplace  t par  sa  valeur 
'V  ^ ■ 

en  elle  devient _)'=  19(2/' — ')'+*">  ^-=39/ — 19. 

Reportant  cette  valeur  dey  et  celle  de  r , 
dans  l’expression  de  x,  on  trouve a-  = 56i' — a-. 

On  reconnaît , à l’inspection  de  ces  deux  foi  mules , que  / 
peut  avoir  une  valeur  positive'quelcqnque. 


r Soit./'=i,  il  en  résnltcy=39 — 19=20,  x=56 — 2'=2g. 

Substituant  la  valeur  de  x dans  l’expression  Sg  t'-f*  16,  on 
obtient  39.29-4-16,04  pntir  le  plus  ]>ctit  iiombic  qui 

satisfait  à' l’énoncé -d^^a  question. 

Soit  encore  r'  = 2,  on  trouve  x=Ai.2 — 27  = 80;  donc 
Sgr  -f-  16  = 3g. 85  -4-  iG  = 333 1 , et  ainsi  de  suite.  On  peut 
iraillcurs  vérifier  l’énoncé  suc,  les  deux  nembres  qui  viennent 
d’élre  obtenus. 

N.  B.  L’artifice  auquel  nou.s  avons  eu  recours  dans  cette 
question , sup)Kise  de  l’babitude  ; mais  nous  ne  saurions  trop 
eu  reconnu  a nder  Tusiige,  parce  qu’il  abrège  beaucoup  la  déter- 
mination des  valeurs  de  x et  dey. 

128.  Si  l'on  compare^  lés  formules  projircs  à donner  tous 
les  systèmes  de  valeurs  de  x et  tley,  dans  les  diverses  questions 
que  nous  avons  traitées  jusqu’à  pr&ent,  aux  équations  de  ces 


♦ • 
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nrublèlucs,  on  i>cul  lacileuicnt  reconnaître  qu’elles  jouisi^nt 
,1e  celte  propriété  commune  : Les  coefficiem  de  l‘ind<>temtinèe 
qui  enit-e  dans  ces  formules,  sont  récipro<iucment  Us  marnes 
(ad  signe  près  pour  l’un  des  deus)  que  Us  coefficUns  dont  Us 
inconnuia  x et  y sont  afecUes  dans  l’équation  proposée  ; desK- 
à^irc  que,  dans  la  valeur  de  i,  le  coeüicient  de  l’indcter- 
minée  est  égal  coeficienl  doiU  y est  apeU  dam  l’équa- 
tion et  dans  la  valeur  de^’,  le  coefficient  de  I indetermmce 
est  ial  au  coeJjicUnt  de  x de  l’équation,  pris  en  èigne  con- 
traire; ou  réciproijuement  (quant  aux  signes  des  deux  coef- 

^'*^'prur  démond-  cette  propriété,  reprenons  l’équation  gé- 
nérale ' ^ ' 

, ax  + by=ùe,  è (i), 

et  supposons  qu’après  avoir  applique  la  métlM>de,on  soit  par- 
venu aux  deux  formnles 

x='mt  + A...  (2),  ' ■ 

y = nt  B . . i 

Nous  oliscrverous  d’alxird  que,  dans  ces  formules  . les  coef- 
ficiens  met  « doivent  être  premiers  entre  enx;  ear,  s’ils  avaient 
un  facteur  commun , et  que  l’on  eût , par  exemple , v 

/ • tL  ' * • 

• m = mi,  n = 11  * , 

les  formules  deviendraient  ^ . 

i x = mit  + A , ••  • . ^ 

y = rîkt  + B ; • 

et  en  posant  ' < = obtiendrait 

ar*=mV-l-A,.  y = n'^+\i-, 

d’où  il  suivrait  qu’a  une  valeur  fractidtinaire  j de  t,  il  corresr 
pondrait  des  valeurs  entières  île  x 'et  dé  J",  ce  qui  serait  eon- 
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traire  à la  nature  <le  la  méthode,  qui  veut  que  toutes  les  indc- 
tfiiminées  introduites  dans  le  cours 'du  calcul  ne  reçorvent  que 
des  valeurs  entières. 

Cela  posé,  on  a vu  précédemment  que  l’équation  (i)  doit  ré» 
iulter  de  réliraiiiation  de  i entre  les  équations  (2)  et  (3). 

Or,  pour  effeetner  cette  élimination,  il  suffit  de  multiplier 
1 équation  (2)  par  n,  et  l’équation. (3)  par  m,  puis  de  retran- 
cher l’uno  de  l’autre  ; ce  qui  donne 

' nx  = 

, , . . v.  ■ , 

équation  qui  doit  être  identique  avec  l’équation  ' l 

ox-f-6y  = c, 

( puisque  d’ailleurs  m'et  h,  ainsi  que  a et  b,  sont  premiers 
entre  eux),  et  donne  par  conséquent 

n = a,  m=~-b. 

Comme  on  peut  soustraire  les  deux  équations  (2)  et  (3),  dans 
un  ordre  inverse,  il  vient  encore# 

OTj 7»x  =5  mB  — nA  ; 

d*où,  comparant  avec  l’équation  (i),  * • ' ' 

■ r • * ■ ' 

n = — a,  m = b. 

Oc  çu^il  fallait  démontrer^  - ^ 

Aotrement;  Les  valeurs  (2)  et  (3)  devant  jrérifier  l’équa- 
tion (1),  quel  que  soit  on  a nécessairement  ' 

A)  4- B)  = c,  ' 

ou,  développant  et  ordonnant  par,  rapport  à <, 

(am  -I-  bti)t  + nA  + éB  = c. 

Mais,  comme  la  supposition  de  /=:o  dans, 'les  formules  42) 
et  (3),  donne  A et  = B,  ces  valenrs  doivent  former 

un  sj’stcme  particulier}  ainsi  l’on  a séparément 

OiV  ^ c \ 


21^  ' 
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ilonc  IVgnlité  prémleiile  sfi  rétluit  à 

* . t 

(nin  -)-  bn)  / = o. 

'S  * 

Or,  pour  que  celle  cgalilé  soit  satisfaite  pour  toute  valeur  r/i- 
tière  allrihure  à t,  il  faut  que  l’tui  ait 

am  -}-  ira  = O s.  d’oîi  — ■=  — 7 ; 

> m b 

I 

et  puisqu’on  a déjà  reconnu  que 'ni  et  n sont  premiers  entre 
eux , aussi  bien  que  a cl  A,  on  doit  avoir  (Arilfa.,  n”  i5^) 

I * % 

m = -—bf  n^=a , 

ovi  bien , m=:b,  n — a. 

' ) 

129.  On  peut,  an  reste,  donner  do  cette  propriété  une  dé- 
monstration qui  suit  toul-à-fait  indépendante  de  la  niciborle 
qu'on  a suivie  pour  obtenir  les  valeurs  de  x cl  de  y. 

Soit  toujours  l’équation  proposée 

• , . 
ax-\-hy^c...  (i); 

• » \ » 

cl  supposons  que,  par  un  moj'cn  quelconque,  on  ait  trouve 
X=S£t  cl  J' = C,  ' 

pour  une  première  solulioa  'en  nombres  entiers  ( positifs  ou 
négatifs);  je  dis  que  toutes  les  autres  solutions  sont  com- 
prises dans  les  deux  formules 


^^y  = C + at 
X = M^bt 


I ou  bien  | 


J-=C  — at, 

x = «,-f  A/; 


t désignant  un  nombre  entier  tout-à-fait  arbitraire.  ^ 

En  effet,  puisque  a et  f forment  un  premier  système  de 
valeurs  de  x et  de  j,  en  nombres  entiers,  on  a l’égalité 


-<  o«  -f-  Af  = c . j . (a). 

• é 

Retrancbant  cette  égalité , membre  à membre , de  l’équa- 
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tion  (i),  en  olitieut 

o(j^— “)  + A(j'  — 0 = 0...  (3),, 


ai3 


équation  qui  peut  remplacer  la  propocce. 
Or,  l’éqpatioii  (3)  revient  à celle-ci: 


b{y-C)_ 

a ’ 


cl  pour  que  la  valeur  de  x , oorréspondante  h une  valeur  en- 
tière de  y , soit  elle  - même  entière , il  faut  et  il  suEBt  que 
b{y  — 0 soit  divisible  par  a;  mais  on  sait  (n°  122)  que  les 
coefbciefis  a et  b sont  premiers  entre  eux  (autrement  l’équa- 
tion ne  serait  pas  résoluble  en  nombres  entiers  ) -,  donc , en 
vertu  du  principe  établi  en  Arithmétique  (n°  iSn),  il  faut 
et  il  suffit  que  y — C soit  un  multiple  de  a.  ‘ 

Pusojis  donc J — € = at, 

il  en  résulte x— :■•=  — bl] 

et  de  ces  deux  équations  un  déduit  évidemment 

J y = C + at, 

xz=0  — bt.* 

Comme  de  l'équation  (3)  on  ti|-e  encore  . 

' ' •-  ° C*  — *)» 

si  l’on  pose x et  =:  bt, 


il  en  résulte y ~^C  = — at, 

Quations  qui  donnent  ' ’ 

X s=  « bt, 

y = ff  — af. 

Il  est  aisé  de  vérifier  que,  quelle  que  soit  bt  valeur  de  t, 
les  valeurs  y = ^ *1*  of.  x = a — bt,  satisfont  à la  pro- 
posée. ' 


SI  4 ANAl-YSB  IKPÉTXnvnsiE. 

' En  cflct,  si  on  les  suLslitueiIans  celte, équation  , on  trouve 

a(a  — + + = ou  réduisant,  aa  + iff=c, 

égnlilé  vérifiée , puisque  « et  ff  forment,  par’hypotbèse,  une 
solution  de  la  proposée. 

i3oï  Conarquenct.  Si  dans  les  formules 

yz=&-^at, 

’ iT=:S«  — bt, 

on  fait  successivement  ' , ’ ' 

t ‘ O,  1,  2,  3,  4*.*,  et  r — ■ “ 1 , 2 , ■ 3 • • ■ , 

clics  deviennent  - ' 

C+u,  C+2Œ,  C+3a...  J ty=C-r-a,C—2a,C—3a..., 
x=tc,  « — b,  « — ai,  « — 36...  / *+36,  «+36....  • 

. ..  .*.  ^ 

n'nù  l’on  voit  que.  toutes  les  solutions  entières,  positives  ou 
négatives,  de  la  proposée,  forment  deux  progressions  par  dif- 
fùrence,  dont  la  raison-  estj  pour  les  valeurs  de  x.,  le  coejjicient 
dont  y est  affecté  dans  V équation j et  pour  les  valeurs  de  j , le 
coefficient  dont  x est  affectèoans  la  même  équation. 

i3i.  Autbb  MimooE.  Il  résulte  de  l’analyse  du  n°  129, 
Cjiic  toute  la  diOlculté,  pour  résoudre  complètement  l’équa- 
tion ax  + by  = c , consiste  à trouver  une  première  solution ^ 
puisqu’on  peut  ensuite  obtenir  toutes  les  autres,  au  moyen  des 
formules  ■■ 

x=<t‘—  bt,~  y z=C  at. 

Cette  considération  conduit  à une  seconde  méthode,  pour 
résoudre  l'équation  indéterminée.  Elle  repose  sur  les  proprié- 
tés cléineulaircs  des  fractions  continues. 

Soit,  pour  premier  exemple  , l’équation  déjà  traitée  (n*  124) 


'73;  — 49jy  = -;-8. 


..s  • I T 

Si  l'onconvertit  en  fraclicn  continue  (Arilli.,  n* 

49 


1 

167),  et 


y 
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qn’on  forme  les  réduites  (Arith. , n“  169),  on  obtient  les  frac- 


tions 


0 I I 8 IJ 

1 ’ 4’  3*  23’  49 


Or^l’on  sait  (Arith.,  n"  171)  que  le  numérateur  de  la  diffé- 
rence entre  deux  réduite»  consécutives  est  égal  A -f-  i ^ si  ia  ré- 
duite de  laquelle  on  retranche  est  de  rang  pair;  et  a—.\r,  si 
cette  réduite  est  de  rang  impair. 

Donc  jComme^  est  de  rang  impair,  on  doit  aroir 


il. 

49 


■49 
8 - — 


i-;  d’oùi7  X23 — 49><®="“' 


a6  49><*3 

(égalité  qui  peut  d’ailleurs  ,se  vérifier  immédiatement). 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité 
vérifiée,  par 8,  c’est-à-dire  par  le  second  membre  de  la  pro- 
poséé,  pris  en  signe  contraire;  it'vierit 

17X23x8 — 49X8x8= — 8, 

ou  17X>84  —49X64  = — 8, 

égalité  qui  est  encore  exacte,  et  qui  ne  dillêre  de'la  proposée 
qu’en  ce  que  i84i’emplace  x,  el  64  remplace  y‘,  d’où  I on 
voit  que  la  proposée  est  nécessairement  satisfaite  par  * 

a;=i84  et  _y  = 64.  ' ' 

Cette  première  solution  étant  trouvée,  on  a (n°  129)  , pour 
déterminer  les  autres,  les  formules.,  , 

x=i84  4.49«,  9'=64  + i7(. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  valeurs  entières  et  positives,  il  faut 
supposer  t positif,  ou  égal  à o, — 1, — 2,  — 3.  L’hypo- 

thèse f=— *3,  donne  x—3'],  y=  i3;  c’est  le  plus  petit 
système  trouvé  n®  124.^ 

^ ■ P ..  y 

1 32.  Pour  généraliser,  supposons  que  l’équation  à résoudre 
soit  ' 

fl«  — i9=c...(i),“- 
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a et  i Liant  deux  nombres  absolus,  mais  c pouvant  être  po- 
sitif ou  négatif.  I 

Convertissons  en  fraction  continue^  qui,  par  sa  nature, 

doit  être  irnyuclible  (n“  122)  , et  formons  les  réiluites  cotise- 

* ^ 

cutives'i  la  dernière  est  V,  et  l’avant-dernière  peut  être  repré- 

sentee  par  ^ ; ce  qui  donne  la  relation 
, m 

aXm' — bxm=z±  i;  ' • 

savoir  : 1»  réduite  j est  de  rang  ]>air,  et  — • i ,si  celle 

réduite  est  de  rang  impair. 

Admettons,  pour  un  instant,  qu’elle  soit  de  rang  pair  ; on  a 

VéiTAliU  vcrifùe aXm  — 6 X m = -|- 1 ; 

multiplions  ses  deux  membres  parc, 

il  vient k aXm'c  — ixtnc  = r, 

• • 1 ^ • * * 

résultat  qui  nedillèrc  de  l’équation  > ax~bys=zc, 

qu’en  ce  que  jc  et  _y  sont  remplacés  par  m'e  et  me;  donc 
X =:  m'e  et  V = me  forment  une  solution  do  l’équation . 

Si  la  réduite  ^ est  de  rang  impair,on  a aXm'—  Z>X  m = — i; 

d’où  multipliant  par — c,aX — — me  = c.^ 

I 

Comparant  cette  égalité  vérifiée  avec  l’équation  ax  — by=  c, 
onen  conclut  ,.r=: — m'c,_y= — me,  pour  «of»rton. 

Si  l’équation  est  de  la  forme. ..  ar-f-Ay=  c, 
c’est-à-dire  si  les  deux^  coefii- 
c.'ens  net  ù sont  do  même  signe*  , 
on  peut  la  modifier  et  l’écrire 


. * * • 
ainsi  i ^ ai  — 0 X — y = ^i 

DÇs  lors,  en  formant,  comme ^ ^ 

ci-dessus,  l’égalité a X m'e  — bxme 

i 

ou  bien,  cclle-ei aX—'in'r — ÙX — mc=r. 
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on  pourra  conclure  que  x =m'c,_y= — me,  ou  x = — mV, 
y = me  forment  une  solution  de  l’cquatlon. 

Ainsi  ^ quelle  que  soit  l’cquation  proposée,  on  peut  tou- 
jours, au  moyen  des  fractions  continues,  ohtem'r  une  première 
tolulion  de  celle  équation  ; et  les  formules  x==<t — bl, 
donnent  ensuite  toutes  les  autres.  '' 

i33.  Appliquons  cette  méthode  à un  nouvel  exemple.' 

Soit  é résoudre  l’équation 


agr -f  i7^  = a5o.  ^ ’ • 

La  fraction—,  convertie  en  fraction  continue,  donne  pour 

‘7 

1 • a 5 12  ag  . 

les  réduites  consécutives, -,  -,  x,  — , -• 

I I 3 7 17 


D’où  résulte  VigalUé  vérifiée  29X  7 — 1 7 X • 2 = -7- 1“,' 


(ici , la  réduite  ^ est  de  rang  impàir).  / 

Alultiplionslcsdeux  melnbresdecette  égalité  par — a5o;il  vient 
agX — «75o—  17  X — 3ooo  — a5o  ; 
mais  la  proposée  peut  être  écrite  ainsi  : 

*9  XX  — 17  X — y =a5o. 

D’où  .l’on  voit  que  x = — ■ 1750',  ,y  = 3ooo,  forment  une  so- 
lution. 1 


Les  formules  deviennent  alors 


x=  — l'jSo  — 17!, 
3ooo  + agt. 


• = 
l V = 


Si  l’on  ne  vent  tenir  compte  que  des  solutions  en  nombres 
entiers  et  positifs,  il  Ait  supposer  rnégatif;  ainsi;  changeant  le 
signe  de  t,  on  a x==— 1750-}- i7f , y=âooo — agt;  et  il 
est  évident  que  les  valeurs  de  x et  de_y  ne  seront  pnsîtive.s 


qu’autant  que  l’on  aura 


r 
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\ 

— * 1 i6  , . oi3- 

ou.eflecluanl  les  divisions,  i03  — , mais  <'io3 — . - 

‘7  , 1 29 

Donc  t—  io3  est  la  seule  valeur  de  l’Indéterminéo  * qui  rende  x 
et  y positifs.  , 

Pour  (=jio3,on  troiivex=  i,  y:éz  i3,  valenrsqui , subs- 
tituées dans  l’é({inition,  donnent 

39  X > +*7X  i3  = a9-f-aai  = 35o. 

On  voit  avec  quelle  précision  la  mélliode  précédente  donne 
toutes  les  solutions  de  l’équation. 

134.  Dans  quelques  circonstances,  la  première  solution 

s’obtenir,  sans  que  l’on  soit  obligé  de  convertir  ^ en  fraction 

continue.  i“.  Si  l’un  des  deux  coefficiens  a cl  A est  un  sous- 
multiple  exact  de  la  cjuantité  toute  connue  c , l’équation  donne 
siir-le-cliamp  une  première  solution. 

Soit , par  exemple,  l’équation  5x  -f-  3_y  = ^8  ; le  coeflicicul  3 
divise  78  et  donne  pour  quotient  26. 

Donc,  si  l’on  pose  x =3  o et  = 26,  l’équation  est  satisfaite, 

car  elle  devient  5 X o -f- 3 X 26=  78; 

les  autres  solutions  se  trouvent  dans  les  formules 

• l_y  = 26— 5t. 

Soit  encore  l’équation  i2X-f- â5_y  = i56.  . , 

1 56  est  divisible  par  12  , et  donne  pour  quotient  i3  ; ainsi , 
x=  1 3,9'=o  , forment  un  premier  système;  et  l’on  a pour  les 
autres,  x=  i3 — 35t,  9>=i2f. 

2".  Toutes  les  fois  que  , d’après  l’Inspection  de  l’équatioo,  on 
reconnaît  que  la  somme  ou  la  dilTérenc9dcs  cocOicicns  a et  b, 
multipliés  respectivement  par  deux  nombres,  donne  un  sou.s- 
mnltlplu  dit  second  membre,  la  première  solution  s’obtient 
encore  sur-le-clianip. 

Soit , par  exemple , l’équnlion  25x — :,i6y=  i3. 

Comme  en  faisant  x = 3,9'=3,  on  trouve  ?.5X2  — i6x3  = st, 
multiplions  les  deux  membres  de  cette  égalité  véri liée,  par  6, 


* &BCONDX  m£tuodc..  . 2 (g 

quolient  de  i2  par  2;  il  vient  25xi2 — 1&XI8SSI2. 
D’où  l’on  peut  conclure  que  3;=  12,  18  satisfont  h la 

proposée. 

Soit  encore  l’équation 
elle  est  éviJetnment  satisfaite  par 
Ainsi, '^les  formules  générales  sont 


i3r  — 47j'  = o ; 
x — o,  f~o. 

3^=4"'> 


Au  reste,  ces  mojens  de  trouver  une  première  solution  ne 
sont  que  des  moyens  particuliers  à cerlaines  équations,  tandis 
que  la  conversion  en  fraction  continue  est  un  moyen  toujours 
certain  d'y  parvenir. 

Nous  eiigctgeons  les  coramençans  à se  familiariser  également 
avec  les  deux  méthodes  que  nous  venons  d’exposer,  jx>ur^ré— 
soudre  l’équation  ax-^lij^c. 

i35.  On  peut,  à la  seule  inspection  des  signes  de  l’équation 
ax  -i-l)y=c , annoncer  si  le  nombre  des  solutions  en  nombres 
entiers  et  positifs  j est  limité  ou  infini.  ’ 

, i”.  Toutes  les  fois  que  b est  positif  (a  peut  toujours  être  sup- 

posé tel) , le  nombre  des  solutions  est  limité. 


En  effet,  on  déduit  de  l’équation , x 


c — by 


G:la  posé,  si  c est  négatif,  quelque  valeur  positive  que  l'on 
. donne  à j','la  valeur  de  x correspondante  sera  négative  ',  ainsi , 
dans  ce  cas,  l’équation  n’admet  aucune  solution. 

Si  c est  positif,  on  ne  peut  donner  à y des  valeurs  positives 

fl 

plus  grandes  que  autrement  x serait  négatif;  donc,  etc. 

2®.  ToiÜcs  les  fois  que  iest  négatif,  quel  que  soit  le  signe  do 
c,  le  nombre  des  solutions  est  illimité. 

En  effet,  les  formules  x =•  — ht,  y = C at  deviennent, 

lorsqu’on  met  le  signe  de  b en  évidence,  | ^ 

Or,  en  admettant  le  cas  le  plus  défavorable,  celui  où  a et 
sont  deux  nombres  négatifs,  il  su{£t,  pour  que  x et,  ^ soient 
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positi/s,  de  (apposera  (des  valeurs  numériquemeat  plus  grandes 
* « C • 

que  celles  de  j et  Ainsi , l’on  peut  donner  à t des  valeurs  en- 
tières quelconques  au-dessus  de  ces  deux  quotlens.  ^ 

Dans  le  cas  où  le  nombre  des  solutions  est  limité,  on  peut 
toujours  Tiser  les  limites  entre  les<{uellc$  doivent  être  comprises 
Ics.valeurs  de  l’indéterminée  t,  en  considérant  leâ  deux  formules 


qui  sout,  dans  ce  cas, 

' O 

II  suffit,  pour  cela,  de  poser  les  inégalités. 


x = it  — bt, 
\ jtx=C  +al. 

f a — bt'^  O, 
l £-}-  at  ^ O , 


et  d’en  déduire , d’aprës  les  transformations  exposées  (ii°  io5), 
deu^  autres  inégalités,  dont  les  premiers  membres  në  ren- 
ferment que  t.  On  obtient  ainsi  le  nombre  total  des  solutions 
dont  la  question  est  iusceptible. 


§ II.  Des  Équations  et  problèmes  à trois  ou  un  plus  ^ 
gmnd  nombre  dinconnues. 

1 36.  Considérons  d’aboi^  le  cas  de  dtux  équaliont  à ti-ois 
inconnues. 

Soit,  pour  premier  exemple,  le  système  des  deux  équations  ' 

, 5j-l-4y+  a = 373...  (i),  ^ 

' ■ 8r-^-9y  + 3a=65*6. . . (a), 

dans  l’une  desquelles  l’inoonoae  s est  affectée  d’un  coefficient 
égal  à l’unité.  Commençons  par  l’éliminer. 

Pour  cela , multiplions  la  première  équation  par  3 , et  retran- 
chons la  seconde  de  la  première;  il  vient  "jx -i-  3y  — iGo...  (3), 
équation  qui  peut  remplacer  l’équation  (3). 

Appliquant  à l’équation  (3)  la  première  méthode,  on  trouve 

les  deux  for mule.s. I * ” 

t-y'  = 5l4-7t. 


Digilized  by  Google 


4 


, A rLVS.  ns  DIVX  ihcokmues.  aai 

Reportant  cc»  deux  expression»  Je  s et 
de  _y  dans  la  preraii-re  équation,  on  obtient  . 

5(1 —3/) + 4(5i +7O + *=272.  o'i  ré- 
duisant,  s = 63— i3i. 

Le»  trois  inconnues  se^  trouvent  actuellement  exprimées  ou 
fonction  entière  de  l’indéterminée  t.  Ainsi , en  donnant  à t des 
valeurs  entières  quelconques,  on  en  obtiendra  de  semblables 
]>our  J,  y,  s;  cl  CCS  valeurs  satisferont  aux  deux  équations  pro- 
posées; car,  d’après  ce  qui  vient  d’étre dit , le  systpme  de»  trois 
formules  éijuioaut  aux  deux  équations.  ' 

I Si  l’on  deuiande  de»  valeurs  entière»  et  positive»  pour  x,  y,  s, 
il  eit  évident  que  t ne  peut  être  positif,  car  * serait  négatif;  mais 

• Il 

on  peut  supposer  /•=o,  -- i , —a...,  jusqua  t—  — — 


Faisant  donc  t~o,  — i,  — 2,  — 3, 


-3; 

-4, 

-5, 

-6, 

—7. 

10, 

i3. 

16, 

»9. 

22; 

3o, 

23, 

16, 

9. 

2. 

f 

102, 

1^5, 

128, 

i4i, 

«54; 

on  trouve.  y'=5i , 44 > ’ 

I a=63,  76,  8 

d’où  l’on  voit  que  le  problème  ^t  susceptible  de  huit  solutions 
différenlcs.v,  * 

, • t r ^ I 

Vérilions  seulement  les  solutions  exlremes. 

r5.  i+4.5i-fi.  63=272,' 
,«.x=i,jy=5t,. =63,  donnent  63=656; 

, (5.22-f-4-  2-1-1.154=272. 

2".x=22,y=2,a=.54,  donnent  j g 2 -^3. 1 54=656. ' 

137.  Soient,  pour  nouvel  exemple,  les  équations 

6x-t- 7y-f-4*  = *22. . . (1), 

• iijr-l-8y  — 62  = 145...  (2). 

Pour  éliminer  % entre  ces  deux  équations.,  multiplions  la  pre- 
mière par  -3  et  la  seconde  par  2 , puis  ajoutons  les  résultats 
membre  à membre;  il  vient 4®J'”f'37..v=856. . . (3), 
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équalion  [rour  laquelle  oii  trouve,  d’après  la  première  me— 


IhoUc , 


x=3^i+g, 

J'  = 8 — 4°^* 


Reportons  ces  expressions  de  x et  de  j'  dans  l’équation  (i)  ; elle 

devient . ..  6(3^/  + 9)  + ;(8  •“  4®0  ~h  4^=  122 , 

ou , clTectuant  les  calculs  et  réduisant , 22  — 29/  = 6 . . . (4) . 

Ici  l’inconnue  Z n’est  jias,  comme  les  deux  autres  x et_y, 
exprimée  etl  fonction  entière  de  l’indéterminée  t.  Ainsi,  il  fniit 
encore  appliquer  à l’équation  (4)  l’une  des  'deux  méthodes 
connues. 

On  a pour  les  formules  relatives  à celte  équation 


7=2i'i 

z—2gi'-i-3. 


Comme  d’ailleurs,  toute  valeur  entière  de  t,  substituée  dans  les 
expressions  de  x el  de  y,  en  donnera  de  semblables  pour  ces 
inconnues,  il  s’ensuit  que,  si  l’on  met  2t'  à la  place  de  t dans  ces 


r 


expressions,  ce  qui  donne 


f * = 74^' + 9. 

8 —bot', 


ces  formules  réunies  à celle-ci  : » = 2gi'  -f-  3, 

compreudront  tous  les  systèmes  de  valeurs  entières  de  x , y , z, 
propres  à vériCer.le^équalions  proposées. 

Si  l’on  ne  veut  que  des  solutions  directesj.il  est  visible  que  t' 
ne  peut  être  positif,  puisque  y serait  négatif';  et  r'  ne  peut  être 
négatif,  puisque  2 et  x seraient  négatifs.  Mais  l’bypotbèsc  r'=o 
donne  x = 9,  _j'  = 8,  z = 3;  donc  ce  système  est  le  seul  qui 
satisfasse  aux  deux  équations. 

. En  résumant  la  marche  précédente , on  en  conclut  cette  règle 
générale  : Élimines  l’une  des  inconnues  entre  les  équations  pro- 
posées j et  cherches  pour  l’équation  résultante  de  cette  élimina- 
tion j les  deux  formules  qui  donnent  tes  deux  inconnues  qui  y 
entrent  J en  fonction  entière  d’une  indéterminée  t.  Substituez 
ces  expressions  dans  l’une  des  équations  proposées  j ce  qui  donne 
une  nouvelle  équation  j ne  renfermant  plus  que  t et  V inconnue 
que. l’on  avait  dé  abord  éliminée,  fééterminez^pour  celte  nouvelle 
équation,  les  deux  formules  qui  donnent  les  expressions  des  deux 


« 
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inconnues  jui  ^ entrent,  en  Fonction  entière  d’un*  seconde 
incUUrminèe  l'.  Substituez  enfin  l’expression  do{  dar^  celles  des 
deux  premières  inconnues.  Les  valeurs  des  trois  iilconnues  së 
trouvent  ainsi  exprimées  en  fonction  entière  de  t';  et  il  ne  s’agit 
plus,  apres  cela,  que  de  délcrniincr  pour  i”  les  limites  cnire  les- 
quellesccs  valeurs  doivent  se  trouver,  pour  que  celles  des  incon- 
nues principales  soient  enlieres  et  positives. 

N.  B.  Toutes  les  fois  que  l’une  des  inconnues  a pour  coefli- 
cient  l’unité,  dans  l’une  des  équations,  il  est  plus  simple  d’éli- 
miner cette  inconnue;  parce  qii’aprcs  avoir  exprimé  les  deux 
autres  en  foncüon'entière  d’une  même  indéterminée,  si  J’on  re- 
porte CCS  valeurs  dans  l’éqtiation  où  lu  troisième  inconnue  est  af- 
fectée d’un  cocincient égal  à l’unité,  on  obtient  inimédialemcnt 
cette  troisième  inconnue  en  fonction  entière  de  la  même  indé- 
terminée; ain^l^ans  ce  cas,  une  seule  opéraâon  est  suffisante. 
Les  deux  équations  du  n”  i36cn  ont  offert  un  exemple. 

i38.  Voici  la  marche  qu’il  faut  suivre  pour  trois  équations  à 
quatre  Inconnues  ; Après  avoir  éliminé  l’une  des  inconnues  , on 
exprime,  à ITaide  des  deux  équations  résultantes,  et  d’après  ce  qui 
vient  d’e'tre  dit,  les  irais  autres  inconnues  en  fonction  entière 
d’une  même  indéterminée , et  l’on  substitue  ces  valeurs  dans 
fune  des  équations  proposées.  Si,  dans  la  nouvelle  équation,  les 
coefficiens  des  deux  inconnues  qui  y entrent  sont  différens  de 
l’unité,  on  étetblit  deux  formules  qui  donnent  ces  inconnues  en 
FONCTION  ENTIÈRE  d’ Une  seconde  indéterminée  j puis  on  rem- 
place, dans  les  expressions  des  trois  premières  inconnues , Ut 
première  indéterminée  en  fonction  de  la  seconde  , et  l’on  obtient 
ainsi  les  quatre  inconnues  primitives  en  fo.nction  entière  la 
seconde  indéterminée.' 

Même  raisounement  ]ionr  quatre  équations ''à  cinq  incon- 
nues, etc.  Nous  proposerons,  pour  exercices,  les  questions 
suivantes. 

Troisième  question.  Un  monnoyeur  a trois  sortes  (Targent. 
SurQ  onces  ou  l marc,  la  première  contient  ']  onces  d’argent  fin, 

la  seconde  5°"'  et  la  troisième  faire  un  alliage 
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cU  3o  marc»  pétant,  ÿui contienne 6 once»  d'ai^iit sur  Com- 

bien (en  nomlines  entiers)  doit-il  prendre  de  marc»  de  chaque 
sorte  ? 


[ 

f X = 10, 

12,  14, 

16, 

«8, 

1 ttèjionse. 

] y = =°. 

i5,  10, 

5. 

«. 

l a = 0, 

3.  6, 

9. 

12, 

c’e:>(-à-<{irecM7  solutions,  en  aiimettant  o pour  valeursde 
y cl  tle  t. 

QoATBiiMF.  QUESTION,  l'nmvcr  trois  nombres  entiers  telsj  que 
la  somme  de  leurs  produits  par  les  nombres  respectifs  3,5,  soit 
égale  à 56o , etque  la  somme  de  leurs  produits  par  Us  carrés  g , 
a5,  49  eoii  égaU  à 2920  ? 

j X = i5,  5o  I . \ 

lièponse.  \ty  = 82,  4®  ^,e’csl-à-dire Auorsolulions.  | 

I Z = i5,  3o  J ' y 

, ' I 

Cinquième  question.  Trouoerun  nombre  N qui,  étant  divisé 
par  11^  donne  U reste  3;  divisé  par  donne  le  reste  5,  et  divisé 
par  29^  donne  le  reste  10?  , 

(Ae/7.fï=  4128 -{-606U;  en  sorte  que  412S  le  plus  N 
.petit  nombre  qui  satisfait  à Fénoncé.  / 


Sixième  question.  Trouver  pour  x un  nombre  tel,  que  les 

3x — 10  iir  + 8 162: — i , , 

expressions  , , = soient  des  nombres 

" >7,5 

entiers? 

• * •* 

(üép.  X = 2 1 1 SgS/,  t étant  une  indéterniinée.') 

• * f • 

139.-  Si,  dans  la  sixième  question,  on  désigne  par  j,xel  n,  les 

3x — 10  11x4-8  i6x — I , 

quoticns  , — , g , on  a pour  les  équations 

du  problème,  3x — i6=z’^y,  iix4-8  =171,  — i =^v, 

oubicn,....  3x — 7y=io,  iix — 17*= — 8,  iGx — 5i-=i. 

Il  faudrait  donc  appliquer  à ces  éqii.'itioiis  la  marche  indiquée 
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dans  le  n°  précédent,  pour  trçis  équations  à quatre  inconnnes 
Maïs  nous  allons  dcyelopper  un  moyen  beaucoup  plus  simple 
de  déterminer  la  râleur  de  x,  qui  est  ici  Finconnue  principale. 
Ce  moyen  estd’ailleurs  applicableà  toutes  les  questionsdu  même 
genre. 


• •*  . * * ... 

>:â 


fm-i 


•• 


D’abord,si  nous  considérons  la  troisième  expression 


i6x — 


elle  revient  a 3xH 


* • • 

ainsi,  pour  qu’elfe  soit  entière,  il 
faut  et  il  suffit  que  x — i soit  un  multiple  de  5. 


k: 


Posons  donc  — ^ — = f j î|  pu  résulte  x=s  1-^5^ 


‘ Toute  valeur  entière  de  /,  substituée  dans  cette  formule,  don- 
nera pour  X un  nombre  qui  satisfera  à la  troisième  condition  de 
l’énoncé.  , ' 

Substituons  maintenant  cette  voleur  de  x dans  la  première 
expression,  il  vient  —^~'3 


■r--  7 

• - .s  / 

d’oè  l’on  voit  que  cette  nouyellè  expression  sera  entière,  si  l’on 
suppose  ‘*’*'**e‘«^ccttecondilion  est  nécessaire.  Ainsi 

pour  que  les  première  et  troisième  expressions  proposées  soient 
entières,  il  faut  que  l’on  ait  x=i+  5s,  ' r étant  de  la  forme 
«=7«'i  ce  qui  donn^.. . x=i+35<'. 

Portons  cette  nouv^  valeur  dans*  la  seconde  expression 

— ; ,1  vient  -_y,  ou  23f -f-  , + in^ 

^ ' 7 ' * 

Or,  on  a ^a  — 6^' = 2 (i  _ 3/);  ’ 


d’ailleurs,  2 est  premier  avec  17;  donc;  pour  que  la  seconde  ‘ : 4 . ‘ 
expression  soit  un  nombre  entier , il  faut  et  il  suffit  que  1 — 3<' 

^ . A . t .a  - _ ^ ^ .Se  . 


soit  divisible  par  17. 
1 — 3/ 


--  ■'X. 


Posant 


■ <=?  <*>  on  en  tire. 


•air'  *'.K' 

•A  -•••■» 


i5 


A . ••  ' 


a.  A 


* -r  ’ êi *■  V-  '»J 


f . 

, .l'a  - 

■ ^ 

. piglti 

r.. 


% 


7/ 


*.A.'  ••^'-  ■ ■ 


.'  ' * ■^  . • V -,'i  I 

.--•^  ^ . - » 
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OU,  pBcctuaiit  la  division, ^ -i j 

Soit  ^—7— ==/*.  on  obtient i’  = 3f* — i 


: ii 


= /•,  on  obtient i*  = 

d’oùrondéduU<'  = — 6<*4-<*,ou...  <'=— i^r  + 6. 
Reportantcettevaleurdansrexpression  x=  i +35/, 

on  obtient , toute  réduction  faite,  *'  - 

X = 3 1 1 — 5g5/'. 

Telle  est  la  formule  propre  à donner  toutes  les  valeurs  de  J,  . 
susceptibles  de  satisfaire  à l’énoncé. 

Soit  f=o,  on  trouve  x = 2ii;  c’est  le  plus  petit  de  tous 
les  nombres  cbercliés.  En  supposant  ii  t"  des  valeurs  négatives 
quelconques,  ou  obtiendrait  les  autres  solutions. 

" N.  B.  Nous  reniarquerons  que  5g5,  coefficient  de  t"  dans  la 
formule,  est  le  pro<luit  7 X «7  X5  des  dénominateurs  des 
trois  expressions  proposées.  U serait  aisé  de  se  rendre  compte 
de  cette  propriété,  qui  se  motlilie,  lorsque  les  dénominateurs  ne 
sont  pas  premiers  entre, eux;  car,  dans  ce  cas,  le  coefficient  est 
égal  au  multiple  U>  plus  simple  des  dénominateurs. 

140.  Il  nous  reste  encore  à parler  des  problèmes  dits/>/us 
qu'indéterminés  J c’est-à-dire  pour  lesquels  le  nombre  des  équa- 
tions est  moindre  de  deux  ou  plusieurs  unités  j que  le  nombre 
des  inconnues. 

Soit  d’abord  l’équation  à trois  incond^,  ox  + 6y  + ca=^. 
Si  l’on  fait  passer  le  terme  es  dans  le  second  membre,  il  vient 

at  by  = d — es , ou  a.r  + by  = c, 

(en  désignant  par  c la  quantité  d—  c%,  qu’on  regarde  pour  le 
'inoment  comme  connue). 

Cela  posé . l’on  étalJit  pour  Pcquation  ax  + by  = c' , les 
deux  formules  x = *» — bt,  y=:C-f-at  Apres  quoi , 1 on 
remplace  dans  #etC,  c'  par  sa  valeu*'  d — r*  ; alor*  x cl^  se 
trouvent  exprimes  en  /onction  eatüride  If  indéterminée , et  de 


la  troisième  inconnue  s. 
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U 
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Soit  proposé,  par  exemple,*  de  pajtr  187  franc$  aveo  det 
pièces  de  5 fr. , 0 fr.  et  aa  fr. , sans  axtcune  autre  monnaie. 
Désignons  par  x,y,  l les  trois  nombres  de  pièces  qu’il  faut 
donner  de  chaque  torte  i on  a Péquation 

+ 20*=  187, 

. 

quirevientà  5x-}-6j^=i87 — 2oz  = c. 

Tirant  de  celte  équation  la  valeur 

de  r,  on  a x~ 

5 ’ 

/ 

OU  bien, x = — y + — ~»y, 

C*  V ' 

Posant  — = t,  l’on  en  déduit  y — c'  — Ô/, 

<l’où ......  x=  — c'+6h  ^ 

Remplaçant,  dans  ces  deux  formules,  e'  par  sa  voleùr  187 aos, 

on  trouve  enCn. | 

, I X= 187  4-  206  + 

Tant  que  l’on  admettra  pour  x et  y des  nombres  entiers  po- 
sitifs ou  négatifs,  on  pourra  donner  à 6 et  à ^ des  valeurs  tout-è- 
fait  arbi  traires  ; mais  si  l’on  veut  satisfaire  directement  à l’énoncé, 
la  forme  même  de  l’équation  proposée,  Sx -f- 6y -f-  ao6  =:  187 , 

prouve  que  z ne  doit  pas  recevoir  de  valeurs  au-dessiis  de 

ao 

7 

ou  9 — , car  autrement , x ou  y serait  négatif. 

Posons  donc  successivement  8 = 0,  1 , a,  3 8,  g. 

Si  l’on  fait  6 = o , les  valeurs  de  x et  de 

deviennent. f + 

1 y~  187  — St. 

formules  qui  prouvent  que  t doit  être  > mais  <" 

- O 5 
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I . i 

ou  > 3*  g>  ro**'*  <!  ^'^5‘  ^ P*"'**  l'cocvoir  six  valeurs  , 

savoir  : 3a,  33,  34,  35,  36  et  S^.' 

r < = 3a,  33,  34,35,  36,  37, 
Ainsi,  pour  * = o,on  a. . . ^ x = 5,  1 1,  17,  a3,  29,  35j 

* y = =»7>  23,  17,  12,  7,  a. 

c'-.  i>  , 'fx=— i67+6f, 

Soit  £ = I : Ion  trouve ^ -i  /•  r- 

j,y=  ‘167— 5<; 

* s ' ' V ^ 

«l’où  t > ou  27  g,  mais  <[  ou  33  g,  ce  qui  donne  en- 
core les  six  valeurs  28,  29,  3o,  3t , 3a  et  33. 

V f < = 28,  29;3o,  3i , 3a,  33, 

Ainsi,  |K)nr  i=  I , l’ç®  • s a:=  1,  7,  i3,  ig,  a5,  3i , 

i ‘ jr=  27,22,  17,  12,  7,  2. 

f <=  25,  26,27,  28,  29, 

Pour  t = 2,  ou  trouverait.  . . <x=:  3,  9,15,21,27, 

l >'=  22,  17,  12,  7,  2. 

■“  » vt  * 

. , f < = 22, 23,  24, 25, 

Pourz=3 <x=  5,11,17,23, 

17,12,  7,  2. 

■’^'Pour  a = 8,  les  formules  ^ x=  — 27  +6/, 

seraient  * 1 *7  — 5l.  ^ 

d’où  / ^ ou  4 <C  J ou  5 g.  Ainsi  < ne  peut  rece* 

« « 

voir  que  la  valeur  t dS:5;  ce  qui  donne  x = 3 , ^ = 2. 

Enfin , à l’iiypotlièsc.si  = 9 correspond  aucune  solution, 
car  les  formules  deviennent  ,x  = — 7-f-6<,  y = 7 — 5/, 

rj  I Ht  * 

d’où  < >•  g ou  1 g,  niais  < ^ ou  1 » 

i4i.  On  voit  assez  ceqn’ll  faudrait  faire  pour  deux  équations 
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à quatre  inconnues,, trois  équations  à cinq  inconnues.  Cepen- 
dant, nous  donnerons  encore  la  résolution  complète  d’une  ques- 
tion de  ce  genre,  pour  faire  voir  comment,  i Paide  de  quelques 
considérations  particulières,  on  parvient 'souvent  à simplifier 
les  calculs. 

SxPTiioiE  QOEsnoM.  Un  fermier  àchète  l OO  pièces  de  bétail 
pour  100  louis  J savoir  : des  bœufs  à lo  louis  la  pièce  j des 
' vaches  à 5 louis,  des  veaux  à a louis,  et  des  moutons  à un 
demi- louis.  Combien  a-t—ii  acheté  cTammaux  de  chaque 
espèce? 

Soient  x,  v,  s,  u,  les  nombres  cherchés*,  on  a les  équations 


loo 


x-f  y+  a+ 

I ox+^-|-az-}-ia=ioo 


OO 


ou  réduis.. 


{X-+-  E-f-u=i 

aox^  1 oj'+4z+u=aoo. 

En  retranchant  la  première  équation  de 

la  seconde,  on  obtient i9x-f-9)'+3£=ioo, 

équation  qu’il  faudrait  traiter  comme  dans  le  n°  précédent. 
Mais  avant  tout , observons  qu’il  est  préférable  d’exprimer  et  s 
en  fonction  entière  de  x;  i".  parce  qu’il  est  évident  que  x ne 

doit  pas  avoir  de  valeurs  au-desssus  de  ou  5 — : a",  parce 

«9  >9 

que  les  coefficiens  de  et  de. s ont  un  facteur  commun;  ce  qui 

entraînera  nécessairement  une  condition  propre  à déterminer 
les  valeurs  convenables  de  x. 

D’après  ces  considérations,  transposons  le  terme  19X;  il 
vient  9y  + 3as=:ioo — 19X,  ou  bien,  3y  -t-a=  ^ . 

Or,  puisque  l'on  demande  pour  x , y , z,  u , des  ndmbrcs  entiers 


et  positifs,  il  faut  que 


100 


— 19J 


soit  entier  et  positif;  mais  il 


n’y  a évidemment  que  x r=  i et  x = 4t  qui  puissent  satisfaire.^ 
cette  double  condition.  Ainsi  déjà,  x ne  peut  avoir  pour  valeurs 
que  X = I et  X s 4-  * 


I 
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Soit  X = I , il  en  résulte  -f-  s — a'j , ou  ^ S'y  — 3y. 
Substituant  ces  râleurs  de  x et  de  s dans  la 
precnièsre  des  équations  proposées , on  troure  « = <ja  4 2^'- 

La  i”  de  ces  deux  formules  montre  que_y  ne  peut  pas  être >9; 

'tl-  “• 

3,  4>  7»  ®>  9» 


ainsi. 


^y=  O.  I, 


pour  x=  I , on  as  s = a7 , a4i  ai , 18 , i5,  la,  9,  6,  3,  o, 
l u=  7a,  74»  76,  78,80,^3,84,86,  88,  9». 
Soit  x = 4,  il  rieut  3y  4~c  = 3>  6’où  e=  8 — 3^, 

et  m = 88  + :9'. 

1j  «pression  de  z prouve  que  y ne  peut  pas  être  ^ a ; ainsi  pour 


|>=  O»  *,  2, 

' = 4,  on  trouve  < a = 8,  5,  a,  ‘ 
, l w rx  88,*  go,  ga. 


D’où  l’on  voit  que  la  question  proposée  n’est  susceptible  que  de 
(rêizt  salatious^  et  de  dixj  si  l’on  cacepte  les  solutions  o. 

§111.  De,  V/inaljsc  iiidéterminée  du  second  degré. 

i4a.  On  se  propose,  dans  cette  partie,  comme  dans  l’Analyse 
indéterminée  du  premier  degré,  de  résoudre  en  nombres  en- 
tiers les  problèmes  qui  donnent  lieu  ù un  nombre  d’équations 
moindre  que  celui  des  inconnues.  Mais  comme,  en  général, 
une  équation  du  second  degré  à doua  inconnues,  donne  l’une 
d’elles  en  fonction  irrationnelle  de  l’autre,  il  s’ensuit  que  la 
question  consiste,  1°.  à déterminer,  pour  l’une  des  inconnues, 
des  valeurs  rationnelles,  qui  aient  la  propriété  d’en  donner  de 
semblables  pour  la  seconde  i a°.  à choisir  parmi  les  valeurs  de 
la  première  mconnue,  les  valeurs  enlière.s  qui  eu  donnent  de 
semblables  pour  la  seconde.  On  conçoit,  d’après  cela,  que  l’Ana- 
lyse indéterminée  du  second  de^rc  doit  offrir  de  plus  grandes 
difficultés  que  celle  du  premier  degré.  C’est  en  effet  une  des  théo- 
ries les  plus  difficiles  de  l’Analyse  algcbricpic,  et  elle  sort  tout- 
â-fait  des  Elémens.  Ü^us  renvoyons,  pour  cet  objet,  à la  Théorie 
des  nombres  de  Legendre. 


\ 
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Nous  exposerons  toutefois  la  résolution , en  nombres  en^jers, 
d’une  série  de  questions  à deux  inconnues,  dont  les  équations 
ne  renferment  que  le  rectangU  ou  produit  cUa  inconmieaj  sans 
renfermer  aucun  des  deux  carrés. 

Ga  questions,  assez  curieuses  par  elles-mêmes  , sont  tirées 
de  l’Algèbre  de  M.  Lbuillier,  à l’ouvrage  duquel  nous  devons 
déjà  les  énonces  de  plusieurs  problèmes. 

143.  PREMiàRE  QUESTION.  Trouver  en  nombres  entiers  les  cités 
d‘nn  rectangle  dont  la  surface  contienne  quatre  fois  autant  de 
mètres  carrés^  que  son  contour  contient  de  métrés  ? 

Soient  x e\.y  deux  côtés  du  rectangle  exprimés  cn^nètres; 
xy  exprime  sa  surface,  cl  ax  + ay  son  contour.  i 

On  a donc,  en  vertu  de  l’énoncé,  l’équation 

XJ"  — 8x  • 

8y  _ 64 

De  cette  équation,  l’on  déduit  T=^^-£g,  ou  x=8-f-j — g' 

D’après  la  forme  de  la  valeur  de  x en_y,  il  est  évident  que, 
pour  une  valeur  entière  de  _y,  on  ne  peut  en  obtenir  une  sem- 
blable pour  Xj.a  moms  que^  — 8 nj  ioit  diviseur  de  64. 

Concevons  donc  que  l’on  ait  détcrniiné  [^Arith.^  n®  i4^)  tons 
les  diviseurs  de  64 , et  qu’on  les  prenne  avec  les  signes  -j-  ot  — ; 
on  aura 

r — 8=i,a,4,8,i6,3a,64,  | — 64,— 3a,— 16,— 8, — 4»~®> — 

d’où 

9,io,i2,i6,a4,4o>7^»  1 — 56, — 24,— 8,  o,  4,  6,  7; 

Remplaçant  dans  l’expression  de  x,  y — 8 par  ses  différentes 
valeurs,  et  réduisant,  on  trouvera 

*=72,40,24,16,12,10,  9,  1 7,  6,  4,  O,— 8,-24,-56. 

4 

En"  jetant  les  yeux  sur  les  deux  dernières  lignes  de  calcul, 
on  peut  voir  que  les  valeurs  de  x sont , dans  un  ordre  inverse, 
les  mêmes  que  celles  de  y,  ce  qui  doit  être,  car  l’équation  du 
problème  ne  change  pas  lorsqu’on  met  x à la  place  de  y,  et  rici~ 
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proju*meni.ïi'oà  l’on  peut  conclure, en  faisant  d’ailleurs  abs~ 
traction  des  solutions  négatives,  que  les  systèmes  de  valeurs, 
réellciTiejit  dilTércus , sont  ^ 

.y  = 9>  *2,  i6, 

X = 72,  40,  24,  16.  V 

Ainsi , La  question  est  susceptible  de  quatre  solutions. 

Vérifions  le  système  _y  — 10,  x — ^o.  js 

La  base  du  rectangle  rcnreriuaut  4°  mètres,  et  la  hauteur  10, 
la  surface  est  de  ^00  mètres  carrés.  D’un  autre  côté,  le  contour 
est  égal  à 2l’4<>  ~t~  ■<>))  uu  100  mètresi  or,  4<>o  est  égal  au  qua- 
druple de  100;  donc,  etc. 

Généralisons  cette  question,  et  proposons-nous 
un  rectangle  dont  la  surface  contienne  m fois  autant  de  tnètres 

carrés  que  le  contour  contient  de  mètres. 

\ 

On  a l’équation  xy  — m (au."  -f-  ay)  = amx  -f-  amy. 

D'où,  tirant  la  valeur  de  x et  effectuant  la  division , 

' 1 4"** 

x = am-f  — 

y — 21» 

Remarquous  d’abord  qu’il  est  inutile  d’avoir  égard  aux  divi- 
seurs négatifs  de  4'"’;  ear^si^  — est  négatif  et  numéri- 
quement plus  petit  que  2m,  y est  bien  positif;  mais  comme 

alors  - est  négatif  et  numériquement  plus  grand  que 

2/»,  la  valeur  correspondante  de  x est  n^ative.  Le  contraire 
aurait  lieu  , si  — 2rn  était  négatif  et  numériquement  plus 
grand  que  Itiid,  c’est-à-dire  que  y serait  négatif  et  x positif. 
Or,  on  est  ceusé  n’admettre  que  des  solutions  directes  de  la 
question. 

Cela  posé,  soient  d,'d',  d“,  les  diviseurs  de  4"*’)  ® 

( 

y — 2ni  = d,  (F,  </*,  d"....  ; 

d’où  y~2m-^d,  2/;i-J-<i',  am-f-d",  2m d*,... 

et  par  conséquent , en  désignant  par  q , q',  q“,  — les  quotiens 
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entiers  de  ^m'  par  d , cf,  d", 


X — Hm  + 217»  -i-q",  2m  -f-  9*,  277»  + y* 

Le  nombre  des  soAi/to/M  paraît,  au  premier  abord,  égal  au 
nombre  des  diviseurs  de  4”**i  mais  comme  l’équation  est  ^mé- 
trique (*)  en  ar  et^,  les  valeurs  de  x tirées  de  l’équation  résolue 
d’abord  par  rapport  à y,  seraient  les  mêmes  que  celles  de_y, 
prises  dans  .un  ordre  inverse.  Ainsi,  le  nombre  total  des  solu- 
tions distinctes  n’est  réellement  que  la  moitié  du  nombre  des  di- 
viseursj  si  ce  dernier  nomlrre  est  pair,  et  la  moitié  plus  uuj  si 
ce  nombi^  est  impair. 

Soit  pour  seconde  application,  ] 


t-  . m = 3,  d’où  x = 6+ 

t 

cherchant  les  diviseurs  de  on  a 


y- 

-6  = 

G 

a. 

3, 

4, 

9.  >4, 

18, 

36; 

d’où 

y = 

■3. 

8, 

9> 

10, 

12,  i5,  18, 

a4. 

42. 

36 

36, 

18, 

•a. 

6,  4,  3, 

I . 

y — 

6~ 

9> 

Donc 

» 

X = 

42, 

*4. 

18, 

i5. 

12,  10,  9, 

8, 

7; 

ce  qui  donne  ciéq  solutions  distinctes. 

i44-  Seconde  question.  Etant  donné  U côté  ocTuncarréj 
trouver  en  nombres  entiers  les  cétés  cCun  rectangle  dont  le 
contour  soit  à celui  du  carré ^dans  le  même  rapport  que  leurs 
surfaces.  ' ’ , 

Soient  .E  et^  deux  côtés  du  rectangle;  2(2:+^)  et  xy  ca 
représentent  le  contour  et  la  suiTace  ; d’ailleurs , 4rz  et  a’ ex- 
priment le  contour  et  la  surface  du  carré.  Ainsi,  l’on  a 


(i)  Oii  appcllcyo/iction  symétrique  de  deux  ou  plutieurs  qaemiiei,  tonte 
cxpresiion  qui  renferme  ces  qu-iiilitc»  combinect  de  la  même  manière  , c'esl- 
ii«dire  telles  que , lorsqu'on  l'cbangc  ces  quantités  les  unes  dans  les  autres, 
l'expressjon  uc  change  [.as,  excepté  dans  l’ordre  des  teimcs. 


I 
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l’cquatron  ' 

— =;  , ou  simplifiant , axv=ra(x  + y). 

à‘  , l\a  \ 

r ' . 

II  peut  se  présenter  deux  cas  ; ou  a est  pair,  ou  il  est 
impair.  « 

. 1°.  Si  a est  pair  et  égal  à za',  il  vient,  en  supprimant  le  fac- 

teur  2,  x_y  = a'(x  4- Jt' ) > d’où  x = a'-f-^ — i— ^ , et  la 

question  rentre  dans  la  précédente. 

2°.  Si  a est  impair,  on  a a 


a Y a . a* 

x=  — — , ou  x=--f-— 

ly  — a ’ a 2(ay — a)  , 


Pour  que  cette  expression  de  x soit  entière,-  Il  faut  et  il  siifllt 
évidemment  que  a_y  — a soit  un  diviseur  de  a*. 

En  désignant  par  d , (T,  d“..,.  ces  diviseurs  , et  psrq,q',q’... . 
les  quotiens  de  la  division  de  a*  par'd,  ( les  quantités 

d,d,d'....q,q\q"....  sont  nécessairement  des  pombres  impairs,, 
puisque,  par  liypolhèse,  a est  impair)  on  aura 

2^—0=  d,  d’,.  nombres  impairs, 

a+d  a-f-if  a-hd" 

2 


'P-  . 
d'ah.j* 


...,  expressions  entières. 


a_y  — a 


= y, 


2 r 2 

• I si 

q',  ÿ'.... , nombres  impairs, 


et  par  conséquent, 

+ Ç à+q'  ,a+q'  ... 

X = ^ » expressions  entières . 


Soit  en  premier  lieu,  ai^ao;  l’équation  est 


ary:^ad(x+»,  ' 


ou , divisant  par  2 et  résolvant  par  rapport 

< . lOO 

à X . x=  10  H 
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chcrclyant  les  Jiriseurs de  100,  on  trouve  ■ 

y — io=  I,  a,  4>  *®i  20,  a5,  5o,,ioo; 

d’oi»  y = II,  la,  i4,  i5,  20,  3o,  35,  6o,iio; 

V 

— — ° - = 100,  5o,  a5,  20,  10,  5,  4i  a,  i; 
_y  — 10  /■ 

donc  x = iio,  6o,  35,  3o,  20,  ^5,  14,  12  11;, 

ce  qui  donne  cinq  solutions  différentes. 

Soit,  en  second  lieu , a =i  5 j on  a l’équation 

. 2xy=i5(x+^); 

i5v  i5  **  ^^5 

d’on  l’on  déduit  x = ‘—êt  ou  bien , x = — 4-  — =- . 

3y — i5  2 2(2^^ — 15) 

Cherchant  les  diviseurs  de  aa5,  on  obtient 

^ 2y  — i5=  1,  3,  5,  9,  i5,  a5,  45,  75,  aaS;  ' 

d’oii  8,  9,  10,  12,  i5,  20,  3o,  i2o; 

. _ 225, »^5,  45,  25,  i5,  9,  5,  3,  1, 

donc  x=  120,  45,  3o,  20,  i5,  12,  JO,  g,  8; 

I ■ \ 

en  tout,  cinq  solutions  différentes.  ' ' '' 

145.  Taoisiisai  QPBSTiotr.  Etant  donai  le  côté  a ^t^.un  cubi\, 
en  nombre  eUtierj  on  demande  (aussi  en> nombres  entiers)  le  côté 
de  la  base  et  la  hauteur  d'un  yarallélèpipèd^  teê^tgle  à base 
carrée^  de  manière  que  leurs  capacités  scient  entre  el^Si^CMtme 
leurs  surfaces  ? J»  ' 


* Soient  x le  côté  de  la  base,  et' J'  In  banteur  dc~ cc^^^lelé- 
pipède;  x^y  et2X*  + 4xy  representent  le  volunSi  él  1â‘‘sur- 
fkee  totale  de  Ce  solide;  d’ailleurs,  a!'  et  60“  sont  les  expres- 
sions du  volume  et  de  la  surface  du  cube  donné;  on  a donc^ 
l’équation  ^ ~ 

» ^ ^ x*y  a*  ‘ 

2x*  + 4i'y  6a“  ’ ■ 

t 
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ou , chassant  les  dénominateurs  et  réduisant , 

%xy  = ox  -f-  riay. 

On  déduit  de  cette  équation  , x = ' ‘ ^ T* 


3{3y-ay 


ou  bien  encore, 


3x  = an  ■ 


aa’ 


3y  — a* 

Cela  posé , désignons  par  d,d^,d'....  tous  les  diviseurs  de  ao*, 
et  posons  3jr— a=  d,  dÜ , 

il  en  résulte 


a -4“  d a û?" 

~3~’  3~ 


Soient  d’ailleurs  q,  q* , q' ....  lesquotiensde  an*  par  d,  d,<r ...\ 
aa*  , 

/ 

d’ofc 


3y  — a 

3jœ  an -f"  ?»  *o  + ?^'  30+5'*....  , 


Donc 


'aa  4-  q aa-J-  y'^ 


En  ne  tenant  compte,  dans  les  deux  séries  des  valeurs  de  x et 
de  y,  que  des  expressions  entières,  on  obtiendra  les  systèmes  en 
nombres  entiers,  propres  è véri&er  l’équation. ti 

Soit, par  exemple, 0=8^  l’équation  devient  3x=i  6-4-  5 5 , 

' . . * 3jr— b 

cherchant  les  diviseurs  de  ia8,  et  les  égalant  k3y  — S,** 

t ^ 

ona  3y  — 8=  1,  a,  4,  8,  16,  3a,  64,  ia8, 

/ 

d’où  y = -3,  «,  4,  a,  8,  «,  a4,-'  « , 

^4,28,  . 3a,  8,»  a;  ' 

, vSf 

donc  3x=  16+ 128,  16 3a,  16+8,  16 + a, 


et  }>ar  conséquent , 

x=  48,  ' 


y 


16, 


8, 


6; 
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ainsi , l’équation  [tarticiilière  admet  les  systèmes 

e 

f = 48,  i6,  8,  6, 

r yz=  3,  4»  8,.  a4. 

Nous  proposerons,  pour  nouveaux  exercices,  les  équations 

„ . f * = a6,  i4,  lo,  8, 

.•  ^ = «+V  + ^'>  3_  4,  5_  6.  ^ 

a®.  8*y  = 6*  + 5y  + système  unique , _y  = 6,  « = i. 
3®.  4xy  = 3,+  ay-,a  { * = 

4*.  L’éqiwtion  générale  tnxy  ==  ax  ~f-  by  -j-  c. 

QuAnuèscx  question.  On  demande  , en  nombres  entiers , Us 
paraUéUpipèdes  rectangUs  à bases  carrées  , tels  que  leur  capa^ 
cité  vailU  cinq  fois  autant  de  mitres  cubes  que  Uur  surface 
contient  de  mètres  carrés.  ^ 

(Côté  de  la  base,  x=aao,t20, 70,60, 454o,3o,a8,25,a4,2a,aij\ 
hauteur, yŒ  i I,i2,t4i>5,i8,20,3o,35,5o,6o,no,aio./ 

Douse  solutions. 


CHAPITRE  V. 

Formation  des  Puissances  et  extraction  des  Racines 
(fun  degré  quelconque. 


Introduction.  De  même  que  la  résolution  des  équations  du 
second  degré  suppose  connus  les  procédés  de  l’extraction  de  la 
t racine  carrée,  de  même,  la  résolution  des  équations  du  troisième, 


. < t 
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<juatriëme. . . . degré,  exige  qu’oii  saulie  extraire  la  racioe- 
Iroisiëiiie,  quatrième.  1 . . d’une  quantité,  soit  numérique , soit 
algébrique,  (/'’b^es  ic  n°  a , pour  les  détinitions  du  mot  puif 
sawe  et  du  mot  racinê.)  ’ , » 

L'élévàtion  au  fuissauces,  l’exti action  des  racipesde  degré 
quelconf|uc  et  le -éalcul  des  radicaux,  feront  l’objet  principal 
de  ce  nouTeau  clippitre,  qui , avec  le  premier  et  une  partie  du 
. troisième,  consliloel’ensemblcdcs  opérations  quel’on  peutavoip 
à cOfcctucr  sur  des  nombres  exprimés  algébriquement. 

Quoiqu’une  puissance  quelconque  d’un  nombre  puisse  s’ob-  • 
tenir  d’après  les  règles  de  la  multiplication,  soit  arithmétique, 
soit  algébrique,  cependant- celte  puissanœ  est  assujettie  à une 
loi  de  eo/npoaition  qu’il  4aut  absolument  connaître,  si  l’on  veut 
revenir  de  la  puiasance  à la  racine.  Or,  comme  la  loi  de  compo- 
sition du  carré  d’une  quantité  numérique  ou  algébriqne  est 
fondée  (n*  86)  sur  l'expression  du  carré  d’un  binôme,  de  même 
la  loi  relative  ^ une  puissance  de  degré  quelixmque  se  dédoit 
de  l’expression' d’une  puissance  do  jneme  degré  d’un  binôme. 
C’est  donc-par  la  dctcrmlnatioù  du  développement  d'une  puis- 
S!\nee  qt^tconque  d'un  binôme,  qu«  nous  devons  commencer 
celle  nouvelle  théorie.  -t' 


§ l"je  ÿinonie  de  Newton , et  conséquences  qui  en 
dérivent. 


146.  Si  l’on  multiplie  le  binôme  x-f-a  plnsieurs  fols  de  suite 
par  lui-même , on  parvient  aux  résultats  sulvans  : ' 


(x -f- aax  -f-o*,  , » 

(x -j- a)^  = x’ -1- 3flx* -f-  3a*x  -f-  a*, 

(x -f- a)' = x< -f- -j-  6a’x“ -I-  ^4®**  ~f' 

(x  -j-,  cf  = x^  + 5flx‘  -f-  1 oa’x^  I oa’x*  5a*x  -j-  a* . 


En  jetant  les  jenx  sur  .ces  difl'érens4éwloppemens,  on  re- 
connaît aisément  une  loi  suivant  laquelle  ils  procèdent,  quant 


• J 
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aux  exposant  de  x et  de  a-,  il  u’cn  esl  pas  de  même  pour  les 
coofliciens.  Copcndaut  Newton,  célèbre  géomètre  anglais,  est 
parvenu  a eii  découvrir  luitj  au  moyen  de  laquelle  le  degré 
■ d’une  pulMatice  étant  donné,  on  peut  Ibrmer  cette  puissance 
d’un  binôme,  sans  qu'on  soit  obligé  de  passer  d’abord  par 
toutes  les  puissances  inférieures.  Il  n'a  laissé  aucune  trace  des 
raisonnemens  qui  avaient  pu  l’y  couduirej  mais  depuis,  on  a 
. constaté  d’une  manière  rigoureuse  l’existence  de  cette  lui.  De 
toutes  les  démonstrations  connues,  la  plus  élémentaire  est  celle 
qui  se  trouve  fundt^surla  Théorie  des cotnbinaiton*.Tou[e{ois, 
comme  elle  est  encore  assez  compliquée,  nous  commencerons, 
pour  en  simplifier  l’exposition , par  résoudre  quelques  problèmes 
relatifs  aux  combinaisons,  dont  il  sera  facile  ensuite  de  déduire 
la  formule  du  binôme^  ou  Xe  développement  d’une  puissance 
quelconque  d’uu  binôme. 

•'  1 Otions  préliminaires.  On  sait  déjà  (ArilK. , n*  127)  que 
le  prérlnit  d’un  nombre  n de  facteurs  a,  b,  c,  d, , . , necbange 
pas,  dans  quelque  ordre  qu’on  effectue  leur  multij^lication.' 
Or,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  le  nombre  total  des  ma- 
nières dont  ces  lettres  sont  susceptibles  d’être  disposées  les  unes 
à la  suite  des  autres.  Les  résultats  qui  corresjtoiulenl  à chaque 
éciiange  que  l’on  fait  subir  aces  lettres  s^  nomiaont  permu- 
tations. ^ 

C’esî  ainsi  que  deux  lettres  a et  b donnent  un  produit  unique 
ab,  mais  fournissent  les  deux  permutations  ab  et  ba. 

De  même , les  trois  lettres  a, b,  c,  donnent  un  produit  unique 
abd,  mais  fouiyiisseut  les  six  |>ermiitations  abc,  acb , cab,  bac, 
bco , cba. 

Soient  maintenant  un  nombre  m de  lettres  a,  b,  c,  d,  e. . . ; 
si  on  les  dispose  les  unes  à la  suite  des  autres,  2 a 3 , 3 à 3, 
4 à 4. . . > dans  tous  les  ordres  possibles , <le  manière  toutefois 
que,  dans  ciiaquc  résultat,  le  nombre  des  lettres  soit  nioindro 
que  celui  des  lettres  donnée»,  on  peut  demander  l’expression  du 
nombre  total  des  résultats  que  l’on  obtient  ainsi.  Os  ré'sultats 
sont  ee  qu’on  appelle  des  arrangemetta. 
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Ainsi,  ab , ac,  ad.  . . ba  , bc , bd. . ^ ca,  cb , cd... . sont  des 
arrangemens  2 à 2 des  m lettres. 

De  même,  abc , abd. . . bac,  badt . . acb,  acd.  . . sont  des 
arrangemens  3 à 3. . . . ■ : ' 

En  lin,  lorsqu’on  dispose  ainsi  les  lettres  les  unes  à la.suité 
des  autres,  a à 2,3à  3,  4à  4 - • •>on  peut  exiger  que  deux  quel- 
conques des  résultats  que  l’on  forme  ne  soient  pas  "compoBéè- 
des  mêmes  lettres,  c’est-à-dire  qu’ils  diffèrent  entre  eux  au 
moins  par  l’une  delleltresjet  l’en  peutdemanderalorsle  nombre 
total  des  résultats  qu’on  obtient  ainsi.  Dans  ce  cas,  les  résultats 
prenneut  le  nom  de  combinaisons. 

Ainsi,  ah ,ae,  bc...  ad,  bd...  sont  des  combinaisons  2 a 2,  en 
tant  que  deux  quelconques  des  résultatt  diffèrent  au  moins  par 
l’une  des  lettres.  . - . J • 

De  même,  abc,  abd...  acd,  bcd...  sont  des  combinaisons 

3 à 3...  . ■ ' 


Il  existe  donc  une  différence  essentielle  dans  la  signification 
des  mots  psrmutation,  arrangement  et  combinaison.  * 

On  donne  le  nom  de  rEUHOTATiONs , aux  résultats  qufon  ob— 
tigiit  en  disposant  les  unes  à la  suite  des  autres  ^ et  dans  tous 
les  ordres  possibles,  un  nombre  déterminé  de  lettres,  de  manière 
que  toutes  les  lettres^entrent  dans  chaque  résultat,  et  que  cha- 
cune n’y  entre  qu"  tine  fois.^  • 

Le  nom  d’ARBANOBMEKS  s’applique  aux  résultats  qu’on  ob- 
tient en  disposant  les  unes  à la  suite  des  autres  , et  dans  tous  les 
ordres  possibles  , 2 à 2,  3 à 3,  4 ,à  4"-  n à n,  un  nombre  m 
de  lettres,  m étant  > re,  c’est-à-dire  le  nombre  des  lettres 
qui  entrent  dans  chaque  résultat , étant  moindre  que  le 
nombre  total  des  lettres  oonsidérées.  Si  cependant,  on  suppo- 
sait n=m,  les  arrangemens  non  deviendraient  de  simples 
permutations.  *» 

Enfin,  on  appelle  combinaisons  Us  arrangemens  dont  deux 
quelconques  différent  entre  eux'  au  moins  par  F une.  des  Uttres 
qui  y entrent. 

Il  est  important  que  les  élèves  se  pénètrent  bien  de  ce.s  défi- 
nitions, pour  entendre  la  résolution  des  problèmes  su  i vans. 
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148.  PasMlER  PROBLÈME.  Déterminer  le  nombre  toUil  dee 
PERMUTATIONS  dont  n lettres  sont  susc.’ptibles  ? | 

D’alwi  d,  dcuElellrescr  et  A donnent  évidemment  les  tiens 
permutations  ab  et  ba.  Ainsi,  le  nombre  des  permutations  de 
deux  lettres  est  ou  l X 2. 

Soient  actuellement  3 lettres,  a,  b , c.  Mettons  à part  l’une 
quelconque  de  ces  lettres,  c par  exemple,  et  écrivons  à la  ilroite 
des  deux  arrangemens  ab  et  ba  que  donnent  les  deux  autres , 
la  lettrée;  il  en  résulte  les  deux  permutations  de  trois  lettres, 
abc,  bac.  Or,  comme  on  peut  ainsi  mettre  h part  chacune  des 
trois  lettres,  il  s’ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations 
de  trois  lettres  est  égal  daXS,  ou  1X2X3. 

En  général , soit  un  nombre  n de  lettres , a , b , c,  d. . . , j et 
supposons  déjà  connu  le  nombre  total  des  permutation»  ^de 
n — • I lettres  J nombre  que  nous  désignerons  par  Q. 

Considérons  à part  Time  des  n lettres,  et  écrivons  cette  lettre 
à la  droite  de  chacune  des  Q permutations  que  donnent  Ics^ 
n — I autres  lettres,  il  en  résulte  Q permutations  de  n lettres, 
terminées  par  la  lettre  que  l’on  avait  d’abord  isolée.  Or  , 
comme  on  peut  ainsi  mettre  à part  chacune  des  n lettres,  il 
s’ensuit  que  le  nombre  total  des  permutations  de  n lettres  est 

égal  à . Q X «. 

Soit  n=2,  Q désigne  alors  le  nombre  des  permutations 
qu’une  seule  lettre  peut  donner;  donc,  Q = i , et  il  vient,  dans 
ce  cas  particulier,  Qx  « = i X 2. 

S(^  n = 3,  Q exprime  alors  le  nombre  des  permutations  Je  ' 
3 — I ou  de  2 lettres , et  est  égal  à i x 2.  Ainsi,Qx  use  réiluit 
à,  I X 2 X 3. 

Soit  encore  n = 4,  Q désigne  , dans  ce  cas  , le  nombre  des 
permutations  de  3 lettres  et  est  égal  à 1 X 2 X 3.  Donc  Q X o 
devient  1 X 2 X 3 X 4-  ' 

-iV.  Ji.  On  voit  donc  que  la  formule Qx  a,  renferme  tous  • 
les  cas  particuliers  du  problème  proposé.  Ainsi,  en  reprenant 
les  ralsonnemcns  ci-dessus,  on  peut  résoudre  immédiatement 
le  cas  général,  sauf  à en  déduire  ensuite  tous  les  cas  parti- 
culiers. 
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i49-  Seconp  FROBi.i^ME.  Un  nombre  in  de  lettres  a,  c, 
(I , . . étant  donné  J déterminer  le  nombre  total  des  abrakcemeks 
n à II,  que  l'on  peut  former  avec  ces  in  lettres  j m étant  supposé 
plus  grand  que  ii  ? 

Pour  résoudre  sur— le-clianip  cette  question  générale,  suppo- 
sons déjà  connu  le  nombre  total  des  arrangemens  n — l à n — l , 
que  l’on  peut  faire  avec  les  m lettre»;  et  désignons  ce  nombre 
par  P. 

Considérons  l’un  quelconque  de  ces  arrangemens  et  écrivons 
à sa  droite  cbacune  des  lettres  qui  n’entrent  pas  dans  cet  arran- 
gement, et  dont  le  nombre  est  nécessairement  — (n  — ■ i) 

ou  ;n  — n -f-  I ; il  est  évident  que  l’on  formera  ainsi  un  nombre 
m — n -f-  I d’arrangemens  de  n lettres , tous  dÜTérant  entre  eux 
par  la  dernière  lettre. 

Considérons  un  nouvel  arrangcnieut  don — i lettres,  et  écri- 
vons à sa  droite  les  m — n -f-  i lettres  qui  n’en  font  pas-  partie  -, 
on  obtiendra  encore  un  nombre  m — n-1-  i d’arrangemens  de 
n lettres,  tous  différant  entre  eux  et  différant  des  précédons . 
au  moins  par  la  disposition-il’une  des  n — i premières  lettres. 
Comme  d’ailleurs  on  peut  considérer  à part  chacun  des  P ar— 
rangemens  n — i à n — i , et  écrire  successivement  à sa  îlroitc 
les  m — n-f- I autres  lettres,  il  s'ensuit  que  le  nombre  total 
d'arrangemens  de  m lettres  n à n , est  exprimé  par 

P (m — n -f- 1). 

Veut-on  maintenant  trouver,  comme  cas  particulier,  le 
nombre  total  des  arrangemens  de  ni  lettres  2 à 2,  3 â 3, 

4à4.;..?  • ■ 

Faisons  n=2,  d’où  m — = m — 1;  P exprime  dans 

ce  cas,  le  nombre  total  d’arrangemeus  2 — ia2  — i,  oui 
à 1 ,et  est, par  conséquent,  égal  à i«;  donc,  la  formule  devient 
m (m  — i). 

Soit  n=3,  d’où  m — n -f-  i—m  — 2;  P exprime  alors  !e 
nomlirc  des  arrangemens  2 à 2,  et  c»t  égal  à in  (ni — i);  donc, 
la  formule  devient  ni  {m  — i)  («i — 2). 
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Soit  fencoi'c  ;i  = 4>  *1*0**  — n-\-\z=.,-n  — 3;  P exprime 

le  nombre  tles  arrangemcns3  à 3,  ou  est  égal  à m {ni — i)  (m- — a); 
donc  la  formule  devient  m {nt — i)  (m— a)  (m — 3).  Et  ainsi  de 
suite. 

' N.  B.  D’après  la  manière  dont  les  cas  particuliers  ont  été 
déduits  de  la  formule  générale,  P (m  — i),  on  peut  con- 
clure que  cette  formule  développée  revient  .i 

m {m  — I ) {m  — a)  (m  — 3) {m  — n -f-  i ) ; 

c’est-à-difle' qu’f//«  se  compose  du  produit  des  n nombres  con- 
sécutifs et  décroLssans  J qui  se  trouvent  compris  depuis  m in- 
clusivement, jusqu'à  m — (n  — i)ou  m — n+i,  inclu- 
sivement. ' ^ - , ' . . 

Cela  posé,  il  est  facile  de  déduire  de  cette  formule  dévelop- 
pée, la  formule  du  n°  précédent,  c’est-à-dire  la  valeur  de  QX» 
aussi  développée. 

En  efl'cl,  on  a vu  (n“^i4y  ) que  les  arrangemens  deviennent 
des  permutations,  lorsqu’on  suppose  le  nombre  des  lettres  qui 
entrent  dans  chaque  arrangement,  égal  au  noinbre"^ total  des 
lettres  considérées. 

Ainsi , pour  passer  du  nombre  total  d’arrangcinens  de  ni 
leltrcs  n à /I,  au  nombre  de  periniilalions de  n lettres,  il  n’y  a 
qu’à  faire  dans  le  développement  ci-dessus,  m — n-,  ce  qui 
donne 

n (n  — •)  (n  — (n  — 3) i. 

Renversant  l’ordre  des  facteurs  et  observant  que  le  dernier  fac- 
teur étant  I , l’avant- dernier  est  2,  le  précédent  3...,  on  obtient 

1-2. 3. 4 {n  — 2)  (n — ï)  M 

pour  le  développement  de  Q X n. 

Ce  uVst  autre  chose  que  la  suite  nalurelle  des  nombres,  com- 
pris depuis  I inclusivement  jusqu’à  n inclusivement. 

i5o.  TnoïsitME  rnoBi,èME.  Déterminer  le  nombre  total 
de  combinaisons  différentes  n n n qiu  l'on  peut  former  arec 
ni  lettres. 


2.f  I TnÉaliir.  DES  combinaisons. 

Désignons  par  X.  lo  nombre  total  des  arrangemens  ii  k n qae 
l’on  peut  fornier  avec  m lettres,  par  Y le  nombre  de  permtt- 
^ tâtions  dont  n lettres  sont  susceptibles,  enfin , par  Z le  nombre 
total  des  combinaisons  différentes  n a n,  nombre  qu’il  s’agit  de 
déterminer. 

évident  que , pour  obtenir  tous  les  arrangemens  pos- 
sibles de  m lettres  n à n,  il  sulfit  de  faire  subir  aux  n lettres 
*'  de  chacune  des  Z combinaisons j toutes  les  permutations  dont  ces 
lettres  sont  susceptibles.  Or,  une  seule  combinaison  de  n lettres 
donne,  par  hypothèse,  Y pennutatious;  donc,  Z combinaisons 
de  n lettres  doivent  donner  Y X Z arrangemens  n à n;  et 
comme  on  a d’ailleurs  désigné  par  X le  nombre  tobd  des  ar- 
rangemens,  il  s’ensuit  que  les  trois  quantités 'X,  Y,^  sont  liées 

entre  elles  par  la  relation  X=YxZ;  d’où  l’on  déduit  Z= 
Mais  on  a trouvé  (n°  149) 

X=P  (m  — n-t"*)» 

Y=QXn. 


et  (n°  148) 
Donc  enfin , 


— n-f-J) « + i 

QX»  “Q  « 


• Comme  P exprime  le  nombre  total  d’arrangemens  n — là 
n — 1 , que  Q exprime  le  nombre  total  de  permutations  de 

P 

n — I lettres,  il  s’ensuit  que  ^ exprime  le  nombre  des  combi- 
naisons différentes  de  m lettres  n — i à n — 1. 

1 

D’après  cela,  soient  demandés,  comme  cas  particuliers,  les 
nombres  de  combinaisons  aà2,3à3,4à4... 

P 

Faisons  n = 2 , auquel  cas  exprime  le  nombre  des  combi- 
naisons 2 — 1 à 2 — 1,  ou  I à I,  et  est  égal  à m;  la  formule 


ci-dessus  devient  m X 


m — 1 m (m  — i) 


ou 


P, 


1.2 


Faisons  n=3,  auquel  cas  ^ exprime  le  nombre  des  com- 
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Linaisons  a à 2,  ou  est  égal  à — " — ^ ; la  formule  devient 
m[jm — i)  (ni  — a) 

I .2,3  ' 0»  4- 

’ . m(m — i)(n»  — a)  (n»  — S)  ’-  , 

Ou  trouverait  de  même  — ^ ^ pour  le 

i.a.3.4 

nombre  des  combinaisons  4 ^ 4>  et  eu  général,  pour  le 

nombre  des  combinaisons  nkn,  on  a. 

I m{m  — 1)  (m — 1^' 3) . . . . (w  — u+  i) _ 

I I » ’ 

c’est  l’expression  développée.  " !“* 

' . ^ i.Qx»  |.-K-  ^ - ' 

1 5 1 . Dénwnatration  </«  la  JbrmuU  du  hinome.  Pour  déËtorrir 
plus  aisément  la  loi  .du  développement' de  la  puissance  m*'"' 
du  binôme  x-\- a,  nous  cotnmencerons  par  observer  la  loi  du 
produit  de  plusieurs  binômes  x-|-a,x-4~^)a;  + c,  x-f-  d. . . 
ayant  un  premier  terme  commun,  et  dont  les  seconds  termes 
sont  diSerens.  . ' < 

X + "a 

X + 6 


X*  rj-  a 

+-b 

X -i-  c 

X + aA 

* 

9 

x*+  a 

+ i 

+ c 
X -f-  li 

x*-f-  aâ 
-f-  oc 
-f-  Ac 

X -f-  abc 

xt-f-  a 

x^  -f-  ai 

x*-f-  abc 

+ 6 

+ cc 

-f-  abd 

+ c 

ad 

acd 

+ d 

-f-  bc 

+ , Acd 

+ bd 

1 * 

« 

+ cd 

i 

Ces  multiplications  étant  effixstuéee  d’après  les  règles  ordi- 
naires de  la  multiplication  algébrique,  on  reconnaît,  sur  les 
trois  produits  qui  précèdent,  la  loi  suivante  : ' 
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i”.  Par  rapport  aux  e.x posons , l’exposant  de  x est  d’aljord  égal 
au  nombre  des  binômes  multipliés  Cet  exposant  diminue  ensuite 
d’une  unité  d’ua  terme  au  suivant,  jusqu’au  dernier  terme,  où 
il  est  égal  à *éro. 

. 2®.  Par  rapport  aux  coefllcicns  des  diverses  puissances  de  x, 

le  cocHicient  du  premier  terme  est  l’unité;  le  coeSieient  du  se- 
cond terme  est  égal  à la  somme  des  seconds  termes  des  bi- 
nômes; le  coelTicient  du  troisième  terme  est  égal  ù la  somme 
des  produits  difTérens  de  ces  mêmes  seconds  termes,  multi- 
pliés deux  à deux;  le  coefficient  du  quatrième  terme  est  égal 
à la  somme  des  produits  differens  trois  à trois.  En  nous  lais-' 
..  ‘ sant  conduire  par  Vanalogir,  nous  pouvons  dire  que  le  coeffi- 
cient d’un  terme,  qui  en  a n avant  lui,  est  égal  à la  somme  des 
produits  dificrens  n à ;i  des  seconds  termes, des  binômes.  Enfin , 
le  dernier  terme- est  ^al  au  produit  des  seconds  termes  des  bi- 
^ nomes. 

Pour  nous  assurer  si  celte  loi  de  composition  est  générale, 
^■'supposons  qu’elle  soit  déjà  reconnue  vraie  jmur  le  produit  d’un 
' nombre  m do  binômes,  et  voyons  si  elle  a lieu  lorsqu’on  intro- 
duit un  nouvcati  facteur  dans  le  produit. 

Soit  donc 

* 

• 

le  protluil  de  m facteurs  binômes  (Nx”"*  représente  un  terme 
qui  en  a n ava..t  lui,  et  celui  qui  le  précctle  immé- 

diatement). 

Soit  d’ailleurs  r -f-  K le  nouveau  facteur  introduit;  on  a pour 
le  produit  ordonné. 


’+A 


Ix^-’-fC  1 

X— ’-h. . .-fN 

-f-AK|  -fBR 

-l-.MR 

-fUR. 


Déjà  , la  loi  de»  exposons  est  évidemment  la  même. 

Quant  aux  coefficiens,  i®.  celui  du  premier  terme  est  l’unitèj 
2®.  A’-+-  K , ou  le  coefficient  de  x" , est  aussi  la  somme  des  se~ 

* 'r  • 

ronds  termes  des  m -f-  i binômes. 

3'’.  BcsI,  par  hypothèse,  égal  à la  somme  des  produits  diffe- 


Digiiized  by  Google 


BIiNOMS  UE  NF.WÏON. 


rei)s  2 à a des  M'conds  termes  des  m premiers  binômes;  AK  ex- 
prime la  somme  des  produits  de  cliaeiin  des  seconds  termes  des  - 
m premiers  binômes,  multiplié  par  le  nouveau  second  terme  K p. 
donc , B -4-  AK  est  encore  la  somme  des  produits  différons  dioux^ 
à deux  des  seconds  termes  des  m -f-  i binômes.  " 

En  général,  puisque  N exprime  la  somme  des  produits  n à « 
des  seconds  termes  des  m premiers  binômes,  et  que  MK  repré- 
sente la  somme  des  produits  n — I à n — I de  ces  seconds  termes, 
multipliés  par  le  nouveau  second  terme  K,  il  s’ensuit  que 
N -1-MK,  ou  le  coefficient  qui,  dans  le  polynôme  de  degré  «i-+-i , 
en  a n avant  lui,  est  égal  à la  somme  des  produits  difftrens 
n à n des  seconds  termes  des  m 4-  i binômes.  Le  dernier 
terme  U X K , est  d’^ailleurs  égal  au  produit  des  m -f-  i seconds 
termes.  • , * ' • 

Ainsi  la  loi  de  composition,  supposée  vraie  pour  le  produit 
d’un  nombre  m de  binômes,  l’est  aussi  pour  un  nombre  m-\-i  ; ' 
donc,  elle  est  générale. 

G>ncovons  actaellcmcnt  que,  d.vns  le  produit  cfiectué  de-m 

facteurs  binômes,  x-f-a,  x-f-è,  x-f-c,  x-f-d. on  fasse 

a =b=  c = d....,  l’espression  indiquée  de  ce  produit 

(x4-o)  (x-f-6)  (x-|-c)  (x -f-d)....  se  cliange  en  (x a)" 

Quant  k son  développement,  lescoefficiens  étant 

a 4"  b ^ c 4"  d4"..»,  aZ»4*^^4“  ^d  4-».*,  o^c  4~  abd 4“  acd 4“«**» 

I®.  le  coefficient  de  x”"’ , ou  a -{-  b c d -j- , devient 

a + a+a  + a+...,  c’est-à-dire  a pris  autant  de  fois  qu’il 
y a de  lettres  a,  b,  c,.,,  et  se  réduit,  par  conséquent,  à ma. 
2®.  Le  coefficient  de  x"'“*,  ou  né-f-ac-}-—,  se  réduit  à a*4'0*+n’— 
ou  bien,  à autant  de  fois  a*  que  l’on  peut  former  de  combinaisons' 
düTérentes  avec  m lettres,  multipliées  2 à 2,  ou  bien  enfin  (n®  1 5o), 


, m— ^ I , 

a m. a*. 

2 


3®.  Le  coefficient  de  x"*~’  se  réduit  au  produit  de  a^,  multi- 
plié parle  nombre  de  combinaisons  différentes  de  m lettres  prises 


3 à 3,  ou  bien,  km.- 


• a’;  et  ainsi  de  suite. 


En  général , si  l’on  désigne  par  Nx"~*  le  terme  qui  en  a un 
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nombre  n avant  lui,  le  cocincieiil  N qui,  dans  l’iijpdllièse  où 
les  seconds  termes  des  binômes  sont  diD'ércns,  est  égal  à la 
soniuic  de  leurs  produits  n ù n,  se  réduit,  lorsqu’on  les  suppose 
tous  égauK,  à a*  multiplié  par  le  nombre  des  combinaisons  dif> 
féiTiilcs  que  peuvent  donner  m lettres  prises  » à n.  Ainsi, 
;n*  i5o) 


QX« 


Donc  enfin  , l’on  a la  formulé 


(j;  + a)"  = x"  + max”~‘  + ■ 


, m — I m — a , , , P(/» — n+i)  , , _ 

-f-  /Il . — ,■ — a’x  ' -4-  — — — a’x  “...-J-a". 

a J • / Q.n  ^ • 

i5a.  Pour  peu  que  l’on  jette  les  yeux  sur  les  difTcrens  termes 
de  ce  développement,  on  reconnaît  une  loi  simple ^ d’après  la- 
<|uelle  on  cocllicicnt  de  rang  quelconque  se  forme  au  moyen  du 
cocflicient  précé’dent. 

Le  coejjicient  d‘ un  terme  de  rang  quelconque^  se  forme  en 
multiplia/U  le  coefficient  du  terme  précédent  par  l’exposant  de  x 
dans  ce  terme  ^ et  divisant  le  produit  par  le  nombre  des  termes 
qui  précèdent  celui  que  l’on  considère. 


En  effet,  prenons  le  terme  général , 


P(„f— „ -t-  1) 


Q.» 


a"x” 


(on  l’appelle  terme  général,  parce  qu’en  faisant  successivement 
nz=.n,  3 , 4-  - on  peut  en  déduire  tous  les  autres)  ; le  terme'qui 

P 

le  précède  d’un  rang  est  évidemment-^  i^m-n+i  ^ puisque 

P . . . ‘ I, 

(n*  i5o)  — exprime  le  nombre  de  combinaisons  n — i à n — i. 

Or  ou  voit  que  le  coclBcient  — — est  égal  au  coef- 

p 

ficient  — qui  le  précède,  multiplié  par  m — n + i , exposant  de 

'v  « 

X dans  ce  terme,  et  divisé  par  n,  nombre  des  termes  qui  pré- 
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cèdent  celui'que  l’on  considère'  C’est  dans  cette  loi,  due  à Newton, 
que  consiste  principalement  la  formule  du  binôme.  Elle  sert  à 
développer  une  puissance  porticulière , sans  qu’on  soit  même 
obligé  d’avoir  recours  à la  formule  générale. 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  développer  (x  -f-  o)®.  On  trou- 
vera , d’après  cette  loi , 

(x  -f-  â)® = -f-  6ax^  -f-  t5a*x*-f-  aoa V -f- 1 5a  ’x*  -f-  6a^x  -f-  o”. 

Après  avoir  formé  les  deux  premiers  termes,  ce  qui  n’ofTre 
*■  aucune  dÜTiculté,  d’après  les  termes  de  la  formule  générale 

x^-f-z/mx”*"'-!- , on  multiplie  6,  coeiBcient  du  second  terme, 

par  5,  exposant  de  X dans  ce  terme,  puis  on  divise  le  produit  par 
u,ce  qui  donne  i5  jrour  coefTicient  du  troisième  terme.  Pour 
obtenir  celui  du  quatrième,  on  multiplie  i5  par  4,  exposant  de 
X dans  le  troisième  tenue, et  on  divise  le  produit  par  3,  nombre 
des  termes  qui  précèdent  le  quatrième,  ce  qui  donne  ?.o;  cl 
ainsi  de  suite,  pour  tous  les  autres  termes. 

On  trouverait  pareillement , 

(x-|-a)'<>=x'®-l-  1 00x9  45o*x*  + 1 2o«^x’  + a 1 oa*x® , 

-f~  25aa*x^-f-aioa*x^-f- 1 aoa’x’ 4“ 

Nous  reviendrons  plus  loin  sur  la  manière  de  développer  les 
puissances  des  expressions  algébriques. 


Conséquences  de  la  formule  du  binôme  et  de  la  théorie  des 
combinaisons. 


i53.  Première  conséquence.  L’expression  (x-f-o)"*  étant 
composée  de  la  même  manière  en  a et  x,  il  doit  en  être  ainsi 
de  son  développement*,  donc,  si  ce  développement  renferme  un 
terme  de  la  forme  Ka*x'"“*,  il  doit  en  avoir  un  autre  égal  à 
Kx”o"“*  ou  Ko'*~?x".  Ces  deux  termes  sont  évidemment  à 
égale  distance,  des  deux  extrêmes,  dans  le  développement;  car 
le  nombre  des  termes  qui  précèdent  un  terme  quelconque, 
étant  marqué  par  l’exposant  de  o dans  ce  terme,  il  s’ensuit 
que  le  terme  Ka"x"'~"  en  a n avant  lui,  que  Je  terme  Ka"*Z"x* 
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en  a un  nombre  m — n avant  lui,  et  par  conséquent)  n après 
lui  (puisque  le  nombre  total  des  ternies  est  m + ')■ 

Ainsi , dans  le  développement  de  toute  puissance  (Tun  binôme  j 
les  coejjiciens  à égale  distance  des  deux  extrêmes  sont  égaux 
entre  eux.  _ ' ' 

/».  Dans  les  termes  Ko'"~".r’‘ , les  deux  coefli— 

ciens  expriment  les  nombres  de  combinaisons  différentes  n a n 
Gt  i m — iJ)  que  l’on  peut  former  avec  w»  quanlilcs',  ainsi, 

l’on  peut  encore  conclure  que  le  nombre  de  combinaisons  diffé- 
rentes de  m quantités  n à n ^ est  égal  au  nombre  de  combinai- 
sons m — Il  à m — n de  ces  memes  quantités. 

Par  exemple,  i/o«2e  quantités  combinées  S h 5,  donnent  lé 
meme  nombre  de  combinaisons  que  ces  douze  quaulilés  combi- 
nées 12  — 5 à 13  — 5,  ou  7 à 7.  Cinq  quantités ‘combinées  2 à 
2 , donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  que  cinq  quantités 
combinées  5 — 2a5  — 2, 00  3 à 3.  .■  ' 

>54.  Seconde  conséquence.  Si,  dans  la  formule  générale 
(x  -f-  a)-"  = y»  + max”'-'  m "IZll  j.  etc. , 

on  suppose  jr=i,  a =:  i , elle  devient 

. . N 

> J - . m — 1 , m— I m — 2 , 

(i-4-i)  ou  2"  = i -l-m-f-m [-OT — . — 5 [-etc., 

, 2 2 3 

c'est— a-dire  que  la  somme  des  coefficient  des  différens  termes  de 
la  formule  dubinome  j est  égale  à une puissance  de  2_,  d'un  degré 
marqué  par  m. 

Ainsi,  dans  la  formule  particulière 
(1  -b-  n)*  = ar®  -f-  5ax^  -f  1 oo’ar'’  -4-  i oa^x'  -f-  5a^x 

la  somme  1 -f-5-f-io-f'iO"i"5-f-i  des  coefficiens,  égale 
2^  ou  3?..  Dans  la  dixième  puissance  développée  n“  i52,  la 
somme  des  coclliciens  est  égale  à 2'“  ou  1024. 

rlS5.  Troisième  conséquence.  Si  l'on  a une  suite  de  nom- 
bres décroissant  d’une  unité  d'un  terme  à l'autre ^ dont  le  pre- 
mier soit  m et  le  dernier  m — p ("»  et  /i  sont  des  nombres 


J 
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entiers)  J que  l’on  fause  un  seul  produit  de  tous  ces  nombres, 
ce  produit  est  divisible  par  le  produit  de  tous  les  nombres^ 
naturels  deptiio  i jusqu  à p + i.  C’est-à-dire  que  l’on  a 

m(m — i)  (m  — 2)  [m — 3)...(r« — p) 

1.2  3 . 4 

t 

égal  à un  nombre  entier.  En  eSet,  il  résulte  de  ce  qui  a été 
dit  (n“  i5o),  que  celte  expression  repi'ésente  le  nombre  des 
combinaisons  différentes  -f- 1 à /> -f- 1 j qu’on  peut  former 
arec  m lettres.  Or,  ce  nombre  de  combinaisons  doit  être,  par 
sa  nature,  un  nombre  entier;  donc  l’expression  ci-dessus  est 
nécess.airemenl  un  nombre  entier. 

t 

Kous  engageons  les  élèves  à recbereber  , de  celte  propriété, 
une  démonstration  indépendante  de  la  Tbéorie  des  combinai- 
sons ou  de  la  formule  du  binôme,  en  les  prévenant  toutefois 
que  la  question , as.sez  facile  à traiter  pour  les  premières  ex- 
m{jn  — 1 ) m{rti  — 1 ) (m  — 2) 


presstnns  ^ 

cullé  dans  le  cas  général. 


1 .2 


.3 


-,  offre  plus  de  diffi- 


§11.  Extraction  des  racines  des  nombres  particuliers. 

Quoique  nous  ajons  exposé,  dans  notre  Arithmétique,  les 
principes  de  l’extraction  <le  la  racine  cubique,  nous  croyons  de- 
voir reproduire  ici  celte  tbéorie;  premièrement,  parce  qu’après  ’ 
l’extraction  de  la  ruine  carrée,  c’est  l’opération  la  plus  usitée, 
seconde  ment,  les  mêmes  raisonnemens  pourront  s’ap- 
pliquer à l’extraction  de  la  racine  4^'>  • ••  n*'”'. 

|56.  On  ap|x;lle  eufie  ou  troisième  puissance  d’un  nombre, 
le  produit  de  ce  nombre  multiplié  deux  fois  par  lui-raêrac,  et 
racine  troisième  ou  cubique,  le  nombre  qui,  élevé  au  culje,  peut 
produire  le  nombre  proposé. 

Les  dix  premiers  nombres 

- 9 

étant....  1,2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9,  10, 

on  a pour  leurs  cubes,  '1,8,27,64,125,216,343,512,729,1000. 
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iM  • }:xtiiaction  nB  la.  uacimb  ccui^Ok. 
Hcciproqueiucnt,  les  nombres  de  la  seconde  ligne  ont  pour  ra- 
cines cubiques  les  nombres  de  la  première  ligne. 

On  reconnaît,  à l’inspection  de  ces  lignes,  que,  parmi  les 
nombres  d’un,  de  deux  ou  trois  cbifiTres,  il  n’y  en  a que  neuf  , 
qui  soient  des  cubes  parfaits;  chacun  des  autres  a pour  ra- 
cine cubique  un  nombre  entier,  plus,  une  fraction  qui  ne  peut 
s'exprimer  exactement  au  moyen  de  l'uniti.  En  cfTet,  admet- 

‘ • Û • • • 

tons,  pour  un  instant,  que  nombre  fractionnaire  irréduc- 
tible, soit  la  racine  d’un  nombre  entier  il  s’ensuivrait  que 

Q 

le  cube  de  7,  ou  r?,  derraît  être  égal  à N.  Or.  cela  est  îm- 
00^  i 

|K>ssibIe,  car  a et  & étant  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 

qS 

de  c?  et  ; donc  p ne  peut  être  égal  it  un  nombre  entier. 

' • • » i , 

V i5^.  La  diflerenoe  de  deux  cubes  parfaits  consécutifi  est 
d’autant 'plus  grande,  que  les  deux  racines  sont  plus  grandes, 
et  cette  diflerenoe  peut  être  évaluée  aisément.  * 

En  effet , soient  a et  a-f*  i deux  nombres  entiers  consécu- 
tifs; on  a (n*  i5a)  (a -f- 1)*  3a*-+- 3o -f- i; 

d’ob  ' (a-l-i)*  — O*  = 3a* 3a 1 ; 

I 

c’csl-à-dirc  que  la  différence  de  deux  cubes  consécutifs  est  égale 
.au  triple  du  carré  de  la  plus  petite  racine^  plus  le  triple  de  cette 
même  racine  J plus  |. 

Ainsi , la  difierence  entre  le  cube  de  go  cube  de  8g  est 

égaleit  3(8g)*-f;3  x8g+ I 

i58.  Rccb^cbons  maintenant  un  procédé  pour  extraire  la 
racine  cubique  d’un  nombre  entier.  ^ 

D’aliord , si  le  nombre  n’a  que  trois  ebifiires  au  plus , sa  ra-.- 
cine  s'obtient  immédiatement , d’après  l'inspection  des  cubes 
des  neuf  premiers  nombres.  Ainsi,  la  racine  cubique  de  laS 
est  5;  la  racine  cubique  de  7a  est  4 pl<i*  fraction,  ou 
est  4,  à une  unité  près;  la  racine  cubique  de  84>  est  9,  à une 
unité  près,  puisque  84»  tombe  entre  729  ou  le  cube  de  9,  et 
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1000  OU  le  cube  de  lo.  Qmsidérons  donc  un  nombre  de  plu$. 
de  trois  chliTrcs. 

Soit , par  exemple , idSBxS  le  nombre  proposé. 


' 103.823 

47 

64 

48 

398.  23 

48 

47 

48. 

J7 

, 

. 384 

329 

192 

188 

< 

23o4 

2209 

48 

^ 4? 

18432 

i5463 

9216 

8836' 

iioSgo  io3823 


Ce  nombre  étant  compris  entre  looo,  qui  est  le  cube  de  lo, 
et  1000000,  qui  est  le  cube  de  loo,  sa  racine  est  nécessaire- 
ment composée  de  deux  cbiflrcs,  ou  de  dixaines  et  d’unités. 
Désignons  par  a les  dixaincs  et  par  b les  unités,  on  a (n”  46} 

' f 

(a  -f-  t=  + Za'b  -f-  3a6*  b'*. 


D’oà  il  suit  que  le  cube  d’un  nombre  composé  de  dixaines 
et  d’unités , contient  le  euhe  dea  dixainea,  U triple  produit  du, 
carri  dea  dixainea  par  le»  unitia,  le  triple  produit  du  carré  dea 
unités  parles  dixainesj  plus  le  cube  des  unités. 

Cela  posé , le  cube  des  dixaincs  donnant  au  moins  des  mille j 
les  trois  derniers  chilTi'CS  a droite  n’en  peuvent  faire  partie, 
et  c’est  dans  la  partie  io3  (que  l’on  sépare  des  trois  derniers 
chiOres  par  un  point  ) que  se  trouve  le  cube  des  dixaines.  Or, 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  io3  étant  4 l>our 
64,  4 est  le  cbifTt'c  des  dixaincs  de  la  racine  cbcrcliée  ; car 
103823  est  évidemment  compris  entre  (4°)^  64000,  et 

(So)'*  ou  lisSooo;  donc  la  racine  oliercbée  est  composée  de 
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4 dixaines,  plus  d’un  certain  nombre  d’iiuités  moindre  que-' 
cfix. 

Le  chiffre  des  dixaines  étant  trouvé,  retranchuns  son  culx:  * 

G4,  de  io3;  il  reste  3g  qui , suivi  de  la  tranche  , donne 
39823  fet  ce  résultat  contient  encore  le  triple  produit  du  carré 
des  dùcaines  par  Us  unités,  plus  les  deux  autres  parties  énon- 
cées précédemniéiit.  Or,  le  quarréd’un  nombre  de  dixaiues  don- 
nant au  moins  des  centaines,  il  s’ensuit  que  ce  triple  produit 
- ne  peut  se  trouver  que  dans  la  partie  à gauche  3g8  des  deux 
dwiiiers  chiffres  23  (que  l’on  sépare  encore,  pour  cette  raison, 
par  un  point).  D’un  autre  côté,  l’on  peut  formel-  le  triple  carré 
des  dixaines  4>  ce  qui  donne,  4^  i donc  si  l’on  divise  3g8 
par  48,  le  quotient  8 est  le  chiffre  des  unités  de  la  racine,  ou 
uii  chiffre  trop  fort,  parce  que  398  centaines  se  composent 
du  triple  produit  du  carré  des  dixaines  par  les  unités^,  et  des 
retenues  provenant  des  deux  autres  parties.  Pour  vérifier  si  ce  . 
chiffres  n’est  pas  trop  fort,  on  pourrait,  comme  pour  la  ra- 
cine carrée,  former,  à l’aide  de  ce  chiffre  8 et  du  chiffre  4 
des  dixaines,  les  trois  parties  qui  entrent  dans  89823  ; mais  il 
est  beaucoup  plus  siiapU  d’élever  48  au  cube  (comme  on  l’a 
fait  dans  le  tableau  ci-dessus).  Or,  on  trouve  pour  ce  cube 
110592,  nombre  plus  grand  que  io3823;  aitisi  le  chiffre  8 
est  trop  fort.  En  formant  le  cube  de  47  > on  obtient  io3823  ; 
donc  le  nombre  proposé  est  un  cul>e  iiarfalt , et  a pour  racine 
cubique  47- 

N.  li.  On  ne  peut  pa»  rechercher  d’abord  le  chiffre  des 
-unités-,  car  le  cube  des  unités  pouvant  (n°  i56)  donner  drs 
dixaines  et  même  des  centaines,  ces  dixaines  et  ces  centaines 
^ se  trouvent  confondues  avec  celles  qui  proviennent  desauttrs 
parties  du  cube. 

8oit  encore  à extraire  la  racine  cubique  de  479^4- 

* ' 
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. , 47-954 

i_^  . : - c 

27 

27  . 

209 

' 36 

36 

47954 

216 

46656 

108 

- 

1 296 . ’ • 

36 

7776  ' , , 

A 

3888  ■ ' ; 

, 46656 

I^;  nombre  479^4  au  dessous  de  loooooo,  sa  racine  n’a 
que  deux  chiffres , c‘cst-à-<lirc  que  des  dixaincs  et  des  unités. 
Le  cube  des  dixaincs  se  trouve  dans  47  mille,  et  l’on  pronverait, 
ft>mme  précédemment,  que  3,  racine  du  plus  grand  cube  con- 
tenu  dans  47»  exprime  les  dixaincs.  Retranchons  le  cube  de  3 
ou  de  47i  ü reste  20;  abaissons  côté  de  ce  reste  le  seul 
chiffre  g de  la  tranche  g54i  le  nombre  209  centaines  se  com- 
pose du  triple  produit  du  carré  des  dixaines  par  les  unités,  plus 
des  retenues  qui  proviennent  des  deux  autres  parties.  Donc , si 
l’on  forme  le  triple  carré  des  dixaines  3,  ce  qui  donne  27, 
et  que  l’on  divise  20g  par  27,  le  quotient  7 est  le  cliiflVe  des 
nnitûs  de  la  racine,  ou  un  chiffre  trop  fort  En  élevant  37  au. 
cube,  on  trouve  5o653,  nombre  plus  fort  que  47g54;  si  l’on  forme 
ensuite  le  cube  de  36 , on  obtient  46656 , nombre  qui , retranché 
dé  479^4  (comme  on  le  voit  dans  le  tableau  ci-dessus) , donne 
pour  reste  1298.  Ainsi,  le  nombre  proposé  n’esl  pas  un  cube, 
parfait;  mais  sa  racine , à une  unité  près,  est  36.  En  effet , la- 
différence  entre  le  nombre  proposé  et  le  cube  de  36, est,  conimfe 
on  vient  de  le  voir,  1298,  nombre  plus  petite  que  3 X (36)* 
-f-  3 X 36  -f-  I , puisque  l’on  a obtenu  dans  le  cours  de  la  véri- 
fication, 3888  pour  le  triple  du  carré  de  36. 

i5g.-  Soit  maintenant  proposé  d’extraire  la  racine  cubique 
d'un  nombre  de  plus  de  6 chiffres,  de  43726658,  par  e/.einpie.. 
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Reste.  ■ 


43 . 72.5.658 

352. 

* 

27 

27.. 

3675 

■ 167 

35 

35-2 

35 

352 

43  725 

'75 

704 

42  875 

io5  1 

1 760 

85o6 

1225  , 

io56 

, 35 

133904 

4372.5658 

61  a5 

352 

43614208 

3675  * 

347808 

. 111450 

42875 

619520 

t 

371712 

43614208 

Quelle  que  soit  la  racine  cherchée , elle  a nécessairement  plilfe 
‘ d’un  chiffre,  et  on  peut  la  regarder  comme  composée  d’unités 
et  de  dizaines  seulement  ( les  dizaines  pouvant  être  exprimées 
par  un  ou  plusieurs  chiffres). 

Or,  le  cube  des  dizaines  donne  au  moins  des  mille;  ainsi , il  se 
trouve  nécessairement  dans  la  partie  à gauche  des  trois  derniers 
chiffres  658.  Je  dis  maintenant  que,  si  l’on  extrait  la  racine  du 
plus  grand  cul)C  contenu  dans  cette  partie  à gauche,  43^25, 
considérée  avec  sa  valeur, absolue,  on  aura  te  nombre  total 
des  dizaines  de  la  racine;  eu  effet,  soit  a la  racine  de  4^7^^> 
à une  unité  près,  c’est  dire  que  a*  et  (a+  i)^  comprennent 
43^25;  donc  aussi  4^726000  est  compris  entre  X looo  et 
(n  ■+■  i)^X  1000;  et  comme  ces  deux  derniers  nombres  dif- 
^lèrent  entre  eux  de  plus  de.  1000,  il  s’ensuit  que  le  nombre 
proposé  lui-même,  ou  43ÿ25658,est  compris  entre  n*X  1000 
et  (a  + i)?  X «qpo;  ainsi  la  racine  cherchée  est  comprise  entre 
celles  de  a^Xioooetde  (a+i)’Xiooo,  c’est-à-dire  entre  cX  10 
et  (a-{-i)X  10.  Donc  enfin,  elle  est  composée  de  a dixalnes, 
plus  d’un  certain  nombre  d’unités  moindre  que  dix. 

La  question  est  donc  ramenée  à extraire  la  racine  cubique 
de  4372.5;  mais  ce  nouveau  nombre  ayant  plus  de  trois  chiffres. 
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sa>r.ic'me  en  a plus  d’un,  c’est-à-dire  renferme  des  dixaines  et 
de*  unîtes.  Pour  obtenfr  les  dixaines,  il  faut  séparer  les  trof» 
derniers  chiffres  726,  et  extraire  la  racine,du  plus  grand  culie 
contenu  dan*  43.  (On  voit  assex  ce  qu’il  faudrait  faire  si  ce  nou- 
veau nombre  avait  plus  de  trois  chiffres.) 

Le  plus  grand  tube  contenu  dans  43  est  27,  dont  la  racine  est 
3,  et  ce  chiffre  exprime  alors  les  dixaines  do  la  racine  de  43725 
(ou  le  chiffre  des  centaines  de  la  racine  totale).  Retranchant  le 
cube  de  3,  ou  27,  de  43,  on  obtient  16  pour  reste,  à cdté  duquel 
il  faut  abaisser  le  premier  chiffre  7 de  la  tranche  725,  ce  qui 
donne  167* 

Formant  le  triple  carré  des  dixaiiies  3,on  trouve  27;  et  si  l’on 
divise  167  par  27,  le  quotient  6 est  le  chiffre  des  unités  de  la 
racine  de  43725,  ou  un  chiffre  trop  fort.  Il  est  aisé  de  prévoir  '* 
que  ce  chiffre  est  en  effet  trop  grand;  ainsi  il  faut  essayer  5,  et 
jK)ur  cela,  élevons  35  au  cube;  il  vient  pour  résultat  4287$, 
nombre  qui,  retranché  de  437x5,  donne  pour  reste  85o,  nombre 
évidemment  plus  petilque  3 X (35)*-+-3  X 35-f- 1.  Ainsi  35  est 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  437x5  j c’est  donc  le 
nopibre  des  dixaines  de  la  radine  cherchée. 

Pour  obtenir  les  unités,  on  abaisse  à cété  du  reste  85o  le  pre- 
mier chiffre  6 de  la  dernière  tranche  658,  ce  qui  donne  85o6  ; on 
forme  d’ailleurs  le  triple  carré  des  dixaines  35  (cela  est  facile, 
puisque,  dans  la  vériiication  précédente, on  a déjà  formé  le  carré 
de  35)  ; puis  on  divise  85o6  par  ce  triple  carré,  36’]5)  le  quo- 
tient est  :^'qne  l’on  essaie  en  élevant  35a  au  cube  ; ce  qui  donne 
4361 4x08,  résultat  plus  petit  que  le  nombre  proposé;  en  le  sous- 
trayant de  celui-ci, on  obtient  pour  reste  1 1 i45o.  Ainsi  35a  est 
la  racine  cubique  de  43725658,  à une  unité  près. 

RioLE  cÉNéRALE.  Pourextroire  la  racinecubiqué  (f  Un  nombre  - 
entier  J séparez  le  nombre  en  tranches  de  trois  chiffres  chacunej 
à partir  de  la  droite ^ jusqu’à  ce  que  vous  parveniez  à,  une 
tranche  d’urtj  de'denx  ou  de  trois  chiffres  au  plus  (le  nombre  île* 
tranches  est  égal  au  nombre  des  chiffres  de  la  racine)  ; extrayez  y 
la  racine  du  plus  grand  cube  contenu  dans  la  première  tranche.' 
à gauchej  et  retranchez  ce  cube  de  la  première  tranche;  abais-^  ' 
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set  à c6U  du  reste  le  premier  chiffre  de  la  seconde  Iranc/u^.et 
divisez  le  nombre  eiinsi  formi  j par  le‘  triple  carré  du  chiffre 
déjà  trouvé  à la  racine  ; écrivez  le  quotient  à la  droite  de  ce 
chiffrcj  et  élevez  l’ensemble  des  deux  chiffres  au^  cube;  si  ce 
cube  est  plus  fort  que  l’ensemble  des  deux  premières  tranches, 
diminuez  le  quotient  dune  ou  de  plusieurs  unités,  jusqu’à  ce 
que  vous  obteniez  un  cube  qui  puisse  se  retrancher  de  ¥ en- 
semble des  deux  premières  tranches;  la  soustraction  faite, 
abaissez  à côté  du^reste  le  premier  chiffre  de  la  troisième 
tranche,  puis  divisez  le  rurmbre  ainsi  formé,  par  le  triple  carré 
de  l’ensemble  des  deux  chiffres  déjà  trouids;  le  quotient,  s’il 
n’est  pas  trop  fort,  doit  être  tel,  qu’en  l’écrivant  à la  droite  des 
deux  premiers  chiffres  de  la  racine,  et  élevant  le  nombre  qui  en 
résulte,  au  cube,  on  puisse  retrancher  ce  produit  de  l’ensemble 
des  trois  premières  tranches.  Cette  noudeüe  soustraction  faite, 
abaissez  à côté  du  reste  le  premier  chiffre  de  la  quatrième 
tranche,  et  continuez  la  même  série  d’opérations,  jusqu’à  ce 
que  vous  t^ez  abaissé  toutes  les  tranches. 

Remarque.  Souvent,  dans  le  cours  des  opérations,  on  soup- 
çonne qu’un  des  quotiens  dont  nOns  venons  de  parler  est  beau- 
coup trop  fort , et  alors  on  croit  pouvoir  le  diminuer  d’avance 
de  deux  ou  plusieurs  unités;  mais  en  élevant  an  cube  la  racine 
déjà  trouvée , suivie  de  ce  chiffre,  et  retranchant  ce  cube  de  l’en- 
semble des  tranches  déjirconsidérées  dans  le  nombre  donné , on 
peut  obtenir  un  reste  très  grand,  qui  laisse  à penser  que  le  der- 
nier chiffre  obtenu  à la  racine  est  trop  faible.  On  le  reconnaît 
(n°  i5^)  à ce  signe , que  le  reste  égale  ou  surpasse  le  triple  carré 
de  la  racine  obtenue,  plus  le  triple  de  cette  même  racine,  plus 
un.  Dans  ce  cas,  on  augmente  la  racine  d'une  ou  de  plu- 
sieurs uuités  de  l’ordre  du  dernier  chiffre  obtenu. 

ypici  des  nxc'm pies  sur  lesquels  on  peut  s’exercer  : 

■* 


y 483*49  = 78  â^’cc  le  reste  8697  ; 


\/gi6325o864i  =45®8  avec  le  reste  20644**9; 
s 

V/3?-97  7340a  18432  = 3?.o68  exactement. 
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>160.  Procédé  de  la  racine  n*'”*  d"un  nombre  entier.  Pour 
généraliser  le  procédé  de  Ÿ extraction  des  racines,  désignons, 
par  N le  nombre  proposé,  et  par  n le  degré  de  la  raeine  à 
extraire;  si  N n’a  pas  plus  de  n chiOres,  sa  raeine  n’a  qu’un 
seul  chiffre  , et  on  peut  l’obtenir  immédiatement,  en  formant 
la  ri**'*  puissance  de  chacun  des  nombres  entiers  compris  de- 
puis I jusqu’à  10,  dont  la  /É'^^'^puissance  est  10*,  on  le  plus 
petit  nombre  de  ra  -f-  i cKifires. 

Si  N est  composé  de  plus  de  n chiffres,  sa  racine  a plus  d’un 
chiffre , et  peut  alors  Itre  regardée  comme  renfermant  des 
dîxaines  et  des  unités.  Désignant  ses  dixaines  par  a et  ses  uni- 
tés par  b,  on  a (n“  i5i) 

N = (a  4-  by  = O*  4-  na'-'b  n o«-*b“  4-  etc.  ; 


c’est-à-dire  que  le  nombre  proposé  contient  la  n'*"*  puissance 
des^dixaines,  plus  n Jbis  le  produit  de  la  n — t‘*"*  puissance 
des  dixaines  parles  unités,  plus  une  suite  d’autres  parties  qu’il 
^est  inutile  de  oemsidérer.  - ' „ . * . 

Or,  la  n‘''"',pnissance  des  dixaines  ne  pouvant  donner  d’unités 
d’un  ordre  inférieur  à l’unité  suivie  de  n xéro»,  Iqi  n derniers 
chiffres  à droite  n’«o  peuvent  faire  partiel  II  faut  donc  les  sépa- 
rer et  extraire  la  racine  de  la  plus  grsmde  ri***  puissance  conte- 
nue dans  la  partie  à gauche  ; cette  racine  exprimera  les  dixaines 
de  la  racine  chsrtdté*.  ^ ' 

« Si  cette  partie  à ^mâSp^nftiniait  encore  plus  de  n chiffres, 
on  serait  condnit  à en  sé||ldrer  Jes^-^derniers  chiffres  à droite, 
et  à extraire  la  racine  de  la  plus  grande  Vf"'  puissance  contenue 
"dans  la  nouvcllg. pgrtie  à gauche,  et  ainsi  de  suite.  > 
ti^Apris  avoir  de  cette  manière,  le  nombn  N en  tran- 

oiies  de  n chiffres  (là  dernière  tranche  à gauche  n’ayant  que  n 
chiffres  au  plus),  on  extrait  la^  racine  de  la  plus  grande  ri*** 
puissance  contenue  dans  cette  *prém\èfe  traetfhe  à gauche,  ce 
qui  donne^lé  ebiifre . des  unjidl  les>plns  fortes  de  la  racine 
totale,  ou  le  chiffre  des  dixaines  de  la  racine  du  nombre 
formé  par  les  deux  premières  tranches  à gauche,  hetranchant 
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a6o  T"  BXTHAcnoN  t>u  Raciru  en  -oiNinAi. 
l«  puissance  de  ce  chiffre,  de  Ui  première  tranche-  à 

pnuehe,  on  olitient  un  reste  qui,  suivi^dc  la  seconde  tranclic,^ 
contient  encore  n fois  le  produit  de  la  n — i*^  puissance  du 
cliiffre  trouré,  par  le  chiffre  suivant,  plus  une  suite  d’autres 
parties.  Mais  cette  première  partie  ne  peut  évidemment  donner 
d’unités  d’un  ordre  inférieur  à io*“‘;  ainsi,  les  n — i derniers 
chiffres  d^  la  seconde  tranche  ne  peuvent  en  faire  partie.' 11 
suflirffonc  tf abaisser  à c6U  du  reste  correspondant  d la  pre- 
mière tranche , le  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche^  et  si, 
après  avoir  formé  n foi*  la  n — i""'  puissance  du  premier 
chiffre  de  la  racine,  on  divise  par  ce  résultat  le  reste  susbi 
du  premier  chiffre  de  la  seconde  tranche,  le  quotient  cEpri— 
niera  le  second' chiffre  de  la  racine,  ou  sera  un  çhHr>%  t>‘('p 
fort.  Pour  l’essayer,  on  l’écrira  à la  droite  du  premier  chiffre, 
6t  l'on  élèvera  ^ensemble  de  ces  deux  chiffres-à  la  n'^“*  puis- 
sance ; puis  on  retranchera  le  produit  obtenu,  de  l'ensemble 
des  deux  premières  tranches,  oe  qui  donnera  un  nouveau  reste, 
à côté  duquel  on  abaisttra  le  premier  chiffsf  de  la" troisième 
tranche,  puis  on  divisera  le  nombre  ainsi  formé  par  n fds  la 
n — I*'"'  puissance  de  ^ensemble  des  deux  chiffres  déjà  trouvés 
à la  racine. 

On  continuera  cette  aérie  d’opérations  jusqu’à  ce  qu'on,  ait 
abaissé  toutes  les  tranches. 

Les  jeunes  gens  qui  auront  bien  saisi  la  marche  précédente, 
)>ourront  en  faire  l’application  à l'extraction  de  la  racine  4*> 

5*,  6* * 

i6i.  Remarque.  Toutes  les  fois  que  le  degré  de  la  racine  à 
extraire  est  un  nombre  multiple  de  deux  ou  plusieurs  autres, 
comme  4,6....,  la  racine  peut  s'obtenir  par  ime  suite  d'ex- 
tractioiis  de  ' racines,  de  degré  plus  ^ximple.  Pour  nous  rendit 
compte  de  ces  siinplilicalioiis,  remarquons  que  . ^ 

(o  ‘)*=a’  X o’  ^ a*X  = = = 

ctqu’cn  général, (o“)**  = n'"X«'"Xû'"Xa'"...’ï=o’"’‘*'(n'’  i6). 
Donc,  Li  puissance  de  la  m*^"'  puissance  djan  norrtbie  est 
égale  à lü  puissance  de  ce  nombre. 
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Réciproquement,  la  racirU  mn"'"'  â^un  nombre  est  égale  à 
ta  racine  n*'"“  de  la  racine  m'*"*  de  ce  nombre j ou  algébrique- 

« 

mn  A / * 

ment^  je  dis  que  Ton  a.  « = V |/a. 

» 

En  efiét,  soit. \/i/ ■ 

élevons  les  deux  membres  à lan**"'  puis*  • ’ 

sance;  il  Tient i/as=a'*; 

{car,  d’après  la  définition  d’une  racine 
(i>a),ona  (I'K.)»  = K].  > 

Élevons  de  nouveau  les  deux  membres  ' 

it  la  nr""'  puissance;  on  obtient. . ^. . . . a = («'■)"  =3  a'"”.' 

Extrayantla  racine  des  a piembres,  1/  à*=i  di 

maisonadéjà  t/y/a=a';  donc..  

On  trouvera,  d’après  ce  principe,  • \..j  j 

Î^i56=  v"i7|^=  ï/T§=4;  ‘ 

• s^. 3 

. ..  V'^^5p4=  = 

• 3 

^ = 1/1^1771561  = II; 

• ' s 4 / .. 

^[1679616=  1^1296=  1/^/1296=6.'  N 

A'.  B.  Quoique  les  racines  successives  puissent  s’extraire  dans 
un  ordre  quelconque,  il  est  préférable  d’extraire  d’abord  la  ra- 
cine du  degré  le  plus  simple,  parce  qu’alors  l’extraction  de  la 
racine  du  degré  le  plus  fort,  qui  est  une  opération  plus  compli- 
quée , porte  sur  un  nombre  ayant  lieaucoup  moins  de  chilTros  que 
le  nombre  proposé.  C est  ce  que  nous  avons  fait  dans  le.Mcond  et 
le  troisicrae  exemple  ci-dessus. 
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J i ^ 

Extraction  des  racines  par  approximation. 

» 

jGs.  Lorsque  le  nombre  entier  dont  on  demande  la  racine 
pjj  yne  puissance  parfaite , le  procédé  du  n*  i6o 
ne  donne  que  la  partie  entière  de  la  racine  ) ou  la  racine  à une 
unité  près-  Quant  è la  fraction  qui  doit  compléter  la  racine  , 
elle  ne  peiit,  être  obtenue  exactement  ; car  la  n''”'  puissance 

• n • O û* 

d’uQ  nombre  fractionnaire  irréductible  t>  étant  7^.  ce  nouveau 

O b* 

nombre  ne  pent  se  réduire  à un  nombre  entier.  Mais  on  peut 
déterminer  la  racine  arec  tel  d^ré  d’approximation  que  l’on 
•veut  * 

Soit,  en  général, proposé  d’extraire  la  racine  m"”**  d’un  nombie 

• I . . ’ 

entier  a,  à une  fraction  près, -,  c’est-à-dire  de  manière  que 
l’erreur  cmmnlse  soit  moindre  que 

Observons  que  a peut  se  mettre  soUs  la  forme 

l’ob  désigne  par  r la  racine  de  ô/)”  obtenue  à une  unité  près  , 

le  nombre  ° ou  a,  est  alors  compris  entre et  . 

/>•  ^ i>“  P' 

•é»  * 

donc  aussi,  \/â  est  compris  entre  les  racines  de  ces  deux  der- 
niers nombres,  c’est-à-dire  entre  - et  Donc  enfin,  - 

P ..  P ' • P 

est  la  ra^e  demandée,  à une  fraction  près, 1 J.  ' ' 

I P C. 

- Règle  générale!  Pour  extraire  la  racine  d’un  nombre 

entier  J à une  fraction  près,  -,  multiplUx  le  nombre  par  p*  ; ex— 
' P 

trayex  du  produit j la  racine  n*'"'  à une  uniU  'prisj  puis  divisez 
le  résultat  par  p. 

i63.  Soit  en  second  lieu  ^ une  fraction  on  un  nombre  frac- 
tionnaire dont  il  faut  extraire  la  racine  n"”'. 


a X />* 
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Multiplions  les  deux  termes  de  la  fraction  par  i"~';  ij  vient 

? = — . Soit  T la  racine  n""'  de  à une  unité  près  ; 

b o“  , 

ab*~‘  a r*  (r-1-  i)"  , . 

— ; ou  J,  est  compris  entre  ^ et  — — ; donc,  est 

lui-mêmtf  compris  entremet  Ainsi,  après  avoir  rendu 

le  dénominateur  de  la  fraction  une  n""*  puissance  parfaite  , 
il  faut  extraire  la,  racine  n”“'  du  numiraUur,  à une  unité 
près  J puis  diviser  h résultat  par  la  racine  du  nouveau  déno- 
minateur. , 

Si  l’on  veut  avoir  un  plus  grand  d^ré  d’approximation  .que 
. % ; * 

celui  qu’indique  la  fraction  ^ » o®  extraira  la  racine  de  oA*~*,  à 
une  fraction  quelconque  près,  soit  “ cette  racine,  alors 

" désignera  la  racine  demandée  è wae fraction  près,  mar- 


quée  par  ■ " 

Telssont  les  principes  de  l’extraction  des  racines  par  approxi-^  ' 
mation,  que  nous  allons  appliquer  ao  cas  particulier  de  la  racine 
cubique , parce  que  c’est  l’opération  la  plus  usitée.  ' 

i64>  Soit  proposé  d’extraire  la  racine  troisième  de  i5,  à ^ 

près.  ' 

On  a i5Xia*=i5x  1 728=25920.  Or , la  racine  cubique 
de  25g20,  è une  nnité  près,  est  29;  donc , la  racine  demandée  est 

— ou  2 — . {^oyet  n®  162.) 


12 


12 


Soit  à extraire  la  racine  troisième  de  47,  è ~ près. 


On  a 47  X 20'’ 2=  4 7 X 8000 =376000 .Or  la  racine  cubique 
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• *7^13 

dj  3^6000  à une  unité  près , est  7a  ; Bonc  \/  4?  = ^ ^ ^ » 

à — près, 
ao  ' 

s 

Soit  proposé  d’évaluer  VM  à 0,001  près. 

U faut  multiplier  a5  par  le  cube  de  1000, ou  par  lottooooooo, 

c.e  <{(ti  donne  aSooooooooo,  Or,  la  racine  cubique  de  ce  nombre 
s ' 

est  aqao;  donc  a5=a,9ao  à 0,001  près.  (Fô^rs  n°  i6a.) 

Eu  général,  pour  extraira  la  racint  troisième  d'un  nombre 
entier , à une  unité  décimale  priSf  il  faut  ajouter  trois  fois  au- 
tant de  eérost  à la  droite  du  nombre,  que  l'on  veut  avoir  de 
chiffres  décimaux  à la  racine;  extraire  la  racine  du  nouveau 
nombneJ  à une  imité  près,  puis  séparer  vers  la  droite  de  cette 
racine,  le  nombre  de  chiffres  décimaux  demandé. 

i65.  Proposons-nous  maintenant  dl extraire  la  racine  cubique 
d^ufte  fraction  décimale.  Oa  demande,  par  exemple,  la  racine 
cubique  de  3, i4i  5. 

Comme  le  dénominateur  1 0000  de  cette  fraction  n’est  pas  un 
cube  parfait,  il  faut  le  rendre  tel,  en  le  multipliant  par  100  , 
ce  q ni  revient  à ajouter  ^.xiros  à la  droite  de  la  faction  déctmdle 
proposée  J et  l'oD  a On  extrait  ensuite  à une  unité 

près  (n°  i63)  la  r&ine  ôttbique  de  3i4>3oo,  c’est-à-dire  du 
nombre,  abstraction  faite  de  la  virgule,  ce  qui  donne  i46i  puis 

■'  s ^ 

on  divise  le  résultat  par  100  ou  1/ 1000000  - et  l’on  trouve 
s ■“  - 

V/3,i4f5=  i,46i®>o*  * ii-î., ' 

Si  l’on  veut  un  plus  grand  de^rëi^Ü||^roximation  , on  ajoute 
trois  fois  autant  de  eéros  de  plus , è du  nombre}  que  l’on 

reut  avoir  de  chiffres  décimaux  de  iwpius  à la  racine.  • 

Pour  extraire  la  racine  cubique  d’une  fraction  ordinaire,  à 
une  unité  décimale  près,  le  moyen  le  plus  simple  consiste 
à réduire  le  nombre  proposé  en  fraction  décimale,  et  à pousser 
l’ipération  jusqu'à  ce  tjue  l’on  ait  obtenu  le  triple  du  nombre 
des  chiffres  décimaux  qu^  l’on  veut  avoir  à la  racine.  La  ques- 


r 
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tien  est  alors  rameDce  Vextraire  la  racine  cubique  d’une  frac- 
tion déciinlile. 

■ i66.  Soit  enfin  proposé  d'extraire  la  racine  sixième  de  s3  à 

0,01  près,  i 

En  appliquant  à cet  exemple  la  règle  du  n*  i6x,  il  faut  mul- 
tiplier par  loo*,  ou  ajouter  douze  zéros  à la  droite  de  a3, 
puis  cxtraiic  la  racine  ïûxième  du  nombre  résultant,  è une 
umb;  près , 2ft  diviser  cette  racine  par  i oo , pu  séparer  a chiffres 

décimaux  vers  la  droite.  » 

s s — — 

Mais  on  a K i6i)  \/ ^3X  («ooj' =•  V a3  X (loo)*  ; 

ainsi , après  avoir  extrait  la  Ÿacine  carrée  de  a3  X ( i ooj* , une 

unité 'près,  on  extraira  ,1a  raejne  cubique  du  résultat , puis.^ 

divisera  le  nouveau  résultat  par  loo,  ou  l’on  séparera  deux 

chiffres  décimaux  vers  la  droite. 

. . 6 

On  trouvera  par  ce  moyen,  \/a3  = i,68,  a o,oi  près. 

••  On  peut' s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

^ 473  à rs^près=^;  V'79  à^o.oooi  «=4,2908; 

*6  S ' 

•1/  i3  à 0,01  près=  î »53 : ^^3,oo4*5 ^ 0,0001  = 1 ,44^9» 

î s • 

V'ojooioi  à 0,01  près  = o,icr,  ^ o,ooi  = o,8a4^l^ 

§ III.  Fomuition  xJcs  puissances  et  extraction  des  ra- 
cines des  quantités  algébriques . Calculdesradicaux. 

Ginsidérons  d’abord  les  quantités  monomes.  ^ , 

167.  Soit  à former  la  cinquième  puissance  de  aa’t*;  dp  a 

(20^6*)*  = 2o*i*  X K'*®’*'  X 


d’où  l’on  voit,  I®.  que  le  ( 


^ 2 doit  ëlre'roiiliplié  par  lui- 


mème  quatre  fois,  ou  doit  étreulevé  à la  ci nqn^H^Tpuiasance  ; 
2“.  que  chacun  des  exposans  des  lettreq;doil  être  ajouté  avec  lui- 
ménic  quatre  fois,  ou  mulli|>lic  par  5. 
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% 

Donc  enfin,  (2a*i‘)*=2*.'a’**i***  =:32a^*i“.  ^ 

De  mômo,,  (8o*iV)’  = 8*.a**’6^’‘V=5ila*t9c*.  ^ 

Ainsi,  poae  élerer  nn  monorae  à une  puissance  donnée,  U 
faut  iltver  U tfitffiiÀint  à o«tf4  puûiance  ^ puis  multiplitr  cha- 
cun dts  txfosans  des  lettres  par  l'exposant  de  la  putikànce. 

Donc  réciproquement,  pour  extraire  une  racipe’de  degré 
quelconque  d’une  quantité,  monomc,  il  faut;  \°,  extrairrHa 
racine  du  Coèfjteienti  2*.  diviser  ^exposant  de  chaque  lettre, 
par  Vindice  de-la  racine.  7’^' 

Ainsi , ' V^64û®é’c*=‘ 4a*&e*  1 ^ i6o*6‘*c*  = 2a*b^c. 

On  Toit,  d’aprës  cette  règle*  que  pour  qu’un  monomc  soit 
une  puissance  parfaite  du  degré  de  la  racine  à extraire , 'U  faut 
que  son  coefTicient  soit  une  puissance  parfaite  de  ce  degrd,  et 
que  les  exposans  des  lettres  soient  divisibles  par  l’exposant  «u 
V indice  de  la  raci&e  àexti;aire.  Nous  verrons  plus  loin  comment 
on  simpliCe  l’expression  de  la  racine  d’une  quantité  qui  n’est 

pas  une  puissance  parfaite-  • , * 

168.  Jusqu’à  présent, nous  n’avons  pas  eu  égard  au  signe  dont 
peut  être  affecté  le  monome;  mais  si  l’on  observe  que,  quel  que 
soit  le  signe  d’un  monoaie , son  carré  est  toujours  positif  et 
que  tonte  puissance  dedegré  pair  2n,peut  être  regardée  comme 
égala  à la  n''"'  puissance  da  carré,  c’cstdi*dire  que  û**  = (a*)“, 
on  peut  conclure  que  toute  puissance  de  degré  pair  d'une 
quantité  J soit  positive^  soit  négative,  est  essentiellement  po- 
sitive. * 

• ' * , 

Ainsi  ^ (d;ao*&’c)<=  + 

Comme  d’ailleurs , une  puissance  de  degré  impair  2n  + <».cst 
le  produit  d’une  paissance  de  degré  pair  2n,  par  la  première 
puissance , il  s’ensuit  que  toute  puissance  de  degré  impair  d^un 
monome  est  affectée  du  même  signe  que  le  monome. 

Donc  (+  ^a^by  = + 64o®i’  ; ( — ^a*by = — 64a®  fr*. 

11  est  évident  d’après  cela,  i".  que  toute  racine  de  'degré  im- 
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pair  (fune  quarUîté  monorntj  doit  être  affeCUe  du  même  signe 
que  la.  quantité  ■ 

Ainsi, \/+8^+2a;  ^=8^=^2a-,  i/=3^^=-aa*é. 

a®.  Que  toute  racine  de  degi^  pair  d’un  monome  positif 
peut  être  affectée  indifféremment  du  signe  + ou  du  signe  —, 

Ainsi,  , V8ïâï^.=  ±:3a63-,  V/64a'*==d:aa*. 

3®.  Que  toute  racine  de  degré  pair  c^un  monome  négatif, 
est  une  racine  impossibl^{,cAt  U n’existe  aucune  quantité  qui,  . 
élevée  à une  puissance  de  degré  pair,  puisse  donner  un  résul- 
tat négatif.  Ainsi , (/—  a , sont  des  sym- 

boles d’opérations  inexécutables;  ce  sont  des  expressions  imagi- 
naires comme  V^—  a,  \/—b. . • . (ffoyet  n 85.) 

Passons  maintenant  aux  polynômes.  , 

i6g.  Nous  avons  déjà  ru  comment  on  élève  un  binôme  x •+  a 
à une  puissance  de  degré  quelconque;  mais  il  peut. arriver 
que  les  termes  du  binôme  soient  affectés  de  coefficiens  et  d ex- 

Soit  proposé,  pour  exei^pie,'de  développer  (an  ■+ 
posons  pour  le  moment , aa*  ^ x , y ; il  vient 

(aa*-l-3a6)®=(a;+y^y*=ar3-f-  3x*y  + 3xy*-4-/. 

Remettant  actuellement  aû*  et  3oi  an  lien  de  x et  de  j', 
(aa*-l-3o6)^  (aa‘)’-J-  3(ao»)* . (3a6)  4-3(2«*)  • (3aé)*+ i 
ou , effectuant  les  calculs'  d’après  les  règles  du  n“  167  et  de  la 
multiplication  des  monomes,  ' 

(aa*-l-  3aby  =8a®-f-  36o»6  -f-  54^5*4-  370^  ; 
on  trouvera  de  même  . . • 

(4o*6-  iabcY=(r  +y)*  = -1-4^./  +7* 

=(4a‘6)l+  4(4o‘6)X— 3oéc)  + 6(^d‘by{—  3aic)‘ 

-f- 4(4^’'^)  (T3fl6c)*4- ( — 3oic)* 

— a56a*54— 768a'6^c-i-864a'i<c*—  43aa®6^c*-f-  8io«6<c<. 

( Les  signes  sont  alternativement  positifs  et  n^alifs.) 
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Soit  maîntenant  à développer  (r+y  + *)’>  posons  d’alwrd 
X + y = u,  il  vient 

(u  + U*  + 3su* 3*’u  + ; 

ou  , remplaçant  u par  sa  valeur  x +_y, 

( c ■+•  s)’  = (*  3«  (x  4-y)*  +3«*(x  +jr)  -f.  *’ ^ 

ou,  développant  de  nouveau  les  calculs  indiqués, 

(x  + a)’= x’+  3x*y'-f-  3x^*4-^-+-’3r*a+6x5'«+  3y*A 
-i-  3xa*  + 3y«“  -j-  z\ 

• 

Cette  expression  se  compose  des  cubes  des  tr^is  iermes^ptua 
des  triples  carrés  de  chaque  terme  par  tes  prensUres  puissances 
des  deux  autres j plus  du  - sextuple  produit 'des  trois  termes. 
Cette  loi  serait  (n**  86)  facile  à yérifier  pour  tout  polynôme. 

Pour  appliquer  la  formule  précédente  au  développement  du 
cube  d’nn  trinôme  dont  les  termes  auraient  des  coefficiens  et 
des  exposans,  il  faudrait,  comme  pour  les  binômes,  désigner 
chaque  terme  par  une  seule  lettre^  développer^  puis  ren^pkxcer 
par  leurs  valeurs  les  lettres  introduiiesj  et  effectuer  tous  les 
caicùk  indiqués.  . 

On  trouvée,  parce  moyen,  tout  calcul  fait, 

• - 

(aa* — 8a®—48<**^  + >320^^*—  2080*0*+ igSo’i* 
' — io8ai*+376*. 

On  développerait  par  des  procédés  analogues,  les  puissances 
quatrième,  cinquième,  etc.,  d’un  polynôme  quelconque. 

■i’jo.  Quant  à l’extraction  des  racines  des  polynômes,  nous 
nous  bornerons  à exposer  le  procédé,  pour  la  racine  cubique; 
il  sera  facile  ensfiite  de  généraliser. 

SoientN  le  polynôme  donné , et  R sa  racine  cubique;  Con- 
cevons, comme  pour  la  racine  carrée  (n*  87) , ces  deux  poly- 
nômes ordonnés  par  rapport  à une  lettre,  a par  exemple.  Il 
résulte  de  la  loi  décomposition  du  cube  d’iu»^polyéoine(n®  169), 
que  le  culie  de  R renferme  deux  p.'irtrcs.  qui  ne  peuvent  sa 
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réiluii^  avec  les  autres;  ce  sont  le  cube  du  premier  terme  et 
le  triple  carré  du  premier  terme  par  le  second  -,  car  il  est  évi- 
dent que  ces  deux  parties  renferment  la  lettre  a avec  un  ex  posant 
plus  grand  que  dans  le  triple  carré  du  second  terme  par  le  pre- 
mier, dans  le  cube  du  second  terme , dans  le  triple  carré  du  pre- 
mier terme  pr  le  troisième,  etc.  Donc  ces  deux  parties  forment 
nécessairement  le  premier  et  le  second  terme  de  ÎÔt  Ainsi,  en 
extrayant  la  racine  cubique  du  premier  terme  de  TSj  on  a U 
premier  terme  de  R;  divieant  ensuite  le  second  terme  de  K jxir 
le  triple  carré  du  premier  terme  deB.  { triple  carré  (|uc  l’on  peut 
former  aisément  ),  on  a te  second  terme  de  R.  Connaissant  les 
deux  premiers  termes  de  R,  on  peut  fornrer  le  cube  de  ce  bi- 
nôme, et  le  retrancher  de  N.  Le  reste  N'  contient  encore  le  pro- 
duit du  triple  carré  du  premier  terme  de  R par  le  troisième, 
plus  une  suite  d'autres  parties  renfermant  a avec  un'éxposant 
moindre  que  celui  qui  entre  dans  ce  produit,  lequel  est  par 
conséquent  le  premier  terme  du  reste  Donc,  si  ti>n  dipisè 
le  premier  terme  de  N'  par  le  triple  carré  du  premier  terme  de 
R , on  a nécessairement  le' troisième  terme  de  R.  Formant  le 
cube  du  trinôme  déjà  trouvé  à la  rdcine,  et  retranchant  ce  cube 
de 'ü,  on  a un  nouveau  reste  N*,  sur  lequel  on  peut  opérer  comme 
on  a opéré  sur  le  reste  N';  et  ainsi  de  suite.  ^ 

Si  maintenant  on  rapproche  toutes  les  parties  du  raisonne- 
ment precedent,  qui  sont  marquées  en  lettres  italiques,  on  en* 
conclura  le  procédé  général  de  l’extraction  de  la  racine  cubique 
d’un  polynôme  quelconque,  et  on  pourra  l’appliquer  aux  poly- 
nômes développés  n°  169. 

Nous  nous  contenterons  d’indiquer  à ceux  qui  voudraient 
découvrir  le  procédé  d’extraction  de  la  racine  «*'■',  que,  si 
l’un  désigne  par  x -i-  y -f-  z -f-  u.,..  les  différens  ternies  d’une 
racine, l’expression  de  sa'n‘^°''  puissance  renferme  entre  autres 
parties,  x" -f- -f-. . . et  ce  sont 
ces  parties  qui,  mises  successivement  en  évidence  dans  le  poly- 
nôme proposé,  servent  à faire  retrouver  les  diO’érens  termes  de 
la  racine. 


CAIXUL  Dl»  BAPIGAUX. 

* • 

. Cakul  dfê  radicaux, 

\ 

1 71.  Lorsque  la  quantité  inonome  ou  polynôme,  dont  on  de- 
mande' mie  racine  d’un  certain  degré  , n’est  pas  uno  puissance 
parfaite,  on* ne  peut  qu’indiquer  l’opératiop,  en  faisant  (n®  a) 
précéder  la  quantité  proposée  du  signe  \/,  ,et  plaçant  en  dedans 
de  ce  signe,  le  nombre  qui  marque  le  degré  de  la  racine  à ex- 
traire. Ce  nombre  s’appelle  l'indice  du  radical. 

Souvent,  on  peut  faire  jubir  l’expression  radicale  quelques 
simplifications  fondées  sur  un  principe  analogue  àf  celui  du 
n®  84  ; c’est  que  la  racine  n“‘"'  d^un  produit  est  égaie  au  produit 
des  radines  n‘'""  des  diffirtns  faOUurs,  ' 

En  townes  algébriques  : 


^ n » » 

* 7 V^oAcd.  ..=V'oX  - ; . 

t • ' * *•  » 

En  effet,  élevons  lAiacune  de  ces  deux  expressions  ^ la 
puissance;  on  trouve  pour  la  première,  ^ 

fl  ^ ^ . 

, i {Ÿ^abcd. . = abcdV.'. , 

et  pour  la  seconde,  , ' - - 

(V^o  X 1/ft  X (V^i)®.(V/c)'.~.  = abed.... 

Donc,  puisque  les  n'*'”"  puissances  de  ces  expressions  sont 
égales,  elles  doivent  l’étre  elles-mêmes,  {f^oyes  n°  176.) 

^ 3 '•* 

Cela  posé,  soit  l’expression  V^54o<é^c*,  qui  ne  peut  être 
remplacée  par  un  monome  rationnel,  puisque  54  n’est  pas  un 
cube  parfait , et  que  d’ailleurs  les  exposans  de  a et  c ne  sont  pas 
divisibles  par  3 ; on  a 

3 3 3 3 

Ÿ' 54a*5V  = 270’^’  . 20c’  = Zaby  20c*. 
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De  même,  t/8a*'=a  V^a“;  |/48a^4*c®=aai*c  ^3oc*} 
1/  igaa'ic**,  = l/6p7*  X 3^  = a«c*  \/3âb. 


•s. 


S.- 


Dans  les  expressions,  Saiv/aac',  ap^ô*,  Mb*cÇ^3ac*,  les 
quantités  qui  sont  en  avant- du  radical  ,•««  signe  de  muitipîica- 
tionj  sont  appelées  les  coefficiens  du  radical. , 

172.  Le  principe  démontré  n°  161  donne  lieç  ii  nne  antre 
espèce  de  simplification. 

• ^ 6 

Que  l’on  ait,  par  exemple,  l’expressioa  radicale  t/4a*; 

' ' 3 « 

comme,  en  vertu  de  ce  principe,  |/4®*  = et*que  la 

* • 

quantité  Soumise  au  radical  |/,  est  nn  carré  parfait , on  peut  ef- 
fectuer cette  extraction  de  racine  carrée , ce  qui  donne 

VTâ'—V^'  , ’ 

4 — 

De  même,  V^36o*é*=  V V^Seo'é*  ==  y'ëôé. 

m 

"»n  ^ / O mt  * » 

En  général,  |/û*pE;  V v'c'**.V<o;  c’est-à-dire  lorsque 
l’indice  d’un  radical  est  miihiple  d'an  certain  nombre  n , et  que 
la  quantité  sous  le' signe  radical  est  nne  puissance  exacte, 
on  peut,  sans  changer  la  valeur  du  racÙcal,  diviser  son  in- 
dice par  Tïj  et  extraire  la  racine  de',la  quarUilé  sous  le 
, signe.  ■■ 

Cette  proposition  est  l’inverae:  d’une  autre  non  moins  impor- 
tante, qui  consiste  en  ce  que  l’on  peut  rnuXliplUr  l^ indice  d’un 
radical  par  un  certain  nombre,  pourvu  que  l’on  élève  la  quan- 
tité sous  le  signe  à une,  puissance  d'un  degré  marqué  par  ce 
nombre.  ‘ ' 

* > 

ffi  m/l  I ' * n 

Ainsi , t/u  = V^c".  En  effet,  a es^La  même  chose  que  t/a*  ; 

m ' 

V/o  = V V'®"  = V^o"«  - 


donc 
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Ge  dernier  principe  sert  à ramener  deux, ou  plusieurs  radi- 
caux à avoir  le  même  indice,  ce  qui  est  souvent  utile. 

s 4 

Soient,  par  exemple,  les  deux  radicaux  V^aa  et  V (fl  + b)  t 
que  l’on  veut  réduire  au  même  indice. 

Si  l’on  multiplie  i’ind^ice  du  premier  par  4 > indice  du  second, 
et  que  l’on  élève  la  quantité  aa  h la  quatrième  puissance;  si, 
de  même,  on  multiplie  l’indice  du  second  par  3,  indice  du 
premier,  et  que  l’on  élève  a -f- 6 au  cube,  on  ne  diangera 
point  les  valeurs  des  deux  radicaux;  et  il  viendra,  par  ces 
. opérations, 

3 _ * I • I » 4 ^ É 

\/2a  = y' a'a*  = i6a^;  y' a ^ b V^(a-|-  by\ 

I 

Rious  oêNiKAi.E.  Pour  réduins  deux  ou  plusieurs  radicaux  au 
même  indice^  multipliez  f indice  de  chaque  radical  par  le  pro^ 
duil  de  tous  les  autres  indices j et  élevez  la  quantité  sous  le  signe 
à une  puissance  un  degré  marqué  par  ce  produit. 

Cette  règle,  qui  a beaucoup  d’analogie  avec  la  réduction  des 
fractions  au  même  dénominateur,  est  susceptible  des  mêmes 
modifications. 

4 _ 6 8 

Soient , par  exemple , les  radicaux  V^a,  V^56,  v/o'-f-A*, 

que  l’on  veut  ramener  au  même  indice. 

Comme  les  nombres  4>  6, 8,  ont  des  facteurs  communs,  et  que 
24  est  le  multiple  le  plus  simple  de  ces  trois  nombres,  il  suffit 
évidemment  de  multiplier  le  premier  par  6 , le  second  par  4 , et 
le  troisième  par  3,  pourvu  que  l’on  élève  les  quantités  sous 
chaque  signe  radical,  aux  puissances  de  degrés  marqués  respec- 
tivement par  6,  4 et  3 , ce  qui  donne  ' 

4 14  6 *4 8 44 

1/0=  v/?;  \ê5b=  v/o*-t-i*=  V'’(a‘  + b^y- 

Ces  notions' établies,  proposons-nous  d’exécuter  sur  les  radi- 
caux les  o|)érations  de  l’Arithmétique,  qui  sont  maintenant  au 
nombre  de  six,  en  j comprenant  la  formation  des  puissances  et 
l’extraction  des  racines. 


4 
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Î.7?.  Addition  et  eoustmction  des  radioaut.  Deux 
sont  dits  semblables^  lorsqu’ils  ont  le  même  indice,  et^é^lV* 
quantité  sous  le  signe  est  aussi  la  même. 

Cela  posé,  pour  ajouter  ou  soustraire  deux  radicaux  sembla- 
bles, il  faut  ajouter  ou  somtixiire  leurs  coefftciens^  et  placer 'îa\ 
«omme  ou  la  différence j comme  coefficient , en  avant  du  radical' 


Ainsi,  3v/A  + a{/6  = 5\/A,  Z^b  — 'i\/b  — x/b 

'•  ' 3flv/idt  ar^/i  = (3rz  rt  2c)^'i. 

* Souvent,  deux  radicaux  ne  sont  pas  semblables  au 
abord,  et  peuvent  le  devenir,  lorsqu’on  leur  a fait  subir 
pjiiications  des  u"  171  et  172.  Par  exemple  ,v 


4*  [/3a  + 5b  [/ 3a  = gÿ  ^3a;'' 

3' 3 

• 3alP=2a  [/ b 20 — b [/ 

■3  y 2U  + Z [/za  = 5 y'^. 


, 174.  Multiplication  et  division.  Considérons  d’abord  le  cas 

où  les  radicaux  ont  le  même  indice. 

, Soit  v/o  à multiplier  ou  à diviser  par  y b.  Je  dis  que  l’on  a 


V/o  X V'i 


£neiTct,5i  I on  élève  \/  a.  \/bcl  V^oé  à la puissance 
on  trouve  également  pour  rérultat,  ab\  donc,  ces  deux  expres- 
sions sont  égales. 


V •' -•  -V  4' •»  ;,  'iTv  ■ ' '.V  i;.r  A ' -V  * i * 

"■■  ':•■  ; • •.  •••;^ 
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De  meme, 


l/a 


]/i 


. . “ 

élevées  à la  /»"■'  puissance,  iloiv*^* 


^ nent  j;  ainsi  ces  deoï  expressions  sont  égales.  , , . 

D’où  l’on  volt  que, ^our  multiplier  ou  diviser  deux  radicaux 


de  même  indice  ^ il  faut  multiplier  ou  diviser  l'une  par  l’autre  ^ 
le»  deux  quantité»  sou»  le  signe j et  affecter  le  produit  du  signe'  . _ 
radical  commun.  S’il  y a des  cocflicicns,  ou  commence  par  les 
multiplier  ou  les  diviser  séparément. 

Ainsi , 


aa 


X -13«  fjCâfX  =,_6a- 


. , — 6a»(a*  + ù*) 

ou  simplifiant,  = j — •»$. 


3a  \/ 8n‘  X ai  l/ 4a*c  = 6ai  \/ 3aair  = laa’i  V^aej  ^ 


-y==^,=  V/  - = V ?=T--  ••> 

.V  8b  " ’ 


Si  les  radicaux  n’ont  pas  le  même  indice,  il  faut  les  j réduire  > 

(n“  172) , et  opérer  comme  il  vient  d’élre  dit 


e B «4 

3n\/i  X 5i  \/ac  = i5oi  v/ 8b*c^ 


Par  exemple, 

1 75.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines. 

m 

Soit  d’abord  \/a  à élever  à la  puissance;  on  ai 


(V/fl)*=  t/a>S?V^oX  l/a—.=  l/a",  d’après  la  règle  qui 
vient  d’être  établie  pour  la  multiplication.  ‘ ' 

Donc,  pour  élever  une  quantité  radicale  à une  puissance' 
donnée  , il  faut  élever  la  quantité  sous  le  signe  à cette  puissance j 
et  affecter  U résplpit,  dn  s^ne  radicafpyeç  aon  indice  primitif. 


-tv. 


r 


4 

• I. 


' - .v‘ 

V v'.- 


T • ' X 


r,:-:  -.V  - V>"  ^ 


V'"  ^ 


.:r> 


• . 
» . » > 
V-éÎa-;' 


. "HL  -^  ■•' 

<^.j  I ,r  ^ \ é . 


'./? 


^1-i. 


2^5 
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S’il^  a un  coefiQcicnt,  on  élève  séparaient  ce  coefficient  à la 
puisMDoc  donnée. 


'ê-"t 

. «'■’ij.'fi.- 

- 'IL  •■':  . V -s* 


•V 

>■' 


\ 


X . Ainsi  (v/4«*)*‘=ï  v/(4a')'=  V^  i6«i*  = a«  |/a«; 

(3l/2ay  i=3j.  \/ (20)^  = 243  '486a  . 

Lorsque  l’indice  du  radical  est  uu  . multiple  de  l’exposant  db  *\  ' . 
la  puissance  que  l’on  veut  former^  on  peut  simplifier.  , 

‘ Soit,  par  exemple,  l/aa  à élever  au  carré;  remarquons  que 

- (n®  i6i),  1/20  = 20.  Or;  pour  élever  cette  quantilAan' 

carré,  il  suflit  de  supprimer  le  premier  signe  radical;  ainsi  l’on 

4 _ i.-  ' ’ * ' -î- 

• a (v/2o)*==  1/20. 


{ 1^4 


v-r't 

- '^3  * 


W 

jfV 


Soit  cnï^e  V^36  à Àever  au  carré,  CcTTe'’ expression  revient’ 


*■■•  ■■'m: 


i \/  v/3i»;  donc^V^3é)’3c  V^3é.  C’est-à-dire 


que,  si  /'»«-. 


rfice  t/u  radical  est  dh'isihU  par  V expomnt  dé  la  puissance  j on 


radical  telle  qu'elle  était. 

Quqnt  à l’extraction  des  racines , il faut  multiplier  ^indice  du 


i.  ■ 

dté  sous  le  signe  telle  qu'elle  était. 


Ainsi  \/  v/3c  = 3c;  = l/5c- 


Cette  règle  n’est  autre  chose  que  le  principe  du  n“  t6i,  énoncé 
dans  un  ordre  inverse. 


>■  î 


é 

■ .. 

» r‘,  *1 

■ ; 

■ ' i 

, . <> 

SUa  quantité  sons  le  signe  est  une  puissance  parfaite,  de  même 
degré  que  la  racine  à extraire,  il  y a lieu  à simplification. 


-■  ■ C- 


Ainsi,  \/  V Bœ‘élant  égal  à V/  V^8o*',  se  réduit  à V/aa.  ‘ _■ 


■h 


De  même,  ’ X/v^ga*  = y/ = {/3a.  . 

11  est  évident  d’ailleurs  que  l’on  a \ carl’unc- 


•'  *;•/  4 


et  l’autre  expressions  sont  (•>*  *6i)  cgale;i8  Ÿa. 

/ J.  18.. 


• JJ*,  i ■*  . V / . . • • 

>.  ? . O. -*-••<■  ■•  ’ • ' r 

.i  • . ^ . ' - . ■ . il  •* 


Va 


.V 


■^>1:  -Â  • 


A • 


f.  - 


■ I ..  >. 

t Jl  • 

. - , 'l 


ï i 


î’ 


i.,  , i 


;i,  ..  ” 


IIB  ■ : 


--■ -wr  * 

îfj'i'  *?■',;  ■ 

* ' ' 


:J 

ff  r.  >'  >.  •.  ** 


¥_  " 


c 


» ^ 
N 


>11-  ’ 


r 


•■  t 


- . V ^ ••  ' 

. ^ ^ \i  ,\  • - 

- 1 •*,  , . *s  ' ’ • 
<.  :.  . \ 
.V  1 ,-  't*  *' 

• i 1 ' 4 w • 


I ■ 4 
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176.  Ixîs  règles  qui  viennent  d’étre  établies  |>onr  le  calcul 
des  radicaux,  sont  fondées  principalemeut  sur  le  principe  que 
la  racine/»^''"'  du  produit  de  plusieurs  facteurs  est  égale  au  pro- 
duit des  racines  n"""  de  ces  dtiféreas  facteurs;  et  la  démons- 
tration de  ce  principe  repose  (a*  171  ) sur  ce  que,  si  les  puis- 
sances de  même  degré  de  deux  expressions  sont  égales  j les  ex- 
pressions sont  aussi  égales.  Or,  cette  dernière  proposition,  qui 
'est  vraie,  entantqucl’on  ue considère  que  des  nombres  absolus, 
ne  l’est  pas  toujours  pour  les  diverses  expressions  auxquelles 
peut  conduire  l’Algèbre. 

Pour  vérilier  l’exactitude  de  cette  assertion,  nous  prouyerons 
qu’un  même  nombre  petit  avoir,  algébriquement,  plusieurs  m-*  ' 
cines  carrées,  plusieurs  racines  cubiques,  plusieurs  racines  qua-  ’ 
triémes,  etc. 

Désignons,' en  effet,  par  a?  l’expression  générale  de  la  racine 
carrée  d’un  nombre  a,  et  pa.  />  la  valeur  nwnfrique  ou  arith- 
métique de  cette  racine  carrée;  ou  a l’équation  x’  = a,  ou 
x*  — p*,  de  laquelle  on  tire  x—±.p.  D’où  l’on  voit  que  , de 
quelque  signe  qu’on  airccte  la  valeur  arilbjuélitjue  p delà  racine 
carrée  de  a,  son  carré  donne  également  a,  résultat  conforme  k 
ce  qui  a été  dit  (n®  85). 

Soit,  en  second  lieu,  x l’expression  générale  de  la  racine 
cubique  de  o,  et  désignons  par  p la  valeur  numérique  de  cette 

racine  cubique;  on  a l’équation  at*=a  ou  x*  = p’. 

Cette 'équation  est  d’abord  satisfaite  par  x=q). 

Observons  maintenant  que  l’on  peut  mettre  x*=p*  sous  la 
lorme  x’ — ^'*  = 0. 

Or  , on  a vu  (n“  3i)  que  l’expression  — p’ est  divisib][e  par 
X — p,  et  donne  pour  quotient  exact,  -}-/)*;  l’équation 

ci-dessus  peut  donc  être  translormée ainsi  : 


r- 

t. 


ii'-'  “ • 


- i ■ * ' 

■tr  , ..  -p.  ■ 


<x— p)  (x*-f  px-i-p»)  = O, 
«quation  à laquelle  on  satisfait, 

** 

soit  en  posant  x— p=o/  d’où  x=p, 


/; 

- H . 


I?; 


X 1 ■ 
1/ 


^ h- 


if  ' • . 


i- 


•'  ••'î 


. N 

, .V 


V . ,* 

> 


( \ 
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soit  en  posant  x*+/>r +/)*— O,  d’où  a:=: — — 3, 

/— ï-\/— 3\ 

= P\ ^ > 


ou  bien, x 


On  voit  donc  que  la  racine  cubique  de  a admet  Iroie  valtum 
algébriques  différentes  ^ savoir  : 


».  />(- 


1 4-  y—  3 


— i —V'—  3> 


a y • \ a / 

Soit  encore  à résoudre  l’équation  x*=cp*  (/7  désignant  la  va- 
leur aritiimétique  de  \/a).  Celte  équation  peut  se  mettre  soui 
la  forme  x* — p*'=o.  Or,  l’expression  x» — p*  revient  (n®  ic)) 
à (x*— JO*)  (x* -1-^*).  Donc  l’équation  revient  elle-mènie  à 
(x* — P*)  (x*-f-  JO*)  = O,  et  l’on  peut  y satisfaire  , 

soit  en  posant  x*  —p*  — o , d’où  x ==dc.p, 

soit  en  posant  x*  H-  p*  = o , d’où  x=±y^ — ffz=±ip{/ — i . 

On  obtient  donc  ainsi  quatre  expressions  algébriquement 
différentes  J pour  la  racine  quatrième  du  nombre  a. 


Proposons-bous  de  résoudre  la  nouvelle  équation  x*=:jo®, 

qui  peut  se  mettre  sous  la  forme  x® — jo*  = o. 

Or,  X* — JO®  revient  (n®  19)  à (x® — /r’)  (x* -)-/)'’)  = o . 

Ainsi  l’équation  devient  (x® — p'*)  (x®  + p^)  ~ o. 

Péjàf  l’équation  X® — p'z=o,  résolue  précédemment,  a donné 

f—\±.\/ — 3\ 
x = P et  )■ 

Considérons  actuellement  l’équation  x*-l-/r’  = o,  et  observons 
que,  si  l’on  remplace,  pour  le  moment,/»  par  — />*,  elle  devient 

X* — p'-'’=o,  d’où  l’on  déduit'X=E/)'  et  x=p'^ — * TT.V' — . 


s •" 


“ ‘ >1  t 


wV 


•'.y  ; 

*'  V 

« k 


< . 


.lÿL 


J’ 


<r 


< r * 


I? 

'I 
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'y> 


S 

/. 

“ l 


De  même,  + 1, 


sont  les  trois 


racines  cubiques  de  l’unité,  ou  les  racines' de  — i ^=o. 

+ »,  — »,  +\/ — I,  — \/ — I,  sont  les  quatre  raciites 
quatrièmes  de  l’unilé,  ou  les  racines  de  x*—  i.=;po. 

178.  II  résulte  de  l’analjse  précédente,  que  les  r^gie$  du 
calcul  des  radicaux,  qui  sont  exactes,  en  tant  que  l’on  opère 
sur  des  nombres  absolus,  peuvent  être  susceptibles  de  quel- 
ques--iriorfÿÇca^toKs  ^ lorsqu'on  opère  sur  des  expressions  ou 
. symboles  purement  algébriques , c'est  surtout  quand  on  ap- 
plique ces  règles  aujc  expressions  imaginaires,,  que  ces  modi- 
fications sont  nécessaires,  et  elles  sont  une  suite  de  ce  qui  a été 
dit  n“  176. 

On  demande,  par  exemple,  le  produit  de  par  ; 


^ ''-'J 


1 


* ^ V • * ♦ 


■ \ ^ ou,  remettant  h la  place  de  />'  sa  valeur  — p,  , " 

x = — P,  et  3?  = — P ) • 


, "&v 


■1 


‘ Ainsi,  l’équation  — ^*=0,  et  par  conséquent,  la  racine 

, ‘ de  <i  admet  six  valeurs:  p,  mp,  m'p,  — p,  — «p,  — m'p,  ‘ 

' • ' eù  posant,  pour  simplifier, 

•'  • ■ 

_ — i-f-l/— 3 , 3 

’ , “ = :r — * « = — • 

• 1'  ' Nous  pouvons  conclure,  par  analogie  (ce  qui  *;ra  démontré 
d’ailleurs  par  la  suite,  d’une  manière  plus  complète) , qno  toute 
équation  delà  forme  x” — a = o,  où  x^ — p*"  = o , est  suscep- 
tible de  m valeurs  différentes;  c’est-A-dire  que  la  racine  m*'"* 
d’un  nombre  admet  m valeurs  j algébriquement  diff'èrenles.  ■ 

177.  Conséquence.  Si  dans  les  équations  précédentes,  et  les 
résultats  qui  leur  correspondent , on  suppose  comme  cas  parti- 
culier, a = I , d’où  p = I , on  obtiendra  les  racines  carrées, 
cubiques,  quatrièmes,  etc. , de  l’unité.  Ainsi,  -f-  i et  — i sont 
les  deux  racines  carrées  de  f unité j car  l’équation  x*  — i =x  o 
donne  x = =ti  i . 

•i+y/— 3 — 1 — t^ — 3 
2 


» < 


V 
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U règle  du  n**  1 74  donne 

\/ — a'xy/  — o = v/+«’- 

J Or,  [/ a“  est  égal  à ± a (n®  1 76)  ; il  y a donc  ici , en  a]>pa- 
rencc,  incertitude  sur  le  signe  dont  a doit  être  aOecté,  ]ionr 
répondre  à la  question.  Cependanti  la  réritable  réponse  est 
— 0,  par  la  raison  qu’en  général,  pour  élever  au  carré, 
il  suHit  de  supprimer  le  radical;  or,  — aXV^ — o revient 

è ( — 7/*)*j  et , par  conséquent , est  égal  a ^a. 

Soit^  en  second  lieu,  à former  le  produit  V' — o X — 6; 
on  aurait,  d’après  la  règle  du'n®  174- 

t/ — nX  — 6=\/+ab, 

Or,  ^-ab^izp  (n"  176),  p désignant  la  valeur  arithmé- 
tique de  la  racine  carrée  de  ab  ; mais  je  dis  que  le  véritable 
résultat  doit  être  — p ou  — ^ ah,  an  tant  que  l’on  considère 
les  deux  radicaux  V/  — a et  — b comme  précédés  l’un  et 
l’autre  du  signe  +• 

£n  effet,  on  a < . 

^ — n=:l/a.[/ — I et  ^ — b—\/b.\/ — i; 

donc 

V/^X\/^^^^3=V'o.  V”'^X\/é.  1/ — l:=:V/aé  CV'— 0’ 
abX.  — I = — Vub- 

On  trouvera,  d’après  ces  principes,  pour  les  diverses  puis- 
sances de  — I , . 

V/— *t  (V^— 0‘=  — ». 

- (v'-i)<=(V/-i)‘.(V^-i)*=-»X  — i=+i. 

< 

Comme  les  quatre  puissances  suivantes  s’obtiendraient  en 
■_  multipliant  la  quatrième  + 1 , par  la  première,  la  seconde,  la 
troisième  et  la  quatrième,  on  rutrouverait  encore  pour  ces 
quatre  nouvelles  puissances,  4"|/ — ».  ““».  — V^"“»i  ■4’»i 
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donc,  en  general,  toutes  les  puissances  de  l/ — i forment,  d® 
qiMtre  en  quatre,  une  période  égale  à \/ — l,  — l,  — 

. A ■ 

Soit  encore  proposé  de  déterminer  le  produit  de  — a par 

l/ — ‘lui»  d’après  la. règle,  serait  et  par  conséquent 

(n“  176)  donnerait  les  quatre  valeurs 

+ \/ab, —^ab, +^ab.\/~î, 

Pour  déterminer  le  vérilaLle  produit,  observons  que 

= t/— i=  1/— IJ 

mais  V/— 1 X C^—i=  ( {/—O*  = ( l/v/— 1>=  ; 

^ i 4 

donc  y — nXt/ — b—\/'âE.\/ — i. 


Appliquons  les  calculs  précédens  i la  vérification  del’expres> 

— I 

sion  , comme  racine  de  l’équation  — i = o, 

r a 

c’est-à-dire  comme  racine  cubique  de  1.  (^Voyet  n®  177- ) 
D’après  la  formule  - (a  4- = 3n’A -f 
■—  I + v/i:3> 


on 


a (: 


__  (— 0'+3(— O*,  y/— 34-3(-i).(l/^)*+(V/_3)’ 

8 ; 

i-f-3v/^  — 3x  — 3 — 3\/;il3  8 

8 ~8~*’ 


On  vérifierait  de  même  la  seconde  valeur, 


— I — y — 3 


§ IV.  Théorie  des  exposans  de  nature  quelconque. 
Notions  générales  sur  les  séries. 

179.  C’est  ici  le  lieu  de  faire  connaître  deux  nouvelles  nota-  ' 
lions , d’un  usage  très  commode  dans  les  calculs  algébriques  ; 
ce  sont  les  exposans  fractionnaires  et  les  exposans  né^tifs;  ils 
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lirent  leur  origine  des  règles  établies  pour  l’extraction  des  ra- 
cines et  la  division  des  monomcs. 

Que  l’on  ail  à extraire  la  racine  «T une  quantité  telle  que 
fl".  On  a vu  (n®  167)  que,  si  m est  multiple  de  n,  il  faut 
diviser,  l’exposant  tn  par  l’indice  n de  la  racine.  Mais  si  m n’est 
pas  divisible  par  »,  auquel  cas  l’extraction  de  la  racine  n’est 
pas  possible  algébriquement , on  peut  convenir  d’indiquer 
cette  opération  , en  iiidiqiumt  la  division  des  deux  exposans. 

ni 

A — ^ 

Donc  ^/a"  = a" , d’après  une  convention  fondit  sur  la  f'ègle 
des  exposansj  pour  l’extraction  des  racines  des  quantités  /wo-, 
nomes. 


Ainsi,  iya’  = a’; 


* Z 

l/a’  =xa*. 


De  même,  que  l’on  ait  à diviser  a'“  par  a”.  On  sait  qu’il  faut 
(n“  23)  retrancher  l’exposant  du  diviseur  de  celui  du  divi- 

dende,  toutes  les  fois  que  l’on  a in]>7j,  cequi  donne  — = a"~*. 

Mais  si  ;»  est  <[  n,  auquel  cas  la  division  n’est  pas  possible 
algébriquement,  on  peut  convenir  d’indiquer  cette  division,  en 
soustrayant  toujours  l’exposant  du  diviseur  de  celui  du  divi- 
dende. Soit  P la  dilTérence  absolue  entre  » et  m;  on  a alors 

fl*™  fl**  « I 

n = m -j-p , d’où  ; d’ailleurs , se  rciluit  à — , 

par  la  suppression  du  facteur  a"  commun  aux  deux  termes.  Donc 

a-=i. 

Uexpression  a~f  est  donc  le  symlmle  d’une  division  qui  n’a 
pu  s?effectuerv  et  sa  vraie  valeur  est  le  quotient  de  l’unité  di- 
visée par  la  même  lerttre  affectée  de  l’exposant  p pris  positive- 
ment. Wnsi  = 

<r 

^ -f*  nutation  de  Uciposanl  négatif  a l’avantage  de  conserver 
nue  forme  éntière  aiix  expressions  fractionnaires. 

De  ia'pbuibiiiaison  d’une  extraction  de  racine  et  d’une  divi- 


' / 


. ^ 


.îj 


**,» 


-1 
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. . *■ 
sion  ioipo8sibl«s , de  quantité»  munomes,  résulte  une  autre  no- 
tation, c est  l’ax/xxantyVac/io/tmitVe  J. 


Soit  à extraire  la  racine  de  — . 

Al** 


D’abord 


■! 

■ii- 


I / I " ’ — ^ 

iOia — =«“■;  donc  = V/o~*==  a " , en 

remplaçant  le  signe  ordinaire  du  radical  par  un  exposant  frac- 
tionnaire. 


V 


, IjCs  expressions  a",  a~^,  a " sont  donc,  d’après  cUs  ooit- 
t'erUiûiu  Jondèt»  sur  les  règles  prfoidemment  établies,  des 

notations, équivalentes  à V/a*"»  —,  . Ainsf,  l’on  peut, 

suivant  les  circonstances,  remplacer  les  premières  parcelles-ci, 
et  réciproquement, 

Gimnie  dans  le  discours,  a*’  s’énonce  a puissance p,  p étant 

- 

un  nombre  entier  positif,  de  même,  par  analogie,  a"  , a~f  , 

m 

n I s « • , 

a s enonoent O puissance —,  a puissance  — p,  a puis— 

sance  — ^ “ *1“'  “ algébristes  à généraliser  le 

mot  puissance.  Mais  il  serait  peut-être  plus  conyenabiqde  n’em- 
ployer que  les  dénominations  a exposant  — , exposant  — /i, 

ns  . , ... 

exposant  — consacrant  uniquement  le  mot  pusssauce  a 

désigner  le  produit  d’un  nombre  multiplié  plusieurs  fois  par  lui- 
même.  {Voyez  n“  a.) 

i8o.  Ces  notions  sur  l’origine  et  la  signification  des  quantités 
affectées  d’exposans  quelcphqdcs^tant. établies,  voyons  comment 
— peut  effectuer  ' sûr  elles  .lês'_ operations  de  F Arithméti^'  - 
tir  de  la' multiplication.  ■ ^ 


on 

parti.  — 

r ..  r 

Multiplication.  Soit  d’abord  a®  à multipl^;'^^  o^î’i' 


V ■ 'S 


V-W*. 


llllL 


••  l 


-•r. 


, DB  NATUBB  QOELCONQTJB. 

(fWil  suffit  èia/outtr  Us  deux  exposansj  et  que  l’on  a* 


383 


^ » I • 


a’  X a*  ^ = a* 
En  effet,  on  a tu  (n“  17g)  que 


.fl  6 . 

a^  = ya^-,  \/ a’; 


■f- 

l A-  . 


V 

! - - JTCÎ: 


• • 5 _ S 

donc-  - o’  X « = \/ ff^X  1/ a’; 

ou  bien,  effectuant  la  multiplication  d’après  la  règle  du  n“  174, 

r J • 1 5 , 

a*  X a’ = l/a'9  = a‘“. 


— ' 4 

Soit  eneqre  à multiplier  a * par  a";  je  dis  que  l’on  a •>■ 

v‘* 

U 


.a 

O *x 


i 1 1°  J_ 

a*=a  * * = a **'^  = a'*; 


en  effet 


/i  4 « . 

, a * = fl  ' ~ donc 

a"ïXfl'*=^ ^xya^^ lx‘\/a”’=^^=i>fl=fl^. 


Soit  plus  généralement,  a " à multiplier  par  0*7  on  a 


m ' **  F /ip»  mq 

o"’><>  = a"^=a  ; 

P 


- ^ 

V * . , 


car  ' a 


a<=i\/ar-,  donc 


"i,, 


—r  Z il  s ’'7a"f’  "T 

« Xfl’=^-XV/fl^=^— =V/fl-^ 


=i/a«;’-"»=fl  . 


Donc,  règle  ginéraUj  pour  multiplier  deux  monomes  aflec— 
tés  d’exposans  quelconques,  il  faut  ajouter  les  deux  exposons 
cHune  même  UUrt;  <^est  la  règle  déjà  établie  n*  i6;  pour  les 
quantités  affectées  d’exposans  entiers. 

On  trouTera,  d’après  cette  règle. 


fl 


V 

■ K 


\ 

-fl  i 


‘ T 

s ' *3 

. • 


< •. 


f 
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a*  b • 


c ' X a°Z>*  c*  = c * c ® : 


3a~’A^  X 2a  ^A*c*  = 6a  ^ i®c*. 

DUnsion.  Pour  diviser  doux  quantités  monomes  affectées 
d'exposans  quelconques,  l’une  par  l’autre,  il  faut  suivre  la  règle 
qui  a été  établie  (n°  22)  pour  les  quantités  affectées  d’exposans 
entiers  et  positifs,  c’est-à-dire  qu’il  faut,  pour  chaque  lettre, 
retrancher  l'exposant  dudiviseur  de  celui  du  dividende.  ^ 

En  effet,  l’exposant  de  chaque  lettre  dans' le  quotient  doit 
être  tel,  qu’ajouté  à celui  de  la  incnic  lettre  dans  le  diviseur,  la 
somme  soit  égale  à l’exposant  du  dividendci  donc  l’exposant  du 
quotient  est  égal  à la  dill'érence  entre  l’exposant  du  dividende 
et  celui  du  diviseur. 

On  trouvera,  d’après  cette  règle, 

• _i  î-r-?!  -i-i 
la  *=a’-  '■ 

3 4 34  — i » 1 * 

, , a*:  a5  = a*'-’=a"‘“;aï  :a*  = a'’'; 

2 1 _i  Z ' JL  —i 
a^b^la  ’‘b*=a'°b  \ 


Formation  des  puissances.  Pour  élever  un  nionome  affecté- 
d’exposans  quelconques  à la  n“”‘  puissance,  il  faut,  conformé- 
ment à la  règle  du  n°  )6^,  multiplier  l'exposant  de  chaque 
lettre  par-F exposant  ra  de  la  puissance;  car  élever  la  quantité 
à la  puissance, c’est  la  mpltiplier  m—  i fois  par  elle-même; 

donc,  d’après  la  règle  de  la  multiplication,  il  faut  ajouter  m — 1 
fuis  à lui-méme  l’exposant  de  chaque  lettre,  ou  le  multiplier 
par  m. 


Æxtractioa  des  racines.  Pour  extraire  la  racine  n**""  d’ua 
moiiome,  il  laut,  en  suivant  la  règle  du  n®  165  , diviser  l'expo- 
sant de  chaque  lettre  par  V indice  n de  la  racine. 

En  effet,  l’ex|K>saiit  de  chaque  lettre  dans  le  résultat , doit 


< 
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être  tel  que,  multiplié  par  l’indice  n de  la  racine  à extraire  , il 
reproduise  l’exposant  dont  la  lettre  est  affectée  dans  le  monome 
proposé;' donc  les  cxposaiis,  dans  le  résultat,  doivent  être  res^ 
pectivenaent  égaux  aux  quotiens  de  la  division  des  exposans,dans 
le  monoiue  proposé,  par  l’indice  n de  la  racine.  ^ 

3 1 ' . » . ^ 

/ » » y JL  i /^rj  _ 3 

Ainsi,  va^  = a®;  ya“=a“;  Va*=a*; 


\/  ah-^  = ah~*  .... 


Les  trois  dernières  règles  ont  .été  facilement  déduites  de  la 
règle  relative  à la  multiplication  ; mais  on  i>ourrail  les  démon- 
trer directement,  en  remontant  à l’origine  des  quantités  affec- 
tées d’exposans  quelconques.  , •, 

I^ous  terminerons  par  une  opération  qui  reeferme  implicite- 
ment les  deux  précédentes,  quant  à la  démonstration. 

m 

■ Soit  a ^ à élever  à la  puissance ; il  faut  prouver  que 


' l’on  a 


(m  7 itt  r n 

~n\  -■ 

a J —a  =a 


En  effet,  si'l’on  remonte  à l’origine  de  ces  notations,  qn 
trouve  que 

I . 

r ► ••  N 

y 7 ,/  • t 

■ =\/rk'=\/-^=\/^ 

V (“'■)  ^ . V t/n"" 

X • * 

• V*  . * •*  n 

y / I IM  mr  * 

L’avantage  que  présente  l’emploi  des  exposans  de  nature  quel- 
conque, consiste  principalement  en  ce  que  le  calcul  de  ces.sortes 
d'expressions  n’exige  pas  d’autres  règles  que  celles  qui  ont  été 
établies  pour  le  calcul  des  quantités  affectées  d’exposans  entiers. 
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En  outre,  ce*  calculs  so  réduiseut  à do  simples  opérations  sur 
les  fractions,  opérations  arec  lesquelles  nous  sommes  déjà  très 
. familiers. 

i8|.  Remarque.  Nous  serons,  dans  la  suite,  conduits  par  la 
résolution  de  certaines  questions,  à considérer  des  quantités 
ai&ctéea  ^expoaans  incommensurables.  Or,  les  règles  qnc  nous 
venons  d’établir  pour  le  cas  où  les  exposons  sont  comraeusu-  • 
rallies,  sembleraient  devoir  être  aussi  démontrées  dans  le  cas 
’ d’exposans  incommensurables;  mais, observons  qu’un  nombre 

3 

incommensurable , tel  que  V/3 , v/i  i , est,  par  sa  nature , com- 
posé d’une  partie  entière  et  d’une  fraction  qui  ne  peut  être 
exprimée  exactement,  mais  dont  U est  possible  cPapprocher 
autant  que  l'on  veut;  en  sorte  que  l’on  peut  toujours  concevoir 
le  nombre  incommensurable  remplacé  par  un  nombre  frac- 
tionnaire exact,  qui  n’en  diffère  que  d’une  quantité  moindre 
qu’aucune  grandeur  donnée;  et,  en  appliquant  les  règles  au 
symbole  qui  désigne  le  nombre  inconimonsurable , il  faut  sous» 
entendre  qu’on  les  applique  au  nombre  fractionnaire  exact  qui 
le  représente  approximativement.  En  définitive,  dans  les  appli- 
cations numériques,  on  ne  peut  se  former  d’idée  d’un' nombre 
incommensurable,  que  lorsqu’il  est  remplacé  par*un  nombre 
fractionnaire  exact,  qui  en  exprime  une: 
approchée. 

Ainsi,  nous  pouvons  conclure  que  les  règles  précédents  sont 

applicables,  même  au  cas  où  les  exposons  sont  incomme/isu^ 

râbles.  . . . * 

*.*•  7 • 

Dèmonstratkm  du  binôme  de  Newton  ^ dans  le  cas  d'un 
> .V-t  exposant  quelconque.  - 't.- 

^ ré 

l8«.  Puisque  l’on  doit  éféèdre  au  calcul  dé^xposans  quel- 
conques les  règles  du  calcul  des  exposai^,|^Mars  et  positifs,  il 
est  asses  naturel  de  penser  que  la  for«mé^‘'du  binôme,  qui  sert 
à développer  la  n"''"'  puissance  d’un  binôme,  m (^ant  un  expo- 
sant entier  et  positif,  peut  également  servir  lorsque  m est  un 


valeur  plus  ou  moins 
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exposant  quelconque.  C’est , en  effet , ce  que  les  analystes  ont 
reconnu, et  ils  ont  déduit  de  là  des.  conséquences  importantes, 
tant  pour  l’extraction  des  racines  par  approximation ^ que  pour 
le  dtvelopprment  des  expressions  algébriques  en  séries. 

Kous  donnerons  la  démonstration  d’Euler  (un  peu  modifiée), 
qui  est,  sans  contredit,  la  plus  remarquable  par  son  éléf;ancc  et 
par  la  simplicité  des  calculs  qu’elle  exige. 

' Avant  tout , remarquons  que  le  binôme  x ° p^ut  être  mis 


. /«  • ‘ 
■ 


• .1  . 


sous 


la  forme. . . . x + rcsulle 

(a\”  . - a 

I + -1  =x"(i  + i)'",  en  faisant  , ^ = Z. 

• r ■ ^ ^ - 

Si  donc  l’exactitude  de  la  formule  ''  ^ 

1 I m-i—i  m — I m — a , 

(i+t)"=i-f-/iiz •+•/?»  -7-;; — z*+m  — - — . — tr  -f-  etc. , 


t 


2 2 

peut  être  constatée,  quel  que  soit  m,  comme  en  y rcmpl.vçant 
Z par  - , et  multipliant  par  x”,  on  obtient 

(x  + a)*"  = x"*^!  + m I -f-  ^ + ctc.^, 

ou  bien,  effectuant  les  calculs , 

(x-1- a)"'=  x"  + mox""' 4- w»  — '* 

A 

on  pourra  regarder  cette  dernière  formule  comme  déraontrcc 
généralement.  ■ , , , 

Cela  posé , lorsque  m est  entier,  il  est  reconnu  que  l’on  a 

/■  1 1 I ’ a I ^ V ^ . 

(1 4- *)"=«  + ''•s  4- ni  — - — z*4- w»— ^ ^ * ; 

mais , ih  étant  un  nombre  fractionnaire  positif  on  ignore  de 
quelle  expression  algébrique  provient  le  développement 


; 

J. 


N 


/»• 

>> 


■ 
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, tn- — I . , m — I m — a , , • 

**+n» . — ; — a’+..;. 

a a 3 


Désignons  cette  expression  inconnue  ]»r  y;  on  a l’équation 

m — I . . m — I m — a . , , 

v = i+ms  + a*+m i — a’+  etc. . . . (i). 

2 2*0 


V Soit  m un  autre  exposant  fractionnaire  positif;  on  aura  de 
; même  t.  • 

' ' L ' ^ , ,m — I m'— a , 

^ J-  = I 4-  n*  j6  + m ——  a*  4-  m — — . — = — a»  4- (a) . 

3 3 0 

» 

Multiplions  maintenant  les  égalités  (i)  et  (a)  membre  à 
membre;  on  aura  d’abord  pour  le  premier  membre.  Quaut 
au  second,  il  serait  trcsdilbcile  d’en  obtenir  la  véritable  forme, 
d’après  la  règle  ordinaire  de  la  multiplication  des  pol  jnomes,  si 
l’on  n’observait  que  la  forme  d‘un  produit  (a®  ao)  ne  dépend  au- 
cunement des  valeurs  particulières  des  lettres  qui  entrent  dans 
les  deux  facteurs  de  la  multiplication.  Par  conséquent,  le  pro- 
duit ci-<lrssus  doit  avoir  la  meme  forme  que  dans  le  cas  où  m et 
m'sont  des  nombres  entiers  et  positifs.  Or,  on  sait  que,  dans  ce 
^ cas , on  a ^ 

■ * i-|-7wa4~”*~ — -f-. . . .=  (i4“  i)™» 


f J 


d’où 


^ . TO— I . , \ / . , . ,m' — I . . \ 

I I -f- ms 4- ira . — - — s 4— •••  ) 1 — ~ — s* 1 

s=  ( 1 4-  s)"'*'"'  = i4-(ra»4-»r»')s4-(m4-  s* 

donc,  cette  forme  que  l’on  vient  d’obtenir  convient  également 
au  cas  où  m et  tu  sont'ijuelconques,  et  l’on  a alors 

yy  =i  \ 4-  ("*  + '”0  * + ("*  4*  ^^*4-.  • • (3) ; 


*.  % 


..  -3* 

♦ 


- ' V.-  ■ 


Oig)rt«*d 


as  LA  FOHMVUS  DU  ^ 389 

Soitm^n  troisième  exposant,  fractionnaire  positif,  et  posons 

» * * 

' ' r's=  I ? s*+....  • ■*  . 

. ♦ ® • • * 

IVlultipüant  cette  équation  par  la  précédente,,  on  troure  de 
même , , 


>yy- 


=H-(/i»+m  +m  )8+(m+m  's*+... . 


En  général,  soit  m *= - , et  qonsidérons  un  nombrl  q d’expo- 

sans  m , m',  m“,  m",  de  ndbne  espèce',  on  a , en  faisant , pour  plus 
de  simplicité,  r—  m *1-  m',  + m’  + m*.. . , on  a , dis-je, 


r — I 


r^i  r — a 


♦ ^ * 

Supposons  actuellement  7n=ns's  ; d’o&  r=mjr; 

réquation  (4)  devient 

^ , , mq  — I ma — i ma — a , , 

y^=:i  + mq  .s+mq  a’  +mq,  — . — a’4-*--» 

■ V 3 • ■ 3 , «5 

' t‘  „ i 

Or,  par  hypothèse,  m=^,  d’où  mq=p’,  donc 

^==1 +ps+p2J^  ... 

mais  P est  un  nombre  entier;  ainsi  le  second  membre  de  cette 
équation  est  le  développement  de(i  +a)^,  ce  qui  donne  la  re- 


lation j'V=s(i  d’où  y={i  -f-a)v=(i  +a)"; 

doncenfin\  .*  ‘ 

(i-f-z)"=i4.ma-l-m — - — .z’-fm . — 3 — a*-}-'  > 

, n ' a 

N ‘ ' a * 

m étant  un  nombre  fractionnaire  positif  quelconque. 

’ I ' • 

.'  !>  • >9 


f 
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Pour.iléinontrer  cette  forixtulc,  dans  le  cas  nii  m est^&gatif, 
entier  ou  fractionnaire,  il  suHlt  de  poser  dans  l’wj nation. (3), 
obtcnac  au  moyen  des  équations  (i)  et  (a),  de  poser,  dii-je, 
m — — te  qui  ,*à  cause  <le  I»  relation  m + m'=  0>  réduit 

' V * "•  ^ * . 1 * 

l’équation  (3)  à yy=zï\  d’où  l’on  tire 

■ ' - . * ■ C ^ ■ 


Mais  puisque,  par  hyjKitlicse,  m est  négatif,  m'  ou  — m est 
nécessairement  positif,  et  l’ou  a 


.« 


y=(r4-s)"'  ; d’où  y = . / 0 4-  «JT.,  * 

et  par  conséquent , ; 


9 

^ % 


(i  4- 1)"  — I +mt^+  m — V i’  4- . . . 


i83.  Application  de  la  formoie  du  binSî^  »Hexlraction£fit 
racines  par  approximation. 

1 


Dans  la  formule 


x"  -|- m . ^ 4" 


m— I a*  r: 

a ^ y ^ ^ 

• |F»»  ^ * 

♦ , m dt  " 


posons  m=-;  il  vient  (x4"*)"  •’ où'  \/  x -4  0^==  ■ 


JJ-  * - 

I ^ , 2 


-/  I a I » “ I * « ” O®-*,  N 

r"(  I 4~ - • “H — • • ~r4 — • • — 5 — •*^+  • • • ) > 

\ »*»a  x\  n 3 3 x‘  / 


OH  réduisant  * . * ,l/*4*o  = 

' ■ . ■»  '*  ■' 

. 1 O . « n — 1 O*  , I n — 1 .2n~i  a’  . \- 

\ , n X-  - n ait  x*  n 21»  3«  jr’  / 

l.-'  '■»’  ' ■ ■*  " ' ' 

( Si  l’on  voulait  former  un  noufban. 49^rrae , il  suffirait  évi- 


1'  > 
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4 


» 


■'*>, 


^ HB  LA  ruiiM,vLB  oa  WNOiir.  - ; ayi 

Jem46cii^î«iulttplicr  le  ijiiBtrilnne  — -'♦'t  pau-  - , puis 

<le  changer  le  signe  > cl  ainfi,tle  suite.) 

Ceb  posé,  soit  à extrairt  b racine  cubiqne  dé  3i.  Le  plus 
grand  ci^  contenu  dans  3r  étant  07,  faisons,  dans  la  foi  mule 
ci-dessus,  n =r  3,  x=a 27,  et*a  4 1 ^ donne 

V/3l  ='V/274-4=27'‘^lrf-^^^  : 


*• 


U vient 


*0  •>/  >*4  I 1 iG  1 i S G;î  . \ 


ou  Jiihn , efiectuant  les  calculs., 


, ■* 


ï £ 

V3i  — 3-f.± 


16 


32.0) 


27  2187  ' 53i44« 


Le  Urme  suivant  s’obtiendrait , d’après  ce  qui  a été  dit  ci-* 

, ^ , 320  3;i  — la  24 

dessus, en  multipirant  y; -, , - par  — ; . -,ou  y . —,  et-.  . 

031441  4"  .*  3 27 

cl(^an|^ant  le'signc,  ce  qui  donnerait — "' 

On  trouverait,  de  meme, pour  le  t'  Tinn  qui. suit  ce  dernier,  ‘ 

aSGo ^^4” — * ^ 256o  ^ 11  4.^..  » » 2640 

43046721  5n'  X 43.04^721^15^27  17433922005  ’ 

et  ainsi  de  suite.  , 

^ais  ne  considérons  que  les  cinq  premiers  tenues  de  la  séné,  ^ 
cl  réduisons  en  décimtles;  ou  ohlieul  d’abord,  pour  les  ternies  * 


“i  • 


^ t; 


'4\ 


-2‘  ■ '-J  3 ==:  3,00000 


< . 


ailditifs. 


) 


; « 27  ^ t =:  ,8, 14875,  Cr 


S. 


, 320 

53 144*., 


o,otto6o  V 


cl  pour  b somme  des  fermes  soustractifs', 

rt  . ^ - 


'«• 


, ■ -"  i' 


.Dtqi;'  jV  Gbogif 


Ari'UCATlUNS 


‘ V 


i ti  ''  9 ^ s \*' 

X-— J,-  = — 0,00731  f •/'  • % . 

• ,T  0,00737 

_rr.^  * I , 

= — 0,00006^  I , — i ^ — 


aSfio 


4304972 


f\/3i  — 3,i4i3Ô; 


Donc 

nous  prouTcrons  loot  ii  J’heurc  que  ce  résultat  est  exact 
0,00001  prés.  _ . . ’ 

* 184.  Remarque.  Lorsque  l’expression  d’un  nombre  est  dé- 
veloppée en  une  suite  de  termes  dont  les  valeurs  numériques 
vont  en  décroissant  cüiitinu'ellement,  on  conçoit  qu’en  gé- 
néral, plus  on  prend  de  teïmics  dans  la  série,  plus  on  ap- 
proche de  la  vraie  valeur  du  nombre  proposé.  Si,  en  outre,' 
on  suppose  que  les  termes  soient  a/ter/jalit<rm«rt<posi<ÿs  cl  Wÿ^a- 
tifsj  où  peut, en  s'arrêtant  à un  terme' de  rang  quelconque, 

déterminer  d’une  manière  préersë  Le  degré  ,<f* approximation 

» .■  » 

^btenu. 

Ên  cIliet,soit  unesnile  indéCnie  de  lermes,a— é+c — d+e—f+..., 
dans  laquelle  on  suppose  que  a , ù ,c,  d., . sont  des  quantités 
absolues  de  plus  eu  plus  petites;  et  désignons  par  ^ le  nombre 
représenté  par  cette  série. 

Je  dis  d’alxjrd  que  la  valeur  numérique  de  xest  comprisee^tre 
deux  sommes  consécutives  quelconques  de  termes  de  la  série. 
Car  prenons  au  hasard  les  deu»  sommes  consécutives 

a — b-^c — d-^e — /)  et  a— + / +gi 

— 1 • • 

«considérons  la  première,  «t  observons  que  les  termes  qui  suivent 
— /,  sont  -f-  g — A -4-  À — / -h*  • • t «'«i*  puisque  la  série  pst 
décroissante,  les  différences  partielles  g-^'b , k — L.  • - sont  des 
nombres  positifs;  d’où  il  suit  que,  pour  obtemr  la  valeur  com- 
plète dex , il  faut  ajouter  à la  içmineo — i-|-c  — d-f-e — ^>00 
'certain  nombre  abapln.  On  a donc  déjà  * > 

* ' ‘ * a — è-f-c— d+c— /<* 

Quant  à la  seconrfe,  les  termes  qui  suivent -f-p,  sont, 

— h + k — i,-htn. . .j  qr,  les  différences  partielles  — h -\-k, 

f " . 
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— sont  ncgatiTe.s;  d’oîi  l’on  voit  que,  pour  avoir  la  vraie 
Traleur  de  x,  il  faut  ajouter  à la  somme  a-à-f-c — 
une  quantité  négative,  c’est-à-dire  diminuer  cette  somme.  Ou  a 
donc 

• a — 6-f-c  — d + e— /4-g>J- 

Donc  X est  compris  entre  ces  deux  sommes. 

Çoruiquence.  Comme  la  valeur  numérique  de  la  difiërence 
entre  ces  deux  sommes  est  évidemment  g,  il  s’ensuit  que 
V erreur  commise j lorsqu’on  prend  un  certain  nombre  de  termes 
a — b-f-c  — d -4-e — f,  pour  la  valeur  de  x,  est  NUSiéRiquEMENT 
moindre  que  le  terme  qui  suit  immédiatement  celui  auquel  on 
s’est  arrêté. 

9 Ainsi,  dans  l’application  du  numéro  précédent,  tous  les  termes 
étant, alternativement  positifs  et  négatifs,  à partir  du  secoud, 
on  peut  conclure  que  la  valeur  nnmérique  de  la  somme  des  cinq 
premiers  termes, 

* a 4 256o 

"^27  2187  53i44«  4304^72*’ 

* 3 

diiüère  de  y/3i  d’une  quantité  moindre  que  la  valeur  du 
GVlerme,  que  l’on  a trouvé  (n“  i83)  égal  a _^^^°_;or, 

. cette  fractioa. est , d’après  sa  seule  inspection,  au-dessous  de 
donc  ^3i=3,i4*38  à o,ooooi  près,  ce  que  l’on 


100000 

pourrait,  vérifier  par  le  procédé  (n®  162)  , mais  par  des  calculs 
plus  laborieux  que  les  prccédcns. 

i85.  Voici  en  quoi  consiste  le  procédé  pour  extraire  approxi- 
mativemeut  la  racine  n'^*'  d’un  nombre  N,  par  le  niojicn  des 
séries.  Décomposés  N en  deux  parties  p*  -f-  q , p étant  /a' 
racine  de  N obtenue  à une  uiùli  près  (n*  i6o) , et  faîtes  dans  le 


développement  de  V^x  + a (n®  i83),  x = p®,  a — q.  EJ/êctuez 
les  calculs t en  voue  arréUint  ait  terme  dont  le  àuivant  svitj  d’a- 
Plfs  son  inspection^  au-dessous  de  V unité  de  î ordre  décimal qni 


. APPI.ICATIÜ.NS 


(UUvinlne  t'iippi  oxiiiialiou  j convertissez  en  décimales  tous  Us 
termes  dont  vous  àvei  tenu  compte,  et  opérez  la  rédaction  def 
. ternies  additifs  et  soustractifs. 

CeOa  méthode  n’est  bien  avantageuse  qu’autant  que  ^ est 

,uoé  fraction  assez  petite;  car  autrement,  les  termes  delà  série 
ne  ^iniinneraient  pas  très  rapidement,  et  il  faudrait  un  grand 
nombre  de  termes  pour  donner  le  degré  d’approximation  dé- 
tiré, ce  qui  entraînerait  dans  des  calculs  extrèiucmeut  labo- 
rieux. *' 

r* 

I)  V u même  un  cas  o&  l’on  est  obligé  de  modifier  la  marche 
p’récédente,  c’est  celui  ou  l’on  a car  alors  £ ou  ^ 

‘plus  grand  que  l’unité,  ainsi  que  toutes  les  puissances  de  - qui 

aiigmctflcnt  de  plus  en  plus,  numériquement,  à mesure  qiu:  le 
degré  de  la  puissance  augmenté.  « 

Soit ,,  par  exemple,  56  le  nOiÿtrc  dont  on  demande.la  racine 
5'"';  37  étant  le  plus  grand  cube  contenu  dans  56,  on  aurait 


0 = 29; 


V . « 

d ou  - 

X 


2':  ’ 


•Ito 


56  en  64 


et  les  termes  de  ia  série  augmenteraient  au  lieu  de.d  iiuiniicr  (npuJ  ‘ 
no  parlerons  pas  des  coelBciens,  qui  sont  des  fractions  peu  didS- 
rcnles  de  l’unité).  Mais  observons  qncTon  ncutanssi  décomposer 

54 — 8,  on  4^~’8>  or»  ^ <W  3»  ost  ^uv?Vi^ï^it^raetîerK 

D’un  autre  ciUi-,  si  dans,  l’expfessio#de  K.ir-l^_p^“-.i8ÎJv  on 

met  — a à la  place  de  a;  il  vient  .4  ' V.  4^ 

■ T . ' • i’  qV  “ ^ 

'/  I rt  I n — I <i‘  I ii  — f 7.n — I n’  \ 

y X — a=3a;'‘(  1 . . . .,—5 — .-s — ...  J 

^ \ n X n 2A  x’  n 2/t  in  J 

* * ' 

Posant  dune  X— 64»  n=8,  011  obtiendra  une, série  de  terqKs 
qui  décroîtront  très  rapidement.  " ' . 


. f 
.>  ' 
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A la  vérité,  toiie  les  termes,  à l’exccptibn  du  premier,  août 
Dégatifs,et  l’on  ne  peut  appliquer  à la  série  ce  qui  a été  dit 
(n“  i84)  »ur  la  manière  de  fixer  le  degré  d’approximatloQ  que 
donne  la  somme  d’un  certain  nombre  de  termes.  Mais  alors,  on 
tient  compte  d’un  nombre  de  termes  tel , c^e  le  stiivant  soit, 
^r  exem'ple,  au-dessous  du  dixième  de  l’unité  décimale  à la- 
quelle on  veut  arrêter  l’approximation. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suîvans  : 


-J  = a’,o8o'j  à o,oooi  près; 

»L*  3 - 'fi"-  3 ^ 

‘■^V'65  = vH  + I = * 0,00001  près; 

■'  ' . s 

' v^aGo  = V^aéG  -4-  4 = 4»“*^^  ^ o,ooooi  près)^ 

J 7 ~ - ' 

^/io8  = V^ia8  -7-ao  = i ,95ao4  à o,ooooi  près.- 

i86.  La  formule  du  binôme  sert  aussi  à développer  les  ex- 
pressions algébriques  en  séries^ 

Soit,  pour  premier  exemple,  l'expression  — ^ — v<°“  * 

$ 1 S • 

l'osons  dans  la  formule  (i  -f-  a)"  = i ■{-  mz  -f-  etc. , 
/»=— -I,  et  changeons  s’en — s;  il  vient  . 


(i  — s)~‘  = I — i.(  — s)  — I. 


..(-*)• 


— I — 1 — I — a 

— I. . 5 .(  — s)’..., 


ou  effectuant  les  calculs  et  observant  que  chaque  terme  se  com- 
pose d’un  nombre  pair  de  facteurs  affectés  du  signe  — ' , . 


(I- 


I -f- + + • ■ 


parviendrait  au  métne  résultat,  en  appliquant  le  procédé, 
de^a  djvUioii  algébrique  (n*  a6).  /A'  -'•A-  ' 


. ••  • 

t 

% * * • 

2}j6  MiTUOOE.  , 

Voici  le  tableau  des  calcul*  : ' 

. ix-.;  • ■ 

' «-reste...  |« +*  + *•  + *’  + *4+^»  + . . 

3-::;:::;:îs»  ; - * ^ 

. V +‘t*  • , ' * 

+*••  ^ T;  : 

Soit  encore  Impression  — jj  ou  2(1—*)-*. 

On  a ■.  , , 

. ''J  ■ .,  a(i —»)-»= 

•2[i-3.(-a)-3.=^.(_»5«_3.r:^^=^^ 

ou  effectuant  les  calculs  et  réduisant,  . 

a(i  — *)-»=a(i-H3a+6a«+  toi»+i5z*+. 

Prenons  pour  dernier  exemple,  la  quantité  |/aa  — s*,  qui 
revient  à V^as  y . ‘ , 

On  a d’abord  _ 



ë*“36*-6p  * •.  •• 

■‘r- 

§ V.  Méthode  des  co^ciens  indéterminés.  Notions  ■ 
sur  les  séf^  récurrentes.  ^ 

187.  Les  algébristes  ont  inventé  une  autre  méthode  pour  <1^  > 
velopper  les  expressions  algébriques  en  séries,'  qui  est  en  générai  •- 

• t . 
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plus  simple  que  celles  dont  nous  venons  de  parler,  et  qui  d’ail- 
leurs est  beaucoup  plus  féconde,  en  ce  qu’elle  s’applique  à des 
expressions  algébriques  d’une  nature  quelconque. 

Pour  donner  une  première  idée  de  cette  méthode , noos  nous 


- \ 


proposerons  de  développer  l’expression 


-,  en  une  série 


a'  + b'x’ 

qui  procède  suivant  les  puissances  a.scendantcs  de  x.  Il  est  vi- 

silde  que  ce  développement  est  possible;  car  ' > rqjrient  à 

a (a'-4- A'j)""*  ; et,  en  appliquant  la  formule  du  binôme,  on  ob- 
tiendrait évidemment  une  suite  de  termes  procédant  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  x.  Posons  donc 


a'  -f  b'x. 


iBA-f-Bx-H  Cr*-f-  Dx^-»-Ex<-|-  Fx® 


(«), 


A,  B,  C,  D...  étant  des  coefTiciens,  fonctions  de  a,  a',  b', 
mais  indépendans  de  x^  coellicient  qu’il  s’agit  d’ailleurs  de  dé- 
terminer, et  que,  par  cette  raison,  l’on  appelle  coefficient  in- 
déterminés, (Cette  dénom înaition  est  impropre,  d’après  le  sens 
attribué  jusqu’ici  an  mot  indéterminé  ; il  vaudrait  mieux 
dire  coeffeiens  à déterminer  ; mais  nous  nous  conformerons 
à l’usage.  ) 

Pour  parvenir  à la  détermination  de  ces  cocfficicns,  multi; 
plions  les  deux  membres  de  l’équation  (1)  par  c'-f-i'x;  on  trouve,’ 
en  ordonnant  par  rapport  à x , et  transposant  le  terme  a , 


f Aû'-I-Ba' 
—a+Ab' 


x-j-Ca' 


x*-f-Da' 

+Cb' 


x^-f 

-+-Dé' 


oH+...(a). 


Remarquons  maintenant  que,  si  l’on  suppose  les  valeitrs  de 
A,  B,  C,  D...  coni^enablement  déterminées,  l’équation '( O, 
doit  se  vérifier,  quelque  valeur  que  l’on  donne  à x;  ainsi  il  en 
est  de  même  de  l’équation  (2).  / *1 


^ \ 


Or,  lorsqu’on  suppose  x = o,  oelle-ôi  devient  o = Aa'  — a , 


«oii  l’on^djduit  là  valeur  de  A ) 


A=^. 

a 
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A élaut  é^al  à qiiaiwl  où  a^x==o,  doit  coi^iTci^  uièiue 

valeur  lorsque  x est  quelconque,  iniisquc,  |)ai  livputliisc,  A est 
inilô|ieèdant  do  x ; ainsi  „(fuel  que  soit  j%  l’équati<;^(a)  se  rê- 
dniti  ^ 


3()()  • ^ 

1 > « 


O f Bfl  I I 4-’+- •••,•>«  dl'isant  par  X, 

““i+Ai'l  +«6' 1 +c/>'l^ 

Ote  +c«'  I * w I 

1+A6'  4-Bi'  +0^”  I / 

• , ■’V  ■' 

Cette  équation  devant  oneore  se  vérilieé  |K>nr  toiilte  valeur'^  .v, 

• faisons  x=üo-,  ilenrésurtil  Ua'+AA'aso, 

d’où  l’on  lii-e  , i-  # _ 


B = — 


Ai'  • = „ a '^b'  %h’  ' ■ 

“ .4»  « a)^ 

Ceuinie  li  doit  conserver  ceffe  même  valcsju'i  quel  qrie  Soit  x, 
-)  aup(>rimons  «Inns  (3)  le  premier  îemio  quis’anéantit 

» par'ïette  valeiir  dé  B,  ét  divisoiis  ''Sar^it  tt  vié'nt' 

- 'o— i C^ï'^  lîa’  I X + En'  I x’ -J* 

7 ~\^Bb'+a>',j.\  +Di'  I 

,•  gisons  de  nouveau  x = o;  il  citJ^u^e  C^+  Di'=o , 
d’ofiVondéduitC'=  — îï.  ou  I,ie^L-^:arL*^'=îî^‘'. 
On  trouseraU  de  mdme, . . ....  ^ o , 

n — TV  ab'*  b'  ab'^ 
D = -^..  ta 

Il  • , I X.  . ’'iU'  ^ 

• 11  est  a:sé  de^  reconnaître co^nTicienl  au<'Icon(|UC  4çe 

forme  au  itiovcn  de  celui  cjui  Je  prcccdc  , ^ le  nitullîpii^ut  [>«*u* 

ainsi 

, g.  fli'  >rfy*  û4'3  ^ 

«'  + A'x-  ^ ? T T7-  - -T  •*"  ••••■• 


d'où  ' 


el  ainsi  de  suite. 
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DES  cpEmri*s  iMnÉTsaMiN^s.  •* 

V88.  i^n  rcfterliissant  sur  les  raisonncgiens  qui  précinletit,  oh 
voit  que  le  priDcipC*fonclamental  de  fe  tncthode  des  coeDlcieim  ' . 
aidétermlncs  cojislsle  en  ce  qné , si  une  équation  de  la  forme  ^ , • 

. O = M + Nx  + P-T*^  Qx’  -f-,..;  M , N , P....  étant  des  coeWi- 
ciens  indépciidans  ^ x^^doit  se  virifie'r  quelque  videur  que  fon  i . 
donne  à x,il  est  nécessaire  que ehuoun des  coeficiens  soit  sépa-  < 
rément  égal  à o.  .ï»;  » 

£n  clTet,  puisque  c^s  coefiiciens  sont  indépendans  de  x,  si 
l'on  parvient  à les  déterminer  d’après  des  ii_vpothè.scs  particu- 
U^es  faites  sur  x,  ces  valeurs  seront  celles  qui  leur  cuuvicnneut,  ^ 

lonqu’on  suppose  X quelconque.  Or,  en  faisant  x=  o,  on  tronvaè.  », 
M==o,  cl  l’équation  se  réduit,  après  la  division  par  X,  à . 

o = N + Px  -J|Q.c*  +.  . . . J 

faisant , dans  celte  nouvelle  équation  ,'Sr  = o,  on  trouve  N =o» 
et  l’équation  se  réduit;lorsqu’on  a divisé  par  x,  à o=P+Qx+—v  ' 
et  ainsi  de  suite.  On  a donc  séparément  i 

M— o,  N = o,  P = o,  Q = o.  . . *■ 

' r*  . ' ■ * * • 

on  obtient  par  ce  moyen  autant  d’équations  qu*il  y a de  coefiB- 
ciens  A,  B,  C,  D. . . . è défecmincr.  ' , * 

Cc  principe  s’énonce  encore  d’une  autre  manière  : *• 

Si  une  équation  de  la  forme  ■ ’ ' * 

.a  -f-  èx -}-  ex'  -4-  dr  ‘ = a'+  b' x +x'x'  + rfx^ . . . . 

« ; • c V . 

doit  se  vérifier,,  quelque  valeur  que  Von  donne  à x,  les  Aermen  . . 
affectés  d’une  même  puissance , dans  Us  deux  membres,  sont 
respectinement  égaux  ; car,  après  la  transposition  de  tous  les  i 
termes  dnns'le  second  membre,  l’équation  est  de  même  formq*. 
que  ci-dessus,  d’où  l’on  peut  conclure  ensuite  -•  */■  • ^ 

. * ! 

a' — n = o,  b' — ’b  = o,  c'— c = o.-. 
et .|iar  conséquent , - • . 

«'=0.-^  b'=b,  ç'pc,  d = d.-.. 

’ ' On  donne  (n®  le  nom  à' équation  identique  à Joule  équa—  ^ ' »■ 


» 

«• 


\ 
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tioii  dfhst  les  (termes  sont  ordonnes  par  rapport  4 uil*  oertanie 


Wtre,  et  qui  doit  $e  rérifier  pour  toutes  les  valeurs  attribuées 
à cette  lettre,  afin  de  la  distinguer  d’une  équation  ordinaire 
c’est-à-dire  .d’une  équation  qui  ne  peut  être  satisfaite  que  par 
certaines  valeurs  attribuées  n cette  lettre.* 


189.  La  méthode  des  corjjîcient  indéterminé»  exige  encore 
que  l’on  connaisse  à priori  la  forme  du  développpmcilt  par 
rapport  aux  exposans  de  -x.  Ordinairement,  on  suppose  que  le 
développement  procède  suivant  lA  diverses  puissances  ascen- 
dantes de  07,  à partir  de  la  puissance  a:*;  mais  quelquefois  cette 
^rme  n’est  pas  convenable,  et  la  suite  des  calculs  le  fait  re- 
connaître. . 


J ♦ 

Soit,  par  exemple,  à dévelq|^>er  l’expression  ^ • 
Posons 


3j:  — X' 

5 ; = A 4"  Bj?  + Cx*  + Dx’  -t-.'»  . , 

iJB—  X 

d’où,  chassant  les  dénominateurs  et  ordonnant, 


—'A 


1 x»+3C  1 

1 jJ+SD  1 

1 -*,,5  1 

1 . — C 1 

^ * V «il 

d où  l’on  devrait  conclure  (n*  t88)  O' 
— 1 = 0,  3A  = o,  3B— 


Or  la  première  équation  i =:  o est  absurde,  et  indique  qno 

la  ct-dèssus  ne  convient  Fççpression  r ^ 

^ ij-'  3x  — X 


mais>si  l’on 


T 

^ ira  ' y 


cette  expression  sous'lalToifme  - X :r— — 
- . , 3 — X 


, cl 


.V 


I 

X ' 


\ 


U viendra,  toute  réduction  faite,  , **  - , 


I 3A+3B  I x + 


3C 

B 


x*+3D 
— C 
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T)%  lA  FORMITU  Dl>  BINOME. 


ce-fjui  donne  le®  équations  ' ' . - ' * 

■ ’ 3A— 1 = 0,  3B— A = o,  3C— B = o,„._ 

..A  , • k*  « 

d’où  l’on  tire  saccessWenient  « ' 

■*  !.  ’ . • • ■ k.' 

;a=>.  b=1,  C=i  D=±-..,. 

=5  »■'+]*•+ îj  gr  ' 

c’est-à-dire  que  le  développement  renferme  dans  son  expression  ‘ 
un  terme  afiPeclé  d’an  expo^nt  négatif.  ^ .. 1 

^ ' 190.  DèmotKiraüon  de  la  formule  du  binôme  par  la  méthodet 

• • des  coejjïciens  indéterminés.  - 

• ’ Pour  faire  jugçr  de  la  fccolidité  de  la  méthode  des  coefHciena  . . 

indéterminés,  nous  allons  donner  une  démonstration  complète  ^ • 

de  la  formule  du  binôme,  fondée  sur  cette  méthode. 

V ' .Commençons  par  observer  que  (x -l-  0)"  peut  se  mettre  sous 
*%  ^ ' 

^a  forme  x-  («  + ^)  » ou  x"(i  + , en  faisant  j'  î=^  - ; 

^ainsf,  il  suffît  de  développer  (1  -f- j')",  quel  que' soit  m.  ' • 

**  * f ^ *•  s 

Ceci  admis,  soit  d’abord  m ^al  à un  nombre  positif  - (7 pou-  • 

vant  être  égal  à 1 , auquel  ca^  l’exposant  serait  entier).  * . 

' ^ ‘ ’ * 

‘Posons,  (i+»’  = i +Ay-f.Bj^»,4-Cy-f-Dy4-f-....  (,).  ,* 

[On  est  TOuduit  à donner  cette  forme  an  développement  par 
la  formation  des  premières  puissances  entières,  et  en  observant 
^ que  pour  ^ = O , le  premier  membre  se  réduit  à i , d’où  il  suit  • 
que  la  partie  indépendante  de  , dans  le^sccond  membre,  doit 
être  égale  à i.]. 

Pour  déterminer  les  coefficieus  A , B , C J D ... . , remplaçons , 
dans  l’équation  (1),  ^ par  £,  il  vient  ‘ ‘ . 

* . * , • 
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(i  + I + Ai  + Bi‘4-Cs»  + Dai +... . (2). 

\\  B,  C...  ont  Ici  évidouinicnt  les  mêmes  valeurs,  puis^u'iê 

soiil  indépemlaiis de  loulo  valeur  attribuée  à y.  ^ 

Retrnncliaiif^ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  qn  obtient 

\ 

C E - 

H-  (•  + (y-*)  + 

4-D(^'— a0-^v(3). 
i 

Faisons  pour  le  moment  (i  + ^)^'=  »t,  (i  + s)  ^ ; il'  en 

résiillc  i-{-y  = u^,  d’où  y — i.=  ,uf — ■ 1'^,  et 

l’équation  (3)  dcvîeiil' 

ou divisant  le  premier  membre  par  ui  — et  le  second  par ^ 
y — a , qui  est  égal  à U* — 

liP,—  A (y— 2)  + B( 4- C (y^— a‘) 4-D(y *— 

, V — a Si 

' ■ '-n  CÜ*  î ^ 

Or,  d’après  le  théorème  (n®  3i),  u<’  — s'^est  divisible  par/s^rT' 
et  donne  pour  quotient,  __ 

-t-  4'  »'*«’’■*'*  + • . • + 

> ' . ^ ■ 

De  mémo,  M* — i^donne 

^ ’A  - 

' H-  vui~*  +■  t-vr^î  -4i:  , . ' r<.'  ‘ 

-/r'D’un  autre  côté — t>,y*  — 2*, y — **»  y — V.vîHK»is('% 
par^  — s,  donnent  pour  quotiens,  ' i'- 


c.  y + =,  y +y%  + *’,y  +^ïV^j’?-fcri‘- 
ainsi,  l’équation  (4)  revient  à . 


#- 

« 


>■  ■ -j-D<y'4-y3d^v*î'+sV.. 


# 
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-A 


n'*- 

i • : ' 

: . ’ ■*‘‘ . ' ‘V^  ’■'  ' 

? '■*  '"^=^r 

n«  i.A'FChMüL»  jT!)*n«hoMp.  , 3oî  ' 

1‘aisonf  maintenant , datiü  cette '^ernii*rc  équation,  ^=s^, 

••r  ■ , 


■n- 

\ * \ 


d’ou  l’ai^ilé^uit,  ii=zy,  ({’aprra  les  équations  (i  -h = u, 
(«4a)f  = s‘;  le  prcniler  inenlltrc  Uevient  pg  f . — . 

o.«*  ‘ 7 ' 


q,W~'  <j 

Si  l’on  Teniet  à !a<  place  t!e  li^  sa  Talcur  (i -f-  , ou.... 

' +^.>'+%’+C^’+ . . , elà  In  placuJe  «*  sa  valeur 'i  +j-,  ce 


premier  mcnil>rc^cvlenl  encore,  ? . • * 

• + J' 


«I 

I 


D’ailleurs,  le  second  memhre  se  réduit  à 

•* 

A + ?.  Itj>- + 3C^  + 4Dy-h . . . . ; 
un  a donc  la  nouvelle  équatiuis  ^ 

J 


-jr'. . 


7/--  ‘ ->^-=A.f^aB^+3Cr*+4ni^+-  A ^ .•  : 

Chassant  le  dénominateur  I et  eDcctuant  les  calculs,  ^ 


^ Ay  + ^.By*  4-^.  Cy  +^. D^+. . , = 

A -f.  2B 


+ . A 


■ •.»:  * 

^+--- 


J'  + 3C|,-  + 4D|y+6E 
4-aBl  4-3,cj^  +4D 

Comparant  (n®  i88)  les  deux  membres  de  celle  équation  iJtn- 
tique,  terme  à terme,  on  obtient  les  équations  suivantes 


jj 


P_ 

q 


^ B=; 

q 


et  ainsi  de  suite. 


■ = A-,  d’où  k.—^. 

- 4 ■ 

■ - , ’ 

- 

Ê— ) 

= A ( I y,  donc  B = -ï- 

\5  / 

V / 

« 

2 ' 

' /n  \ ® ‘ 

(--0 

w / 

\7  / 

3 

/n  V - 

4 ' 

' îi 


V > 

f 


. V 

. »• 


<1  .■ 


î . 


; • 


/ 


.K. 

3o4 


^ ^ NOTIOIU  - jff- 

.y  La  loi  (le  formation  des  (Uefliciens,  les  uns  au  mojen  des 

* antres,  e»l  manifeste.  Soit  N le  coefiieient  qui  en  a n avant  lui, 

et  M celui  qui  le  précède;  on  aurait  évidemment  ^ 

? M=Nn-|-(n — >)M;  d’où  N= 2 . 

y # n . 

En  reprenant  la  démonstration  précédente , on  s’assurerait  faci- 

' Icment  qu’elle  s’applique  au  cas  où  l’on  a y = i , c’est-à-dire 

au  cas  où  l’exposant  est  entier. 

Quant  au  cas  où  m est  égal  à un  nomisrc  fractionnaire  né- 

on  suit  absolument  la  même  marche  que  précédem- 

' ment;  mais  , parvenu  à l’équation  qui  correspond  à Féquation 
(4),  savoir,  ^ . 

, M"'’—  -f  B(y* — s*)  + CC>^— »*)  + ....*, 

*-  ■ 'X  •• 

uP  — yP 

UPpP  » 

» . . . . — ^ 

, -^insi , en  divisant  )ë  premier  membre  par  u*  — , et  le  second 

' par  y — a,  qui  est  égala  u’— on*â  ^ 

♦ ■ , : 

» A(j'~-s)d-B(j'»— a*)4-. . . 

, u!‘pP’  ui — y — s 

■ . ^ ‘ r ■ 

■ ou , sbpprimant  le  facteur  u — v et  le  facteur  a , 

i .+pP~»  _ * jIr/  * . - 

• ■.  uPuP  ■ 


'*  — — t 1 

i oïl  remarque  que  «~r — p ^ ~ ~u/’ÿp~ 


’ faisant  ensuite  y=^'f  d'où  {tt3cs>,  on  obtient 


\ ^ 


Le  reste  du  oaltjl|!kn8t»jibiplument  semblable  à œlui'du  cas  pré- 
cédent.' ••  V *j  *■ 


‘ 191.  De\  êiries  réourrrnlet.  Le  développement  des  frac- 


ninitiyoH  hv/ I .-tOOk- 


I 


MIB  UES  SKnlM  RtCCItBENTr.S.  ' JoJ} 

lions  a)gi'brit]iics  ralionncUes,  par  la  hk-iIkhIc  ilrs  cocfiicicuj 
indétcruiincs,  donne  lieu  à d<  « séries  d’une  nalure  part ienlière, 
connues  sous  le  nom  de  séries  récurrentes. 

Nous  avons  déjà  vu  (n®  187)  que  l’expression  — f 

I l t ° I ï -J  1 

développement , rr  ^ H — r,-  -P rr  or  + . . . . , série 

a fl  * ' n ^ a* 

dans  laquelle  on  forme  chaque  terme  an  moyen  du  précédent, 
en  multipliant  celui-ci  par  — r.- , . 

* O ‘ ^ 

Celle  propriété  n’est  pas  particulière  à la  fraction  proposée  ; 
elle  appartient  à toutes  les  fractions  nlgéltriqiies  rationnelles, 
et  elle  consiste  en  ce  que,  tonte  fraction  rationnelle  en  x 
réduite  en  série,  donne  lieu  à um  suite  de  termes  dont  cha- 
cun est  égal  à L%  somme  algèbrùfiu  ^d'un  certain  nombre  de 
termes  précédens,  multipliés  respectivement  par  certaines  quan- 
tités qui  sont  constamment  les  nu'/ius  dans  toute  l’étendue  de 
la  série. 

L’ensemble  des  quantités  constantes  par  lesquelles  on  doit 
multiplier  uo  certain  nombre  de  termes  prccédens,  pour  for- 
, mer  un  terme  quelconque,  s’appelle  \ échelle  de  relation  de 
la  série. 

Dans  la  série  précédente,  \ échelle  de  relation  est ;.-E,el 

la  série  est  dite  une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

Suit  à développer  en  série  l’expression  —r  " ^ 

'« 

A-bBx+Cx*+ExHEx4+. . . ; 

d’où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 
s 


, .W  + Bo' 

x-f  Cu' 

x’-t-Dû’ 

x-’-fEa' 

1 —fl  A,b 

+ Bi' 

4.  Dé' 

1 —A 

+ Ac' 

-fBc' 

4-c/ 

[ I*  '* 

'•  / • 

— r 

4-Arf' 

-f  Brf' 
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ce  (]iii  donne  les  équations 

A a'  — a = O , d’où  A = — , , 

a 


Ab'  — 6=0, 


B=  — —,A.  + —,b: 
a a 


—ab'+ba' 


Co’-+"B6’-4-  Ac’-“c=o,C=— — B — -7  A + -7  c, 

a a a 


Ou 


C = 


ab'‘  — bab'  — aa'c  -f-ea'* 


Da'  + G6' +Bc'  + Ad'=o,  D = — ^C  — ^B— ^A, 

a a a 

Ea' +D6'  + Cc'+ Bff  = 0,  E = — ^D— ^C— ^B, 


D’où  l’on  voit  que  les  trois  premiers  coefTiciens  s’obtien- 
nent d’abord  sans  aucune  lui  ; niais  à partir  du  quatrième, 
chaque  coelBcient  sc  forme  de  la  somme  des  trois  coelBciens 

b'  ‘ c 

qui  le  précèdent,  multipliés  respectivement  par  — -7, 


Æ . b' 

— savoir, — pouc  le  coefficient  qui  précède  immédiate- 
ment, — pour  celui  qui  précède  de  deint  rangs,  et  — 

pour  celui  qui  précède  de  trois  rangs;  ainsi  les  coefficiens 
A,  B,  G,  D...  forment  déjà  entre  eux  une  série  récurrente 


■ b' 

c 

a'  * 

a ' 

Il  résulte  de  celte  loi  de  formation  des  coefficiens,  que  le 
quatrième  terme  de  la  série  , Dr’,  est  égal  à 


ou  bien , 


il  fl  a 

— ^x.Cr*  — % X*.  Bx  — ^ x'.  A., 
a a a " 
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On  a tle  même , pour  le  terme  Ex*,  , 

• •'  ' -LÉIdx»  — ^Cx4— î BcS 

a a a 


Sd'j 


ou  lïien , 


IJ 

x.Dr^- 

a 


/ J/ 

^ a::*.Cx’  — — x*.Bx, 
a a 


ri  ainsi  He  suite. 

Hotic,  chaque  terme  de  la  série  demandée,  à partir  du 
qiiatricme,  est  égal  à la  somme  des  trois  termes  précédens, 

multipliés  respectivement  par  ^ ^ x,  — ÿ **•  — ^ 

Quant  aux  trois  premiers  termes  A + B-c+C-p*»  on  les 

obtient  en  remplaçant  A,  B,  C par  leurs  valeurs  obtenues 

ci-dessus. 

> * 

192  On  divise  les  séries  récurrentes  en  difiërens^ordres, 
et  l’ordre  s’estime  par  le  nombre  de  termes  nécessaim  ponr 

former  un  terme  quelconque.  Ainsi,  l’expression  —,  ^-^7^ donne 

lieu  à une  série  récurrente  du  premier  ordre j dont  l’échelle  de 


y 

relation  est ; x. 

a 


L’expression  —f 


a-\-bx 


donnerait  lieu  à une  série  ré- 


o'  -+•  b'x  -+•  c'  X* 

ciirrente  du  second  ordre j dont  l’échelle  de  relation, serait 


La  série  obtenue  dans  le  n°  précédent  est  du  troisième  ordre. 
En  general,  une  expression  de  la  forme  . 

O JC  J "»*• 

donne  naissance  à une  série  récurrente*’du  n*!''"'  ordre,  dont 

/ b'  ’ ( k'  \ 

l’échelle  de. relation  est  ( 7 x, : x*.'. . -,  x*V 

\ 7 ’ ^o' 

N.  B.  Kous  supposons  ici  que  le  degré  de  x soit  moindre  au 
numérateur  qu’au  dénominateur.  S’il  en  était  autrement,  il 
faudrait  d’abord  faire  la  division,  eu  ordonnant  par  rapport 


20. . 
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aux  puissances  ascendantoa  de  x,  ce  qui  ilonnorait  un  certain 
quotient  entier  par  rapport  à x , plus  une  fraction  Mmblabie  à 
la  fraction  ci-deesus.  , 

■ ...  „ I — X— ax*+4x^-fj<  * 

Ainsi,  aoit  rcxpression ’ 


a — 5.C  -f-  3.1:*  — x*  ’ 


x*-f*4** — — x+i  1 — x' + 5r  + a 


+ 7X  ' — 8x*  4-  X 

+ 1 3x“  — 34x  -f*  • 5. 


1 — 
J — X — . 


En  effectuant  la  division,  on  trouve  pour  quotien^,  — x — 7, 
et  pour  fraction  complétant  ce  quotient. 


1 3x’  — 34X-I-  1 5 


— x ’ 3x*  — 5x  + 2 ’ 


on 


i5  — 34x  -h  «3t* 
a — 5r  -J-  3x*  — x** 


1-a  propriété  énoncée  (n*  191)  souffrirait  d’aillerfrs  des  niodili- 
calions,  si  le  numérateur  était  d’un  degré  plus  élevé  que  celui 
du  dénominateur. 

Kous  reviendrons,  plus  loin,  sur  ces  sortes  de  séries,  qui 
offrent  plusieurs  questions  iutéressantes. 


4.  ■ 


CHAPITRE  YI. 


Théories  des  Progressions  et  des  Logarithmes. 


Cb  nouveau  chapitre  se  lie  naturellement  à celui  qui  précède, 
tant,  parce  que  le  premier  paragraphe  a pour  objet  l’examen 
«les  propriétés  de  deux  espèces  do  scrii's,  que  parce  qu’il  offrç 
une  applic.atioa  iiiiiiiédiato  «le  la  théorie  des  exposans  d’une 
nature  queic«>nque',  il  complète  auisi  les  connaissances  algé- 
briques .'ibsoliim«%t  indhipetisahics  pour  l’étude  de  la  Ttigono~ 
de  V .Application  de  f.Aigièlu»  a la  Géométrie, 
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§ I".  Des  ProgressMtis  par  différence  et  par  quotient. ^ 

A 

Progreasiona  par  différence. 

\ 

193.  On  appelle  progreaaion  arithmétique  ou  par  différence, 
une  suite  de  termes  dont  cliacun  surpsse  celui  qui  le  précède, 
ou  en  est  surpassé  d’une  quantité  constante,  que  l’on  appelle 
raiaon  ou  différence  de  1a  progression.  % 

Ainsi , soient  les  deux  suites 

I , 4,  7,  10,  i3,  16,  19,  aa,  25.  ..  . 

60,  56,  5a,  48^  44>  4°>  ■ ■ ■ 

La  première  est  dite  une  progreaaion  croiaaante,  dont  l.i  raiaon 
est  3,  et  la  seconde  une^/t^rrssioa  déeroiaaanle,  dont  la  rai- 
son est  4>  ' ' 

■ ^ 
Désignons  en  général  par  a,  b,  c,  d,  les  termes  d’une 

progression  par  différence-,  on  est  convenu  de  l’écrire  ainsi: 

* T a.b.c  d.e.f.g.h.i.k 

et  on  l’énonce  de  cette  manière,  a est  à b comme  h eat  à c, 
comme  c eat  à A,  comme  d est  à e.  . ou,  pour  abréger, 
a eat  à b est  d c eat  à d est  d e.  . . . C’e.st  une  suite  à'équidiff» 
férences  contitiuea ,^ax\a  laquelle  chaque  terme  est  à la  fois 
conséquent  et  antécédent,  A l’exception  du  premier  terme*, 
qui  n'est  qu’antdcddè/it^  et  du  dernier,  qui  n’est  que  conaéquent. 

.t, 

194.  Appelons  r la  raison  de  la  progression,  que  nous  sup- 
poserons croissante,  dans  tout  ce  qui  va  suivre.  (Si  elle  était 
ilécroissanle,  il  sullirait  de  changer  r en  — r dans  les  ré- 
sultats. ) 

Cela  posé,  on  a évidemment,  d’après  la  définition  de  la 
progression,  ^ ‘ , 

i = a-4-r,«e  = 5-l-/-  = a-4-  ar,  d = c-f-r~a-t-  3r ; 

et  ,*en  général , un  terme  de  rang  quelconque  eat  égal  au  pre- 
mier, plus  autant  de  foia  la  raiaon  qu’il  y à de  termea  avant 
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celui  que  l'on  coneidère.  Ainsi , soient  l ce  terme  et  n le  nombre 
total  des  tenues,  jusqu’à  celui-ci  inclnsiyement ; on  a pour 
l’expression  de  ce  terme  général^  / = u -f-  (n  — i ) r. 

En  effet,  si  l’on  supjwse  successivement  «=:  i,  a,  3,  4 » 

on  retrouve  le  premier,  second,  troisième ternie^de  la  pr.o— 

('ression.  ^ 

Si  la  progression  était  décroissante,  on  aurait  au  contraire 

l~a  — (il  — i)r.  * 

La  formule  / = o +('»  — >)r  sert  a donner  I’express!on  d’un 
terme  de  rang  quelconque,  s.vns  que  l’on  soit  obligé  de  déter- 
miner tous  ceux  qui  le  précèdent. 

•Ainsi,  que  l’on  demande  le  5o*  tenue  de  la  jirogressioii 

. . . 

\ 

On  a , en  faisant  n=:5o,'  ^=i-J-49-3  = i48' 

\ 

195.  Une  progression  par  différence  étant  donnée,  un  p^t 
se  proposer  de  déterminer  la  soq^ie  d'un  certain  numbre  de 
tern\es.,  ,,  : -'i  • 

Soit  la  progression  i a.b.c.d.e.f  . * d.Jb.i,  prolongée  jus- 
qu’au terme  l inclusivement , et  soient  n le  nombre  des  termes, 
r la  raison.  > 

.Çonifuençons  par  observer  que,  si  x désigne  un  terme- qui 
en  a /)  ayant  lui,  et  y un  ternie  qui  eu  a p après  lut , on  a,' 

d'après  ce  qui  vient  d’être  dit , les  égalités  x = a-\- p X'r, 

• ' • y = l—p  xV; 

d’où  l’on  diHiuit , en  les  ajoutant x -f-_y  = 

cre  qui  démontre  que,  dans  toute  progression,  la  nomme  de 
deux  termes  quelconques  pris  à égale  distance  des  extrêmes 
est  égale  à la  somme  des  extrêmes;  ou  bien  encoae,  les  deux 
extrêmes  J et  deux  termes  pris  à égale  distance  de  ces  ex- 
trêmes j forment  unf  équidijjérrrtce  ( dans  l’ordre  où  ils  sont 
écrits-).  ' ' ' 
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Ceci  admis , concevons  que  l’on  ait  écrit  la  progression  au- 
dessous  d’elle-méme,  mais  dans  un  ordre  inverse,  en  sorte  que 
l’on  ait  ‘ _ 

. ' r a. b.c.d.e.f  ...  .i.i.l, 

r l.i.i. c.b.a.  ' \ 

Appelons  S la  somme  des  termes  de  la  première  progression , 
aS  sera  la  somme  des  termes  dos  deux  progressions;  et  l’on  aura-, 
en  réunissant  les  termes,  par  colonne  verticale, 

aS  = {o  •"H*+0+(^+^)+(/+a)  ; 


ou  bien , comme  toutes  les  parties  n-f-  b -f-  i,  . . , sont 

égales  et  en  nombre  n , , 

2S  = (a  -f-  /)  n ; tlonc  enfin  S = ; 

2 

c'est-à-dire  que  /a  somme  des  termes  d'une  progression  par  diffé- 
rence est  égale  au  produit  de  la  somme  des  extrêmes  muhipllée 
par  la  moitié  du  nombre  des  termes. 

Si,  dans  cette  formule,  on  remplace  l par  sa  valeur  n-l-(n--i)r, 
on  obtient  encore 

, . T 

S = + — 0^]» . 

4 

mais  la  première  expression  est  la  plus  usitée.  ‘ 

Applications.  On  demande  la  somme  des'cin'quaiite  premiers 
termes  de  la  progression  a.^.  i6.a3.3o.  . .? 

On  a d’abord  pour  le  5o'“'  terme,  /=-a  -l-  49  - 7 = 345; 

donc  S = = 347  X 25  = 8675. 


Un  trouverait  de  même  pour  le 
100""'  terme, 


2 + 99-7 


= ■ 695  ; 


et  pour  la  somme  des  100  premiers 

%.  N. 

termes, .♦ 


S=^-i±^-=  34850 


l 
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11)6.  Les  formules  /■=a4-(»  — i)r,  S = ren- 

2 

ferment  cinq  quantités,  o,  r,  n,  l et  S,  et  par  conséquent, 
donnent  lieu  à ce  problème  général  : 7’roU  qiuiconques  de  ce* 
cinq  quantités  étant  données^  déterminer  Us  deux  autres.  Ce 
prolrlèrae  se  suMivisc  en  autant  de  problèmes  particuliers  que 
l’on  peut  avec  cinq  lettres  former  de  combittaisons  différentes 
trois  à trois  ou  deus-à  deux.  Or,  on  a trouvé  (u*  i5o)  pinir  les 
nombres  de  combinaisons  ad2el3à3,  . 


m{m — i)  ^ ot(w  — i)  (nt  — a) 

' et  " ' • 

2 2.3 


Faisant  dans  ces  formules  m = 5,  on  trouve 


5x4 


ou  10  et 


5x4x3 

2.3 


ou 


lo;  d’où  l’on  voit  que  5 lettres,  combinées  3 à 3, 


donnent  le  même  nombre  de  combinaisons  qua  5 lettres  combi- 
nées 2 à 2.  (Ce  résultat  s’accorde  avec  la  conséquence  du  n®  i53 , 
en  vertu  de  laquelle  le  nombre  des  combinaisons  de  m lettres 
pap,  est  égal  au  nombre  des  combinaisons  m — ps  m — p.) 

On  voit  donc  que  le  problime  ci-dessus  .se  subdivise  en  lo 
problèmes  particuliers,  dont  voici  les  énoncés: 


Étant  donnés,  i*.  a,  r,  n,  trouver  l et  S; 


2®.  a,  r,  /,  n et  Sj 

. 3®.  O,  r.  S,  n et  /; 

4®.  Cf,  «,  l,  r et  Sj 

5®.  fl , n , S , r et  f ; 

6®.  fl,  /,  S,  ....i  r et  n; 

■J*,  r,  U , « cl  S ; 

8®.  r,  U,  S,  fl  et  / T 

r)°.  r,  /,  S,  a et  /I  ; 

lo®.  M,  /,  S,  a et  r. 


Le  premier  problème  est  déjà  résolu,  car  les  deux  formules 
donnent  immédiatement  / et  S en  fonction  de  fl,  r,  n.' Quant 
aux  autrcs'proliR’incs,  leur  vé’solntion  n’oRVe  auc'.inc  diBîculté; 
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mais  noos  eiigagcoiis  les  oomnicnoaDS  à les  traiter  successire- 
nicnt , cet  exercice  étant  trbs  propre  à les  familiariser  avec  la 
résolution  desltjuntions  <lu  premier  et  du  second  degré  ; car  il 
est  Ixin  de  remarquer  tpie  , quoique  les  quantités  a,  r,  n,  l e{  S 
n’entrent  qu’au  premier  degré  dans  les  deux  formules,  on  est 
cependant  conduit  à résoudre  une  équation  du  seeond  degré, 
lorsque  a et  i>,  ou  bien  l et  n,  sont  inconnus,  parce  que  a et  ra 
on  / et  n entrent  à la  fois  dans  les  deux  équations,  cl  sont  niul- 
lipUces  entre  elles  dans  la  seconde. 

197.  Nous  nous  bornerons  à résoudre  le  quatrième  problème; 

c'est  le  cas  où,  connaissant  a,  n et  \,il»<igitdedilerminert  etS. 

t‘  * ^ ^ * 

La  formule  /=  a 4*  (n — i)r  donne  r= , 

, n — I J 

cl  la  formule,  S = ^ fait  connaître  immédiatement  la 

2 «Jf  s**  I*  s* 

valeur* ide  S.  " ' . 

De  la  première  expression,  r= on  déduit  la  soluliou 

de  cette  question  : insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un 
nombre  91  deuuYiUis  DiTtitŒSTi%La  (on  appelle  ainsi  des  nom- 
bres compris  entre  a et  et  formant  avec  ceux  - ci  uue  pre- 
gretsion  par  dilTcrence). 

Pour  résoudre  œtte  dernière  question  , il  sufill  de  déterminer 

la  raison;  or,  en  remplaçant,  dans  la  furmulc  ci-dcssu$,  t par 

b,  et  n par  ni  4-  2 , qui  exprime  actuelleiiient  le  nombre  total  des 

' b — a b — a , 

tei’mcs , on  trouve  r = , ou  r = — -, — ; c esl-a- 

m -f-  2 — I ni-f-  I 

dire  que  la  raison  de  la  progression  cherchée  s'oblienl  en  di- 
sfisant  la  différence  des  deux  nombres  donnés  a et  b par  U nombre 
des  termes  à insérer j pins  un. 

Le  raison  une  fois  obtenue,  on, forme  le  second  terme  de  la 
progression , ou  le  premier  moyen  différentiel^  eu  ajoutant  r,  ou 

au  premier  terme  a;  le  second  moyen  s’obtient  en  aug  ' 

mentant  celui-ci  de  r,  et  ainsi  de  suite. 

Soit,  par  exemple,  à insérer  12  moyens diflërenticls  entre  12 


3i4 

et  77.  Ou  a 
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77  — la  65 

r—  ■■■  = — 2 = 0,  Cf  qui  (louue  la  pro- 

giession  f la.  1 7 .22.27 .33.37.  . . 72.77. 

CoNSÉQUBNCR.  Si  rnlt'e  tous  les  termes  d’une  prtigressivn  j 
çonsidirès  deux  à deuXj  on  insère  un  mente  nombre  de  nwyens 
différentiels , ces  termes  et  les  moyens  différentiels  réunis  "ne 
forment  qu’une  seule  et  même  progression. 

En  eflet,  soit  t a.b.c.d.e.f.  . . la  progresoion  proj-iosée,  et 
soit  m le  conibro  des  moyens  que  l’un  Tcut  insérer  entre  a e|  b, 
entre  6 et  c,  c et  d,.., 

La  raison  de  chaque  progression  partielle  sera , d’après  ce  qui 

...  . . b — UC  — b d — c 

vient  d être  dit  , exprinicc  par  : — , , 

‘ ' m-f-i  m + l 

quantités  toutes  égales,  puique  a,  b,  c....  sont  en  progression  ; 
ainsi  la  raison  est  la  même  dans  chacune  des  progressions  par- 
tielles; et  comme  d'ailleurs  le  dernier  terme  de  la  première 
l'oi  me  le  premier  terme  de  la  seconde,  et  ainsi  de  suite,  on 
peut  conclure  que  toutes  ces  progressions  partielles  constituent 
une  progression  unique. 

198.  Voici  les  énoncés  de  quelques  problciues  ; 

Première  question.  Déterminer  le  premier  et  le  nombre  des 
termes  d’une  progression  par  différence j dont  la  raison  est  6,  le 
dernier  terme  i85  et  la  somme  2g45? 

{^Réponse.  Premier  terme  = 5,  nombre  des  termes  = 3i.) 

Seconde  question.  Insérer  entre  tous  les  termes  de  la  progrès^ 
sion  T 2.5.8.  li . i4"»m  NEur  moyens  différentiels? 

(^Réponse.  Raison  ou  r=o,3.) 

TaouièME  QUESTION.  Trouver  le  nombre  d’ hommes  contenus 
dans  un  bataillon  triangulaire  dont  le  premier  rang  est  1 , le 
second  est  tk,  le  troisième  est  S,  et  le  n''”*'  est  n.  En  d’autres 
termes,  trouver  l’expression  de  la  somme  des  nombies  natUF. 
rels  1,2,  3....,  depuis  l jusqu’à  n?  . ■ 


S 


) . 
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(juATRiitttx  QUESTION.  l't^Hver  la  somme  des  n premiers  termes 

de  la  progression  des  nombres  impairs  ^ l,  3 , 5 / 7,  9 , 

{Réponse.  6=n* , oa  Je  carré  tlu  nombre  «les  lermes.)” 
Cinquième  question.  Vn  monceau  de  sable  est  distant  dune 
allée  d'arbres  de  4o  mètres;  elle  exige j pour  être  sablée^  100  itni^ 
tares,  à 6 mètres  (f  intervalle  l'une  tie  l'autre.  On  demande  le- 
chemin  que  le  voiturier  doit  faire,  la  première  uoiture  étant  dé- 
posée à 4<>  mètres  du  monceau  de  sable,  et  la  voiture  devant , à 
la  fin,  revenir  à l'endroit  d'oàelle  est  partie?  . 

Répotise.  rablres.  . '■  "i  c.' 

, Sixikut  QUESTION.  Un  fantassin  faU.tfi  lieues  par  jour;  un 
cavalier  part  en  même  temps,  et  ne  fait  que  3 lieues  le  premier 
Jour,  mais,  chaque  Jour  suivant,  U fait  2 lieues  de  plus  que 
le  précédent.  On  demande  en  combien  de  Jours  le  cavalier 
atteindra,  le  fantassin,  et  combien  ils  auront  fait  de  citemin 
chacun  7 * , 

(Muuibro  de  jours,  8;  cliciuin,  80  lieues.) 


• sf  ^ r . 


Des  progressions  par  qut>tient. 


*■  igg.  On  appelle  progression  géométrique  ou  par  quotient 
une  suite  de  termes  dont  cliacun  est  égal  au  produit  de  celui  (]ui 
le  précède,  par  un  nombre  constant  que  l’on  nomme  raison  de 
lu  progression  i ainsi  les  douE  suites 

3,-  6,  12,  24,  48,  96 ; 

^4)  ,‘6,^4.  • • ; 

dont  la  première  est  telle,  que  cliaque'  terriic  contient  celui  qui 
le  précède,  deux  fois,  ou  est  égal  au  double  de  celui  qui  le 
précède,  et  dont  lu  seconde  est  telle,  que  chaque  terme  est 
contenu  dans  celui  qui  le  précède,  quatre  fois,  ou  est  égal 
au  quart  de  celui  qui  le  précède,  sont  dites  des  progressions 

par  quotient',  la  raison  est  2 pour  la  première  et  y pour  la 


seconde. 
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Soient  a,b,c,d,e,  des  nombres  en  progression  par 

quotient;  on  l’écrit  ainsi,  a b',  C \ d e f g et 

on  l’énonce  comme  une  progreasion  par  dilTércnce,  quoiqu’il  y 
ait  cette  distinct  Ion  à faire,  quC'i’uneesl  une  suite  de  différences 
^alcs,  cl  l’autre  une  suite  de  quotiens  ou  rapports  égaux,  dans 
lesquels  chaque  terme  est  à la  fois  antécédent  et  conséquent  j 
excepté  le  premier  qui  n’est  qu’antédent,  et  le  dentier  qui  n’est 
que  conséquent. 

aoo.  Désignons  par  q la  raison  de  la  progression.  . . .* 

ri  a b : c I d..  — , q étant  >■  i,  lorsque  la 'progression  est 
croissante  , et<^  i , si  la  progression  est  décroissante  ; on  déduit 
de  la  deCnItion  même,  la  série  des  égalités 

b = aq,  cz=.bq—aq^t  d-=.cq'=.aq' y errzdqrrraq^...,, 

/ 

et  en  général,  un  terme  de  rang  quelconque  n,  c’est  à-ilirc  qui 
en  a /> — I avant  lui,  a pour  expression  aq"~'. 

'Soit  l ce  terme;  on  a la  formulé  l = aq*~',  au  moyen  de  la- 
quelle on  peut  obtenir  la  valeur'd’un  terme  quelconque,  .sans 
passer  par  tous  les  termes  qui  précèdent.  Par  exemple,  le  8* 
terme  de  la  progression  Ha  i 6 : i8  ; 54  C..~  , est  égal  à 
2 X 3'  = a X 2187  = 4374. 

De  même,  le  la*  terme  de  la  progression 

H 64  : lü';  4 : I : 7.  • • . , est  égal  à 

« 4 . 


^'^(4)  "'4"~4*~G55Tf 


G553é' 

201.  Soit  maintenant  proposé  de  déterminer  la  somme  des  n 
premiers  termes  de  la  progression 

~ a : b : c : d : e : f : ...  i : k : i, 

l désignant  le  terme. 

On  a (n°  199)  les  équations 

I 

c = bqy  f/=ry,  e = dq.s»k=iq  ^ 


.MK 


V. 


TAii  QiforiENT,  Si 7 

d’où  l’on  cUduit,  cit  les  U joutant  inenibi'e  à inniiibre, 

ù + c+c/-f- e -|- ....-J-  k •}-/=:  (a -f-  6 + c + + 

ou  bien,  repréaentant  par  S la  somme  demaudee , 
t S — a ■=  (S  — /)y  = Sç  — fy, 

ou  Sq  — S=l^  — a;  donc 


c’est-à-dire  que , pour  obtenir  la  souime  d’un  nombre  déter- 
miné de  termes  d’une  progression  par  quotient,  il  faut  multi- 
plier le  dernier  terme  par  Li  raison  j retrancher  du  produit  le  ' 
premier  terme  J et  diviser  la  diffirence  par  la  raison  diminuée 
d’une  unité. 

Lorsque  la 'progression  est  décroissante,  on  a i,  /<^a; 
et  il  convient  de  mettre  la  formule  ci-dessus  sous  la  forme 

d In  ' 

S = — , afin  que  les  deus  termes  de  la  fraction  soient  po- 

l—q 

sitifs.  ' 

Les  deux  e!i pressions  de  S deviennent  encore,  par  la  substi- 

tution  de  oo""' à la  place  de /,  S = ctS=^ — 

y—i  I— y 

On  trouvera,  d’après  les  formules  précédentes; 

i”.  Pour  la  somme  des  8 premiers  termes  de  la  progression 

■*  *fr  2 : 6 : i8  ; 54. ...  : 2 x 3'  ou  4^74» 


/ÿ — a i3i22 — 2 


S = 


y — I 


:656o; 


2°.  Pour  la  somme  dès  12  premiers  termes  de  la  progression 
h64  : 16  :4: 1 : ^ :64Q^  oug^g^. 


256— jr' 


s 


65536  4 

I 

- 4 


65536 


= 85- 


65535 

196608 


> 
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On  voit  que  la  diOicalté  principale  consiste  à déterminei'  la 
valeur  numérique  «lu  dernier  terme,  opération  Irè-s  l;d)Orieu5e, 
lorsrjue  le  nombre  des  termes  est  considérable. 

.__c(g«  — i) 

7—  « ’ 


202.  Ttemarque.  Si  dans  la  formule  S 
on  suppose  q = i , elle  devient 


s=?; 

O 


Ce  résultat , qui  quelquefois  est  le  svmbole  de  l’indétermina- 
tion , provient  souvent  aussi  (n"  72)  de  l’esistence  d’un  facteur 
commun, qui  devient  nul,  par  une  lijpotbèse  particulière  faite 
sur  les  donm’es  de  la  question.  Cest  en  effet  ce  qui  a lieu  dans 
cette  circonstance;  car  on  sait  (««“Si)  que  l’expression  q"—i 

est  divisible  par  y — l , et  donne  pour  quotient, 

y“~'  si  l’on  effectue  cette  divi- 

sion , la  valeur  de  S prend  la  forme 


S=ny"~' aq"  ’-f-ay*  — -j-«y-f-o; 

d’où  faisant  maintenant  y = 1 , S = a + a -f-a. o=:mi. 


On  peut  parvenir.au  même  résultat,  en  remontant  à la  pro- 
gression proposée  ~ a \ b'  c‘,  l,  qui,  dans  le  cas  particulier 

de  y=i , se  réduit  à ^ a \ a’  a".  a‘, ; a,  série  dont  la  somme 

est  égale  à na. 


, Le  résultat  - que  donne  la  formule , pourrait  encore  être  re- 


gardé comme  marquant  une  inaujjiaance  de  cette  formule,  pour 
«lonner  l’expression  de  la  somme,  dans  ce  cas  particulier.  En 
effet,  la  progression  se  composant  de  termes  tous  égaux  entre 
eux,  n’est  pas  plutôt  une  progression  par  quotient  qu'une  pro- 
gression par  différence.  Ainsi , en  chercliant  la  somme  d’un  cer- 
tain nombre  de  termes,  il  n’y  a pas  plus  de  raison  pour  se  servir 

)u 


«le  la  formule  S — 7^  , que  de  la  formule  S — 


7—* 

i clatis’es  aux  progressions  par  différence. 

'ao3.  Dex  progressiotui  infinies  par  quotient.  Soit  uikî  |n'o- 
gression  décroissante  ^ a ‘.b  ’.  t d e ’.f’.  ..s.,  d’un  nombre 
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3 IC) 

indélini  dp  leruies;  si  l’oii  çonsidôi'e  la  formula  S = ^ , 

I — ry 

qui  donne  la  somme  d’un  noml>re  n de  termes,  elle  peut  être 

mise  sous  la  forme  S=  — ^ ^ — . 

\—q  \—,q 

Or,  puisque  la  progression  est  dccroissaiile,  7 est  une  frac* 
tionj  est  aussi  une  fraction , qui  sera  d’autant  plus  petite  que 
ra  sera  plus  grand}  ainsi,  plus  on  prendra  de  ternies  dans  la 

progression , plus  — X y"  diminuera;  plus,  par  conséquent, 

la  somme  partielle  de  ces  termes  approchera  de  deyenir  égale  à 


la  première  partie  de  S,  c’est-à-dire  à 


\—q 


. Enfin , si  l’on 


prend  pour  n un  nombre  plus  grand  qu’aucune  grandeur  don- 


née, ou  sil'onsu  ppose  n = 00 , 


\ — q 


X q*  sera  moindre  qu’au- 


cune grandeur  donnée,  ou  deviendra  égale  à o;  et  l’es  pression 
a 

^ représentera  la  valeur  de  toute  la  série. 

D’oii  l’on  peut  conclure  que  la  somma  des  termes  d'une 
progression  décroissante  à l’infinij  a pour  expression 


C’est , à proprement  parler,  la  limite  vers  laquelle  tendent 
sans  cesse  toutes  les  sommes  partielles  que  l’on  obtient,  en 
prenant  un  nombre  de  termos  de  plus  en  plus  grand  dans  la 

progression.  La  diiiérencc  entre  ces  sommes  et  — , peut  de- 
venir aussi  petite  que  Ton  veuf,  et  ne  devient  tout-à-fait  nulle 
que  lorsque  l’on  prend  un  nombre  infini  de  termes. 

Applications.  Soit  lu  progiVssion  dccr.oissaiite  à l’ialini 

. ' . ‘ . ' . ' . 

’ 3 ' 9 ’ 37  ‘ 81  ‘ 

On  a,  pour  l’expression  de  la  somme  des  termes. 


3?.o 


DES  rnooRFSsiONs  isriMr.a 


L’erreur  que  l’on  commet,  en  prenant  cette  expression  pour 
la  valeur  tic  la  somme  des  n premiers  ternies,  est  marquée  par 


Soit  f abord  ra  = 5,  il  vient 

Pour  n = 6,  on  trouve  - 
2 


Kïî-à. 

■ Cù‘-ik 


I 


I I 

• 3“p6‘  ■ 


D’oà  l’on  voit  que  Verreur  commise,  lorsqu’on  prend  - pour 

la  somme  d’un  certain  nombre  de  termes,  est  d’autant  plus  pe- 
tite que  ce  nombre  est  plus  grand. 

. Soif  encore  la  progression 

f • ' ‘ y 

.1 . • . 1 . _i  ._L  .. 

*2  - 4*8'  i6*32  • . 


L’exprcsilon  S = ^ peut  êlrc^blcnue  direclcmcul  d’a- 

près la  progression  ^ a ‘ b \ % d'.  e f’.  g'. 

Reprenons  les  équations  b-:rzaq  ,c=bq , d=.cq , f=dq... 
dont  le  nombre  est  ici  indéfini,  et  ajoutons-les  membre  à 


membre*,  il  vient  fc4*c-f-d4*«+-.=(a+^+i+d+..  )7. 

Or,  le  premier  membre  est  évidemment  la  série  proposée,  di- 
minuée du  premier  terme  a,  et,  par  consiViuent , il  a pour  ex- 
pression S — a\  le  second  membre  est  égal  à q multiplié  par  la 
série  tout  entiète,  puisqu’il  n’y  a pas  de  dernier  terme,  ou  que 
ce  dernier  terme  est  mil;  l’expression  de  ce  second  membre  est 
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(loncÿS,  et  l’égalité  ci-dcssus  devient 

S — a = ÿS,  d’où  l’on  déduit  Si 


3a  I 


a 

1 — y' 


En  effet,  si  l’on  développe en  série,  par  le  pi-océdé  de  la 

division,  on  trouve  pour  résultat,  a-\-aq-\-aq'-\-aq^-^... , qui 
n’est  auti'e  chose  que  la  série  proposée , lorsqu’on  y remplace 
b,c , d....  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  a. 

. Autrement  encore  : Soit  la  progression  ^ a\  aq  \ aq*  I a^.., 

et  posons  S = a -f-  aq  -j-  aq‘  -+■  + uy*  + ; 

d’où,  multipliant  les  deux  membres  par  y, 

y S = oç  -j-  oy’  + ay^  + oy+  ay*  . 

Retranchons  ces  deux  équations  membre  à membre;  il  vient 


S — yS=u;  donc  enfin,  S = ; 


— <7 


aod.  Lorsque  la  série  est  croissante , l’expression  S = — ^ — 

* 

ne  peut  plus  être  regardée  comme  une  limite  de»  sommes  par- 
tielUs;  car  la  somme  d’un  nombre  déterminé  de  termes  étant 

(n‘’aoi)S=  — — — , la  seconde  partie  — anc- 

I — — <7  I — y° 

mente  de  plus  en  pins  numériquement  à mesure  que  n aug- 
mente ; c’est-à-dire  qu’au  contraire,  plus  on  prend  de  termes, 
}ilu8  l’expression  de  la  somme  de  ces  tenues  diflère  numérique- 
, n 

ment  de . • . ' . . , 

I —y 

^ N 

formule  S = — est  seulement,  dans  ce  cas,  l’expres- 
1 ç * * 

sion  algébrique  qui,  jiar  son  développement,  donne  lieu  à Is 

série  a -f-  oy  -f-  oy’  + oy’’... 

11  se  présente  ici  une  circonstance  fort  singuluTe  au' premier 
aliord.  Puisque  - est  la  fraction  généra Irice  de  la  série  dont 


I —q 


31 


3aa  DBS  ntoBBXsaioNs  infinies. 

nous  venons  de  parler,  on  doit  avoir 


I —q 


= 0+09-4-  aq*  + 09’  + 09*  + . . . . 


Or,  en  faisant  dans  cette  ^alilé,  o=i  , 9=2,  on  trouve 


I — 2 


— 1 = 1 + 2 + 4 + 8+16  + 32  +.,. . , , 


équation  dont  le  premier  membre  est  négatif,  tandis  que  le  se- 
cond est  positif  et  d'autant  plus  grand,  que  9 est  lui-méme  plus 
grand. 

Pour  interpréter  ce  résultat,  observons  que,  lorsque  dans  l’é- 
quation — - — = O + 09  + 09*  +. . . , on  arrête  la  série  à un 

certain  terme,  il  faut,  pour  que  l’égalité  subsiste,  compléter  le 
quotient.  Ainsi,  en  s’arrêtant,  par  exemple,  au  Quatrième 
terme,  09^, 


reste  + aq 

2*  + 09* 

3*  + 09^ 

4*  + 094 


1 — 9 


a -\r  aq  + aq'  + aq^  "h 


aq> 

' — q 


il  faut  ajouter  au  quotient  obtenu  l’expression  fractionnaire 


ce  qui  donne  rigoureusement 

a aq aq* aq^ ^ — .* 

1—9  ^ ^ 1—9 

Si  maintenant , on  fait  dans  cette  équation  exacte,  0=1, 9=2, 

,.  -t 

il  vient  — i = i + 2 + 4 + ® + = i + 2 + 4+8-:-i6j 


égalité  qui  se  vérifie d’élle-mêmc.«  ' 

En  général , lorsqu’une  expression  en  x , que  nous  désigne- 
rons par  /(x),  et^ui  s’énonce  funclion  de  x , est  développée 
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en  une  série  de  la  forme  a + bx  -+■  ex'  -f-  dx^  + . . . , on  n’a 
rlgnarcuscment  f{x)  a+  bx  + ex' +dx^^-. . . , qu’au- 
taiit que  l’on  Conçoit,  en  s’arrêtant  à un  certain  terme  dans  le 
second  memlire,  la  série  complétée  par  une  certaine  expression 
en  X. 

Si,  dans  des  application.s  particulières,  la  série  est  t/rc/ois- 
nanUj  cette  expression,  qui  sert  à compléter,  peut  être  conçue 
aussi  petite  que  l’on  veut,  lorsqu’on  prolonge  la  série  convena- 
blement ; mais  le  contraire  a lieu , et  il  n’est  pas  .permis  de  la 
négliger,  si  la  série  est  croUsanlê.  Voilà  pourquoi  les  séries 
croissantes  ne  peuvent  pas  servir  à l’évaluation  approlbhéc  des 
nombres.  C’est  encore  pour  celte  raison  que  les  algébristes  ap- 
pellent cons'er^ente*  les  séries  dont  les  termes  vonten  diminuant , 
et  divcrgtnle»  les  séries  dont  les  termes  vont  en  augmentant. 
Dans  les  premières,  plus  on  prend  de  termes  et  plus  la  somme 
approche  numériquenicnl  de  l’expression  dont  la  série  est  le  dé- 
veloppement; tandis  qu’au  contraire,  dans  les  autres,  plus  on 
prend  de  termes  et  plus  leur  somme  diSèrede  la  valeur  numé- 
rique de  l’expression  réduite  en  série. 

205.  Remarque.  Nous  terminerons  les  principes  relatifs  aux 

progressions  infinies,  par  l’observation  suivante;  il  résulte  de 
la  définition  des  progression.s-,par  quotient  (n®  199),  qu’on 
]ieut  les  regarder  comme  de.s  séries  récurrentes  du  premier 
ordre  , dont  VichelU  de  relation  est  la  raison  de  la  progression. 
(Voyez  n®  191.)  Ce  rapprochement  est  propre  à faire  connaître 
l’origine  des  progressions  prolongées  à l’inlini.  Elles  doivent, 
comme  les  séries  récurrentes  en  général,  leur  naissance  au 
développement  d’une  fraction  algébrique  en  série.  Nous  avons 
donné  (n®*  202  et  2o3)  les  moyens  de  trouver  cette  fraction  gi- 
nératrfee  pour  les  progressions  en  particulier.  Nous  verrons  plus 
loin  les  moyens  de  résoudre  la  même  question  pour  toutes  les 
séries  récurrentes.  • * 

206.  La  considération  "des  cinq  quantités,  a\  q,  n,  tel  S, 
qui  entrent  dans  les  deux  formules  7 = «o*"',  S = 

<7 — * 

obtenues  n®'  200  et  201,  donne. encore  lieu  à dix  problèmes par- 
’ 21.. 
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ticutier^  dont  let  énoncés  ne  difl^rcnt  des  énoncés  re'lalifs  aux 
proj^ressions  j>ar  différence  (n®  196),  qu’en  ce  q^ie  la  lettre r est 
remplacée  par'q.  Mais  nous  nous  proposerons,  comme  pour  les 
progjressions  par  différence,  de  déterminer  ^ et  S,  connaissant 

n,  / et  n. 

! 

/ ‘ /~l 

Or, "la  première  fortnule  donne  q'“^= -,  d’où  (7= 

en  rc))ortant  cette  valeur  dans  la  seconde  formule,  on  obtien- 
ilrail  la  valeur  dC  S. 

• »-i ; 

/ l i , 

L’expressfop^  = y/  donne  le  moyen  de  résoudre  .cette 

question:  de u»'notlH>ret [donnés  a «t  b iéémmbre 

in  drMOYiws  ïai!pF&iti<j».'NEiJ,c’ëst-à-direM«  nombre  iiS éh[^uan- 
liUs  qui  ^rnté^f^i^c  "a  ei^  considérés' comme  exlrêrnèsj  une 

progression'par  quotiêilit.  * 

Il  suOit,^ur  cela , de  connaître  la  raison;  or,  le  nombre  des 
termes  k insérer  étant  m , le  nombre  total  des  termes , n ,Vst  égal 
il  rrs'^a;  on  a d’ailleurs  / = ù,  ainsi  la  valeur  de  q devant 

, '-.v/  . • .1  ' 

<7  = y' c’est^^irc  qu’il  faut  diviser  les  deux  nombres 

donnés  b et  a l’un  par  l’aulre,  puis  extraire  du  quotient  une 
racine  d’un  degré  marqué  par  le  iwmbie  des  termes  à insèrey^ 
plus  un.  ^ • 

La  progression  i^l  alors  j^j  ^ . 

r.*  m+t.  ^ 

■ ;/?’••-■  . 

SHP  iBOÿèns  prd|)ortioihners  entre  les  nombres 


Ainsi , soit  à int 
3 et  384- 


On  a m =6, 


6,  d’où  ; • 

d’où  l’on '«réduit  In  propréssion  ■ 

H i 6 ; 12  : 24  i 4^  • 9^  : >9^  î.  364  • 
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Nous  ferons  bicntât  connaitredes  moyens  plusexpéditirs,datis 
les  applications  numériques,  de  calculer  le  nombre  exprimé  par 


«14.1 


Nous  ne  nous  arrêterons  point  à démontrer  que  si^enlrt  tout 
Us  Urnes  d'une  progression  par  quolUnt,  considérés  deux  à 
deux  ^ on  insère  un  nu  me  nombre  de  moyens  proportionnelsj 
toutes  Us  progression  ainsi  formées  constituent  une  pro- 
gression unique.  La  démonstration  est  analogue  à celle  du 
n*  197. 


207.  Des. dix  problèmes  principaux  que  l’on  peut  se  proposer 
surjes  progressions,  sont  susceptibles  d’être  résolus  faci- 

lement. Eu  voici  les  énoncés,  avec  les  formules  qui  y sont 
relatives:  , 

1°.  a,  q,  n , étant  donnés,  trouver  l et  S. 


g(9*— 0 
q—i‘ 


2".  a,n , l,  étant  donnés,  trouver  q et  S. 


■ n>i  ii-i 

q = . AjS==»^ZllV^’. 

y a «-«  «-I 

l/'-l/a 


3".  q , n,  l,  étant  ilonnés , trouver  a et  S. 

" \ . a = -L-  S= 

q*~‘  ’ — •)  • ' 

« 

4“.  q , n,  s,  étant  donnés , trouver  a et  /. 

O .y-'Cq— 1) 

qs—i  > 


Deux  autres  problèmes  dépendent  de  la  résolution  d’équations 
d’un  d^ré  supérieur  au  second  ce  sont  ceux  où  l’on  suppose  in- 
connues les  quantités  a et  q,  ou  bien  l clq.  • 


3a6  ii&oLDTioN 

En  elfct , Je  la  seconde  formule  on  déduit  a = /y ~ Sy  -J-  S ; 
d’où, substituant  cette  valeur  de  a dans  la  première 

/ = (/,-Sî+S)7— , 
ou  bien , {S  — l )y"  — Sy*“'  ^ = o , 

équation  du  degré  n que  nous  n’avons  point  encore  appris  à 
résoudre. 

Tl  en  serait  de  même,  si  l’on  voulait  déterminer  l ctq  -,  on 
parviendrait  à l’équation  ag*  — Sg  + S — a==o. 

208.  Enfin,  les  gun^rs  autres  problèmes  conduisent  à la  ré- 
solution d’équations  d’une  nature  toute  particulière;  ce  sont 
ceux  où  n est  inconnu,  ainsi  que  l’une  des  quatre  autres 
quantités. 

D’abord , la  seconde  formule  donne  aisément  la  valeur  de  l’une 
des  quantités  a,  g , / et  S,  «n  fonction  des  trois  autres;  ainsi, 
tout  se  réduit  à déterminer  n au  moyen  de  la  formule 
l = aq'~'. 

Or,  cette  égalité  revient  à g"  = équation  de  la  forme 

o^  = ù,  a et  é étant  des  quantités  connues.  On  appelle  ces  sortes 
d’équatious,  équations  expontntielUsj  pour  les  distinguer  de 
celles  que  nous  avons  considérées  jusqu’à  présent,  et  dans  les- 
quelles l’inconnue  est  élevée  à des  puissances  marquées  par  des 
nombres  connus.  * 

Occupons-nous  donc  de  la  résolution  de  ces  équations,  aux— 
c|uelles  se  l attache  une  des  théories  les  plus  importantes  des  Ma- 
t hématiques,  la  théorie  des  logarithmes. 

§ II.  Théorie  des  quantités  exponentielles  et  des 
V ‘ logarithmes. 

209.  Résolution  de  l'équation  a'  ==  b.  La  question  consiste  à 
trouver  l’exposant  de  la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  un 
nombre  donné  a,  pour  produire  un  antre  nombre' donné  ù. 

Coiftid  érnns  d’alwrd  quelques  cas  particuliers. 
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Soit  à rélioutirc  l’ciiualion  2*  = 64-  En  éluvaut  a à ses  diffé- 
rentes puissances,  on  reconiiait  bientôt  que  a°=64  donc  x=6 
satisfait  à l’équation. 

Soit  encore  l’équation  3'  = a43.  On  a pour  solution,  x=s5. 
En  un  mol,  tant  que  le  second  membre  b sera  une  puitsaac* 
parfaite  du  nombre  donné  a,  x sera  un  nombre  entier  que  l’on 
obtiemU-a  par  l’élévation  de  a à ses  puissances  successives,  à 
partir  du  d^ré  o. 

Soit  n^intenant  i résoudre  l’équation  a'  = 6.  En  faisant 
x=a  et  x=  3 , on  trouve  a*=4  2*=  8;  d’où  l’on  voit  que  x 

a une  valeur  comprise  entre  a et  3. 

Posons  donc  x = a H — (x'  est  alors  >1). 

^ r • , 

On  a,  en  substituant  cette  valeur  dans  la  proposée. 


3 
a’ 


a ^'=6  ou  (n®  i8o)  a*Xa^  = 6j  donc  a*^ 

ou  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  x',  = a. 

Pour  déterminer  x',  faisons  successivement  x'  1 , = a ^ 

/3\‘  3 

on  trouve  =1-,  nombre  plus  petit -qne  a,  et 

~4’  grand  que  aj  ainsi,  a/  est  compris 

entre  1 et  a. 

Posons  donc  x'  = i>f-^->>-  C^*  est  aussi  ^ i). 

On  obtient , en  substituant  dans  l’équation  exponentielle  en  x , 

ou  réduisant,  ^a* 

Les  deux  hypothèses  x*=  i et  x*  = a,  donnent  | , 


3a8 


■is0L.VT10N 


nombre  plus  pelit  que  - , et  = — = i -J-  - , nombi  c plus 

a \o/  9 9 

3 . 

grcuid  que  ainsi,  x"  est  compris  entre  i et  3. 

^ I 

Soit  donc  x'’=  1 il  en  résulte 

4 /4\p#_3; 

W “2’  5^w  ~2’  < ■ 

d’où  réduisant,  = ÿ • ! 

Si  l’on  fait  successivement  x*=  i,  2,  3,  on  trouve,  pour 

•»  /^Q\*  **  * *3 

les  deux  dernières  hypothèses,  =g^  = i nombre 


< I +5,etf2'\  I +|^,nombro>  1 ainsi, 


'5i2 

c"*  est  compris  entre  2 et  3. 


Sis’ 


Soit  xT  = 2 -f-  -7;  ; l’équation  en  af  devient 


■ ou 


<8J 


3 ’ 


. /256\*"  9 

et  par  conséquent,  — g* 


En  opérant  sur  cette  écjuation  exponentielle  comme  sur  les 
précédentes,  on  trouverait  deux  nombres  entiers  t et  i , 

entre  lesquels  x"  serait  compris.  Posant  x'^  = é + on  dé- 
terminerait x*  comme  on  a déterminé  x'^  ; et  ainsi  de  suite. 
Rapprochons  actuellement  les  équations 


•‘•  = =‘  + î.^'=  «4-p.  x"  = l x*=24-^ i 
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on  obtient  la  valeur  de  x sous  la  forme  d’une  fraction  continue 


x = 2 4- 


I 4- 


Or  on  sait  (Aritli , n*  1^5)  que,  dans  une  fraction  continue, 
plus  ou  prend  de  fractions  intégrantes,  plus  on  approche  de  la 
valeur  du  nombre  réduit  en  fraction  continue;  ainsi,  Ion 
pqurra  , par  ce  moyen , trouver  la  valeur  de  x propre  à vérifier 
l’équation  = 6,  sinon'exactement,  du  moins  avec  tel  degré 
d’approximation  que  l’on  voudra. 

Par  exemple , en  formant  les  quatre  premières  réduites  d’apri  s 
la  loi  établie  {Arith.,  n“  i6g),  on  trouve 

' 7.  3 5 i3  ' . ■ 

T’  T’  a’  T’ 


i3 


et  la  réduite  ne  diHere  ( Arith.,  n“  »74)  <1®  I®  valeur  de  x 

que  d’une  quantité  moindre  que  ou  Mais  l’approxima- 
tion est  encore  plus  grande;  car  si  Poh  calcule  la  valeur  de  x”; 


V”_9 
“B 


, on  reconnaîtra  que  x”  est 


d’après  l’équation 

compris  entre  a et  3 ; ainsi  x’’ = a 4~  Jonc  la  5*réduite 

est  1?  ^ ^ ^ , ou  — . Ainsi,  diffère  de  la  valeur  de  x, 

5X2  + 2 12  5 

* ' * 

d’une  quantité  moindre  que ou  La  réduite  — en 

diilere  de  moins  que  - — r , ou  —77.  . . 

(12/  lq4 

Voki  ta  méthode  générale  : Soit  a^=b  l’équation  à résoudre. 
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En  formant  les  puissances  successives  de  a,  on  trouve  que  b 
est  compris  entre  a"  et  ; alors  on  fait  x = n + ^ ; substi- 


tuant cette  valeur  dans  l'équation, on  obtient  a 


:6,équa- 


1 

/h  \x* 

lion  qui  revient  ha'‘'X  ~b,  d’oi  =o>  Oii  posant, 

pour  plus  de  simpHcitc,  ^ = c, . . . ,c*'=  a. 

Opérant  sur  cette  équation  comme  sur  la  proposée,  on  re- 
connaîtra que  x'  est  compris  entre  n et  i/-|-  i , ce  qui  donnera 

x'  = n'-f-^;  substituant  cette  valeur  dans  l'équation  eft  x, 

on  sera  encore  conduit  à résoudre  une  équation  de  la  forme 

d^“  = c (d  ayant  pour  valeur  ^),  et  ainsi  de  suite.  Donc 

ciiliii,  l’on  obtiendra ‘pour  la  valeur  de  x,  une  expression  de  la 
forino 


x=n  + —,  , 

ra  -J-  I 


«'  + 


En  poussant  la  suite  des  opérations  convenablement,  on  aura 
la  valeur  de  x avec  tel  degré  d’approximation  que  l’on  voudra  -, 
cl  ce  degré  pourra  toujours  s’estimer puisqu’il  est  marqué 
fAritli.,  n°  174)  ^ quotient  de  Puniti  divisée  parle  carré 

du  dénominateur  de  la  dernière  réduite  à laquelle  on  sera  parvenu. 

210.  Remarques,  i".  Si  l’on  suppose, dans  l’équation  o'=&, 
A<^o, 'comme  en  a n®s=  i (n*  24)  et  0^=0,  il  s’ensuit  que 

X est  compris  entre  o et  i;  il  faut  poser  alors  z = ^,. 

2°.  Si  b est  uue  fraction  et  que  a soit  plus  grand  que  l’unité , 
il  faut  poser  dans  l’équation  a^  = b,  x — — y,  ce  qui  donne 

a~>'=i,d’où  (n“  179) , cl  comme  j est  > 1 , on  déler- 
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minera^  d’aprcs.  la  méthode  ci-dessus,  et  la  valeur  correspon- 
dante de  X sera  égale  à celle  de>',  prise  lUgativenunl. 

Au  luo^e.n  de  ces  remarques,  l’application  de  la  méthode 
n’oQre  aucune  difliculté.  Seulement  les  calculs  , pour  obtenir 
un  grand  degré  d’approeimation,  sont  assez  laborieux. 

On  peut,  au  reste,  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

3'  = i5 X — a, 46  à 0,01  près, 

■ • 10^  = S X = o»477  • 0,001  près, 

5^'  s=  5-.....X  — o,a5  à 0,01  près,  • 

- ^ ‘ 

= 0,53  à 0,01  près.  ; 

On  suppose  ici  qne  l’on  ait  converti  en  fractions  décimales, 
les  réduites  fuuriiiés  par  la  méthode. 

ail.  On  {leut  demander  si,  en  suivant  la  méthode  précé- 
dente, on  sera  conduit  à une  fraction  continue  d’un  nombre 
limité  de  fractions  intégrantes  , ce  qui  donnera  |iour  x un 
nombre  comme naurable  et  égal  à la  dernière  réduite  de  la  frac- 
tion continue;  ou  bien,  si  le  nombre  des  fractions  intégrantes 
doit  être  illimité,  auquel  cas  x sera  incommensurable.. 

Pour  répondre  à cette  question,  supposons  dans  l’équation 

a^z=:b',  X égal  à un  nombre  commensurable  — , et  vojons 

n 

quelle  relation  U doit  exister  entre  les  nombres  a et  b,  pour 
que  celte  valeur  puisse  être  admise , c’est-à-dire  pour  que  X soit 
commensurable. 

Soient  en  premier  lieu  o et  é deux  nombres  entiers;  on  a l’é- 

m 

quation  a”  = b,  que  l’on  peut  mettre  sous  l;i  forme  a"=6". 

Il  est  d’abord  évident  que  cette  égalité,  ne  peut  subsister 
qu’autant  que  a et  é sont  composés  des  mêmes  facteurs  pre- 
miers; car, .si  l’on  suppose  dans  b un  facteur  premier  qui  ne  se 
trouve  ;>asdans  a,  et  qu’on  divise  les  deux  membres  par  cc  fac- 
teür,  le  second  membre  sera  un  nombre  entier,  et  le  premier 
un  uoi^rc  fractionnaire , oc  qui  bst  .absurde  donc , si  l’on  a , 


Digitized  by  Google 


332  BisULUTION  DB  l’ÉQUATION  BXFONBNTIEU.E. 


l>ar  exemple, 


on  doit  avoir  aussi  tt  b==Y''S^'. 

Substituant  ces  valeurs  dans  l’équation  a“‘  =6”,  on  la  clianpe 
en  celle-ci, 


Cette  nouvelle  égalité  ne  peutévideraïucnt  subsister  qu’autaiit 
que  les  puissances  d’un  môme  facteur  premier  sont  égales  dans 
les  deux  membres;  car,  si  elles  étaient  inégales,  en  divisant  les 
deux  membres  par  la  plus  haute-  puissance,  on  serait  encore 
conduit  à ce  résultat  absurde  : un  nombre  entier  égal  à un 
nombre  fractionnairt:.  « 

Ainsi,  l’on  doit  avoir  séparémeut 

mp=np' t mq^^nq' J mr=nr  J ms=ns  , 


d’où  l’on  déduit 


Donc,  pour  que  la  valeur  de  x soit  commensurable , il  faut  cl 
il  sulEt  que  a e/  b soient  composée  des  mêmes  facteurs  premiers, 
et  que  les  exposans  de  ces  facteurs  forment  entre  eux  une  suite 
de  rapports  égaux.  Si  ces  deux  conditions  sont  satisfaites,  la 
vr.leur  de  x est  égale  au  rapport  constant  qui  existe  entre  les 
exposans. 

Supposons,  en  second  lieu  , que  a tl  b soient  fractionnaires 

/l  fi  * 

et  é.gaa\  * » n 'i  l’cqualion  = devient 

Or,  h et  h' , t el  k'  pouvant  toujours  être  regardés  comme 
])rcmiers  entre  eux , il  en  est  de  même  de  A'"  et  A'"”  , A”  et  t'*  ; 
ainsi , pour  que  l'égalité  précédente  subsiste,  il  faut  que  l’on  ait 
séparément  A™  = A'i"  = A'“ , ce  qui  conduit  à des  conditions 
semblables  à celles  ci-dessus  , entre  les  numérateurs  et  les  déno- 
minateurs, res|veotivement  comparés  entre  eux. 

212.  Cas  particuliers,  i®.  Si  a et  A,  étant  des  nonces  cn- 
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tiirrs,  ne  renferment  qu’un  seul  facteur  premier,  xe^  nécessai- 
rement commensurable.'  • 


Soit  l’cquatlon  4^  = 32,  qui  revient  à 2’*  = 2*; 

5 

il  en  résulte  2x  = 5,  d’où  x — -, 

. ► > 2 

• * * ■ M 

Soitencorc  2'j*=2i8'j , ou  3’*=3’,  on  a x= 


2®.  Si  a n‘est  composé  que  de  facteurs  premiers  élevés  à la 
première  puissance,  il  faut  que  b soit  une  puissance  parfaite  <le 
a , pour  que  x soit  coraniensurahle  ; en  sorte  que  x est , dans  ce 
caÿ,  un  nombre  entier,  ou  bien , il  est  incommensurable. 

En  effet , soit  a — a.Cyi' , d’où  b = ; l’équa- 

tioB  a”=b*  devient  -,  d’où 

l’on  déduit  m = p'n— q'n^  r'n-=  s'n\  ou  bien, 

= g'  = / = s’  •,  donc  b — aP'C^'y<’’i^  = {mSyS'Y  = of' , 
et  par  conséquent  x = p'. 

Ainsi,  soit  a=:io  = 2XS;  il  faut  que  b suit  une  puissance 
parfaite  de  lo,  pour  que  x puisse  être  connnensuralile. 


* ' ' Théorie  des  Icerarithmes.  ‘ 

* . O 

% 

ai3.  Introduction.  Si  l’on  suppose  que  dansréquation  a’’=y’, 
a conservant  toujours  la  même  valeur,  on  remplace par  tous 
les  nombres  absolus  possibles,  un  pourra,  pour  chaque  valeur 
de  y,  déterminer,  par  la  mctluxle  du  n®  210,  la  valeur  de  x, 
sinon  exactement,  du  moins  avec  un  aussi  grand  degré  d’ap- 
proximation que  l’on  voudra. 

Supposons  d’abord  a > i . ‘ . 

Si  l’on  fait  successivement  x=o,  i,  2,  3,  4> 
il  en  résulte  = a®,  ou  i , n , a',  <7*.  a^,  n® ; 

<lonc,  toutes  les  valeur»  de  y plus 'grandes  que  l’unité  sont 
produites  par  des  puissances  de  e , dont  les  ^exposaiis  sont 
POSITIFS,'  entiers  ou  fractionnaires  ; et  ht  valeur  de  x estd’au- 
tant  plus  grande  que  celle  de  y est  elle-même  plus  grande. 


I 


V 
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Faisons^nsuite  a:  = o,  — i,  — 2,  — 3,  — 4>  — 


il  cil  résulte  _y  = o®,  ou  i , -, 


it 


» 


a'  ’ ‘ a'  ’ » ' 


donc,  toutes  les  valeurs  de  , plus  petites  que  l' Unité  ^ sont 
produites  par  des  puissances  de  a j dont  les  exposons  sont  KéoA- 
Tirs  ; et  la  valeur  de  x est  d’autant  plus  grande j négativement, 
que  la  valeur  de  y se  rapproche  plus  de  O. 


Soit  au  contraire,  o i 


et  égal  à une  fraction  -7  ; 


en  faisant 
on  trouve 
et,  si  l’on  fait 
on  obtient 


0 

II 

H 

2> 

3, 

r 4, 

5..., 

I 

I 

I 

1 

1 

, OU'I, 

■7’ 

7*’ 

75*  •’ 

H 

11 

0 

— I , 

— 2,  3, 

-4,- 

-5..., 

ou  1 , 

a'. 

o'*> 

7', 

7', 

7*. . . ; 

c’est-à-dire  que,  dans  rhypolhesede  a <[  1 , tous  les  nombres 
sont  engendrés  avec  les  diverses  puissances  de  a,  dans  un  ordre 
inverse  de  celui  où  ils  le  sont  lorsqu’on  suppose  a ^ i. 

Mais  il  n’en  résulte  pas  moins  cette  conséquence  générale, 
que  tous  les  nombres  absolus  possibles  peuvent  être  engendrés 
avec  un  nombre  absolu  quelconque,  mais  constant,  en  l^ élevant 
à des  puissances  convenables. 

N.  B.  Il  faut  toutefois  supposer  a différent  de  funité,  car 
l’on  sait  que  toutes  les  puissances  de  t sont  égales  à 1 . 


214.  Cela  posé,  concevons  que  l’on  ait  formé  une  table  ren- 
fermant, d’une  part,  tous  les  nombres  entiers,  et  à côté  de  ces 
nombres  , les  exposons  des  puissances  auxquelles  il  faudrait 
élever  un  nombre  invariable,  pour  former  tous  ces  nombres; 
on  aura  l’idée  d’une  table  de  logarithmes. 

On  appelle  en  général , logarithme  d'un  nombre  , F exposant 
de  la  puissance  à laquelle  il  a fallu  élever  un  certain  nombre 
invariable  , pour  produire  le  premier  nombre. 
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Ijp  nombre  invariable  |>eut  d’aliorct  être  pris  tout-à-foil  arbi-, 
trairement  (pourvu  qu’il  soit  > on  i);  mais  une  fois  choisi, 
il  doit  rester  le  même  pour  la  formation  de  tous  les  nombres, et 
porter  le  nom  de  base  du  système  de  logarithmes. 

Quelle  que  soit  la  base  que  l’on  a choisie,  le  logarithme  de 
la  hase  est  V unité,  et  le  logarithme  de  i est  o. 

En  effet,  on  a i”.  a'=a,  d’où  1oga=i, 
a®.  n“=  I , d’où  log  1=0. 

(On  désigne  ordinairement,  pour  abréger,  le  mot  logarithme 
par  les  trois  premières  lettres  l<g,  ou  simpleipent  par  la  pre- 
mière lettre  L,  que  l’on  fait  suivre  d’u/> point  et  du  nombre  que 
l’on  considère.)  • 

V^oyons 'actuellement  de  quelles  propriétés  jouit  une  table  de 
logarithmes , par  rapport  aux  calculs  numériques. 

ai 5.  Multiplication  etdioiiion  arithmétiques.  Soit  d’abord, 
une  suite  de  nombres^,  y', 'y",  y".. . . à multiplier  entre  eux. 
Désignons  par  a la  base  d’un  système  de  logarithmes  (qu’on 
siip|N)se  déjà  calculés),  et  par  x,  x',  x*,  x*. . . les  logarithmes 

On  a,  d'après  la  déGnition  (n®  ai4),  la  suite  d’équations 

y — a',  y = a*',  y'  = n",  y-  = a^.... 

Multi|)1iant  ces  équations  membre  à membre,  et  appliquant  la 
règle  des  exposans  établie  n*  180,  on  trouve 

yy'yY-  • • = . . . 

Donc , logy^y3r'...=x4-x'-f-x'+...=  logj'  log^'-|-  logy  +...  ; 
c’est-à-dire  que  le  logarithme  d’un  produit  est  égal  à la  somme 
des  logarithmes  des  facteurs  de  ce  produit. 

Soient  en  second  lieu  deux  nombres _y  et  y à diviser  l’un  par 
l’autre,  X et  x’  leurs  logarithmes,  on  a encore  les  équations 


y = o',  y'=a^'  J d’où  l’on  déduit  (n°  180) 


y 
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Donc , 


x'  = log_y  — loft/; 


c’est-k-dire  que  le  logarithme  du  quotient  d’ufie  division  est 
égal  à la  différence  entre  le  logarithme  du  dividemle  et  le  loga- 
rithme du  diviseur. 

Conséquences  de  ces  deux  propriétés.  Si  l’on  a une  imilti- 
plication  à eflcctuer,  en  prenant  dans  la  table  les  logaritlimes 
des  facteurs  et  faisant  la  somme  de  ces  logarithmes,  on  aura 
le  logarithme  du  produit  j donc,  en  cherchant  ce  nouveau  loga- 
rithme dans  la  table,  et  prenant  le  nombre  qui  lui  correspond, 
on  obtiendra  le  produit  demandé.  Ainsi , par  une  simple  addi- 
tion, on  trouve  le  résultat  d’une  multiplication. 

De  même,  si  l’on  a à diviser  un  nombre  p.tr  un  autre,  on 
l etranche  le  logarithme  du  diviseur  de  celui  du  dividende , 'puis 
on  cherche  à quel  nombre  correspond  la  diflcrcnce;  c’est  le  quo- 
tient cherché.  Ainsi , par  une  simple  soustraction,  on  obtient 
le  quotient  (t une  division. 


216.  Formation  des  puissances  et  extraction  des  racines.  Soit, 

t 

en  général,  un  nombre  y k élever  à la  puissance  — ; désignant 


toujours  par  a la  base,  et  par  x le  logarithme  de  on  a 
l’é(]uation  y = c*, 


d’où,  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  — , 


Donc, 


m ni 


m 

log^"  = — .x  = — . log  y; 

n n ' 


e’nst-à-dire  que  le  logarithme  d’une  puissance  quelconque  d’ un 
nombre  est  égal  au  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l’ex- 
posant de  la  puissance. 

Soit,  comme  ca.s  p.irticulier,  n=i;  il  en  résulte 

log  y^^/n.lngy,  équation  susceptible  d’un  éuuncé  nnuluguc 
au  precedent. 
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log  ou  log  V<>'  ==  - . log  y ; 
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Soit  maintenant  m=i  ,n  étant  quelconque;  il  en  résulte 

■ 

c’«t-à-tlire  que  le  logarilHme  æ unè  racine  de  degré  quelconqùe^^' '•  ■ 
d’un  nombre  est  égal  au  quotient  du  logarithme  de  ce  nombrèl''T'i 
divisé  par  l’indice  de  la  racine. 

Conséquence.  Pour  former  une  puissance  quelconque  d’un 
nombre,  il  suffit  de  prendre  le  logarilbine  de  ce  nombre  dans  la 
table,  de  le  multiplier  par  l’exjiosant  de  la  puissance,  puis  da 
ebercber  le  nombre  correspondant  à ce  produit.  On  a ainsi  la 
puissance  demandée. 

De  même,  pour  extraire  uue  racine,  il  suffit  de  diviser  le  lo- 
garithme du  nombre  proposé  par  l’indice  de  la  racine,  puis  de 
cberclier  à quel  nombre  correspond  le  quotient  ; on  a la  racine 
demandée.  Ainsi, /»or  une  simple  multiplication  et  une  simple 
division^  on  trouve  le  résultat  d’une  formation  de  puissance  et 
d’une  extraction  de  racine,  opérations  dont  les  procédés  ordi- 
naires sont,  comme  on  l’a  vu,  très  lalmricux. 

a»7.  Les  propriétés  que  l’on  vient  de  démontrer  sont  indé-  “iW  ' " 
perdantes  de  toute  espèce  dte  système  de  logarithmes;  mais  lei^^ 
conséquences  qui  en  ont  été  déduites, c’est-à-dire  l’usage. qu'on 
en  peut  faire  dans  les  calculs  numériques,  supposent  la  cons- 
truction d’une  table,  renfermant  d’un  côté  tous  les  nombres, 
et  de  l’autre  les  logarithmes  de  ces  nombres,  calcules  d’après  une 
base  donnée.  Or,  pour  former  cette  table,  il  faut,  comme  nous 
l’avons  déjà  dit,  en  considérant  l’équation  a*  = y,  faire  passer 
y par  tous  les  étals  de  grandeur  possibles,  et  déterminer  la  va- 
leur de  X correspondante  à chacune  des  valeurs  de  y-,  d’après  la 
niéllio<Ie  du  n°  209. 

Les  tables  dont  on  se  sert  ordinairement  sont  celles  dont  la 
base  est  égale  à 10,  et  leurcuostructidn  sc  réduit  à la  résolution 
de  l’équation  io*’=yf.  En  faisant  successivement  y égal  à la 
suite  des  nombres  iiatureU,  1 , a,  3,  4,  5,  6...,  on  a à résoudre 
les  équations 


•V 

■ 


A 


10*  1 


10*.=:  2,  10^  = 3,  10*  = 4.... 
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OlMervon*  «Paillcurs  qu’il  *«flU  Je  calculer  (îkecleniçnt,  tl’a- 
• «rcs  la  n.étl.oacli.  n»  aog, les  losai  iH.n.os des  nombres  premiers 
I a,  3,5,7,  «I . >7-i  carlous  les  aulres  nombres  enliers 

riultaiit  de  la  multiplication  de  ces  diflcrens  facteurs,  leurs 
logarilbmes  peuvent  (u»  2i5)  s’obtenir  par  l’addition  des  loga- 
rithmes des  nombres  premiers. 

C’usl  ainsi  (juc,  ü étant  dccomposable  en  ?.  X3,  on  a 

log  6 = log  2 + log  3 J 

de  mémo,  =4  = donclog24=31og2  + lo{;3. 

Soit  encore  3Go  = 2’X3-X5;  il  en  résulte 

log  36o  = 3 log  2 + a log  3 + log  5. 

' 11  suiïisiit  l'ijaleiiieiit  de  placer  dans  les  tables  h-s  logandin»es  , 
des  nombres  entiers;  car  , en  vertu  de  la  propriété  (n“  ai5)  re- 
lilivcâ  la  ilivision,  on  obtient  le  log.irilbmc  «run  nombre  fi  ac- 
tionnaire, en  retranchant  le  logaritlin.c  du  diviseur  de  celui  du 
dividende. 

2i8.  En  supiiosant  déjà  construUe  une  pitmiçrc  table  de  log.i- 
rillimes,  il  est  facile  d’en  construire  tant  d’autres  que  l’un  vept. 

au  moyen  de  celle-là.  ^ r 

Soient  en  effet  a la  base  d’un  premier  svsteinQ  dep.  forme, 
h la  base  d’un  uouse.au  système  à construire;  désignons  par  N un 
nombre  quelconque,  par  log  N et  X,  ^es  deux  higarithmcs  cal 

cillés  d’après  les  bases  o et  6 ; on  a réqnalioii  b —"S. 

D’oïl,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres,  dans  le 

système  dont  la  base  est  fl , X.logfc  = logW. 

Donc  ■^■"logi* 

Ce  (lui  prouve  que , connaissant  U logarithme  d'un  nombre  Jnna 
un  premier  sysLinîe.  pour  aooir  le  logarithme  du  meme  ncmiir 
dans  un  second  système,  il  faut  dioiscr  le  logarithme  dn  nombre 
calculé  dans  le  premier  sysh  me, par  le  logarithme  de  la  nouvelle 
base,  calcuU  aussi  dans  l’ancien  système. 
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Aiivii  le  |ugurttbmc  de  4>  le  sjitèfiic  dont  le  Imsc  est  3, 

a pour  valeur  4 ^og  3 étant  deux  logarithmes  cal- 

culés dans  le  système  connu  dont  la  hase  est  fo. 

Soient  M,  N',  N*....  une  suile  de  nurabres,  a la  hase  d‘un 
système  déjà  formé,  3 celje  d'un  eysteme  à construire;  on  a la 
série  d’équations, 

d’où  l’ou  voit  qu’une  première  table  étant  déjà  forniée , si 
)’on  veut  en  construire  une  nouvelle,  il  n’y  a qu’à  muUiplUr 
U»  logarithmt»  du  premier  sjslèine  par  la  quantité  fçmifuite 

I Cette  quantité  coustaqte,  qui  sert  à passer  d’une  table  à 

une  autre,  s’appelle  module  de  la  nouvelle  table  pjyr  rapport  à 
l’ancicuiiC. 


§111.  Disposition  et  usage  tics  tables  ordinaires. 

Quoique,  dans  tontes  les  tables  connues,  on  ait  pincé  en  tête 
de  l’ouvrage  une  explication  sur  la  manière  iglont  elles  sont  dis- 
posées, et  sur  l’usage  qu’on  peut  en  faire,  nous  çifoyops  devoir 
entrer  dans  quelques  détails  à ce  sujet,  |i^ce  qiic  nous  nous 
souiincs  aperçu,  dans  nos  cours,  que  les  élèves  quj  eatciicjulcut 
fort  bien  la  théorie  des  logarithmes,  étaiept  néanmoins  embar- 
rassés dans  les  applications  les  plus  simples  de  cette  théorie,, 
faute  de  secours  suiTisuns  pour  eflèctucr  et  s applications. 

Kous  supposerons  que  l’on  ait  entre  les  mains  les  tables  de 
Collet,  parce  qu’au  moyen  de  tables  moins  étendues,  il  est  im- 
possible d’obtenir  des  résultats  suIBsamment  exacts.  Les  prin- 
cipes que  nous  allons  établir  n’en  seront  pas  moins  applica- 
bles à ces  antres  tables. 

219.  On  a déjà  vu  (n°  212)  que,  dans  le  système  dont  la  base 
est  10,  il  n’y  a que  les  puissances  iiarfaites  de  so,  Idles  que 


T 


T 
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100, 1000,  10000,. . (jui  paissent  avoir  des  logarithmes  coinmen- 
aurablea.  Tous  les  autres  nombres  entiers  ont  des  logaritLnics 
iucornmensurdbletj  que  l’on  n’a  pu  obtenir  qu’avec  un  certain 
degré  d'approximation. 

Le$  tabha  de  Callet  donnent  ces  logarlthiues  exprimés  en 
fractions  décimales,  et  exacts  7usqu’au  7*  chifire  décimai  in- 
clusivement. , .V 

Cela  posé,  voici  quelques  notions  importantes  sur  la  ooiupo- 
cilion  des  logarithmes  ordinaires. 

Si  l’on  fait  dans  l’équation  io'=_y, 

«=o,  I,  a>  3,  > 4, 

il  en  résulte  _y=i,  10,  100, 1000,  lOooO,  100000...  10"“',  10". 
-Posant  ensuite  x=o,  — i, — 2,  — 3,  — 4*- — (” — ■)» — 

e " Il  I I . I 


on  trouve  y= 


y=^'To'-i 


00  1000  10000  10 


I 

10" 


Donc,  1°.  les  logarithmes  de  tous  les  nombres  plus  grands  que 
l’unité  sont  po&itifs  et  croissent  depuis  o jusqu’à  l’infini  ; les 
logarithmes  des  fractions  sont  négatifaj  niais  ils  ont  une  valeur 
absolue  d’autant  plus  grande,  que  la  fraction  est  plus  petite,  en 
sorte  que,  si  l’on  considère  une-fraction  uioindrc  que  toute 
grandeur  donnée,  son  logarithme  est  négatif,  mais  sa  valeur 
absolue  est  infiniment  grande,  ce  que  l’on  exprime  d’une  ma- 
nière abrégée  , eu  disant  : s^ro  a pour  logarithme  Vinfini  néga- 
ou  log  O = — 00.  ' — 

' a^-Eu  considérant  un  numbrccntlerd’un,de  deux,  de  trois..., 
et  en  général  de  n cliiflres,  comme  ce  nombre  est  compris 
entre  1 et  10,  10  et  iooo..i-,  loo  et  1000,  et  en  général  entre 
lo*“‘  et  10*,  il  8^;nsuit  que  la  partie  entière  de- son  loga- 
rithme est  égale  à o,  i,  2,3....» — 1;  c’est-à-dire  que 
cette  partie  entière  icnferine  autant  d’ uaitéa  moins  une  qu’il 
y a de  chiffres  dans  le  nombre.  Ainsi  3749,  par  exemple, 
étant  compris  entre  1000  et  10000,  ou  lo-*  et  lo*,  son  loga- 
rithme a 3 |)our  partie  entière j quant  à la  fraction,  clic  est, 
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coiiiinc  nous  l’avons  déjà  dit,  réduite  ordinairement  en  dé- 
cimales. 

. On  a donné  le  nom  de  catactirisiique  à la  partie  entière  du 
logarithme  «l’un  nombre , parce  f]ue  l’on  voit,  à sa  seule  inspec- 
tion, entre  <piels  ordres  d’unités  tombe  le  nombre  qui  corres- 
pond à ce  logarithme.  Par  exemple,  que  la  cametéristiquê  soit 
égale  à 5;  on  peut  conclure  que  le  nombre  corres|>ondanr  est 
compris  entre  lo®  et  io«,  ou  est  composé  de  six  chiffres.  La  ca- 
ractérif  tique  se  compose  d’autant  d’unités  moins  ünb  y a 
de  chiffres  dans  le  nombre, 

220.  Connaissant  le  logarithme  d’un  nombre  quelconque, 
on  obtient,  par  l’.-iddition  de  1,2, 3....  unité»  à la  caractéris- 
tique seule  j te  logarithme  d’un  nonilire  lo,  100,  ioqo.... 
plus  grand.  En  effet , on  a (n®  21 5) 

log  (a  X lo*)  = log  a -I-  log  lo*  = log  a -}^  n ; 

ce  qui  prouve  qu’il  su  dit  d’ajouter  n unités  à log  a , pour  avoir 
celui  d’un  nombre  10’  fois  plus  grand  que  o;  or,  celte  addition 
ne  peut  porter  que  sur  la  caractéristique. 

Récipro<|uemcii(,  on  a (n®  2i5) 

— *og'o*  = log«  — n; 

ainsi,  il  suffit  de  retrancher  n unités  de  log  a,  pour  avoir  celui 
d’un  nombre  10"  fois  plus  petit  que  a;  et  celte  soustraction  peut 
se  faire  sur  la  caractéristique  seule. 

C’est  là  ce  qui  rend  le  système  dont  la  liase  est  10  plus  avanta-« 
geux  que  tout  autre.  Comnie  011  a souvent  besoin  de  multiplier 
ou  diviser  par  10,  loo-,  1000. . . . , ces  opérations  se  réduisent 
à de  simples  additions  ou  soustractions  d’unités.  £es  loga-~ 
rithmes  des  fractions  décimales  sontj  à la  caractéristique  près^ 
les  memes  que  ceux  des  nombres  que  l'on  obtient  en  faisant  abs— . 
traction  de  la  virgule. 

■ 
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Comme  il  était  impossible  de  placer  dans  les  tables  les  loga- 
rithmes de  tous  les  nombres,  on  y a inséré  seulement  les  loga- 
rithmes des  nombres  entiers  depuis  1 jusqu’à  une  cciiaine  li- 
luile  ( celles  de  Callct  vont  jusqu’à  108000)  ; mais  si , pour 
çfi'cctuer  un  calcul  numérique,  on  veut  employer  le  secours 
des  logarithmes,  il  est  indispensable  do  savoir  résoudre  ces 
deux  questions  : 1°.  un  nombre  quelconque  étant  donné,  déter- 
miner son  logarithme;  2“.  un  logarithme  étant  donné,  détermi- 
ner U nombre  qui  lut  .ipparüdnt. 

Voici  le  moyen  de  té'soiidriB  des  deui  cjUcstlon^  t ' 

àai.  Un  nombre  étant  donné,  déterminer  son  U^arithme? 

Considérons  d’abord  un  nombre  entier.  .v 

Si  le  nombre  proposé  u’excede  pas  106000,  on  cherche  ce 
nombre  dans  la  colonne  des  tables,  marquée  N,  et  l’on  trouve 
immédiatement  à cdté  son  logarithme.  ' ■ - 

Soit  maintenant  le  norabre  34^35879,  tjoi  cxchile  les  limites 
des  tables. 

Ce  nombre  ayant  8 chilTrA’,  l.i  caractéfisliqtie  de  son  lo- 
garithme est  égale  à 7;  ainsi  la  question  se  réduit  à trouver  . 
la  partie  décimale  de  ce  logarithme. 

Or,  il  résulte  de  ce  qui  a été  dit  n°  220 , que  cette  partie  dé- 
cimale est  la  meme  que  celle  de  log  34735,879.  1 

Par  celte  préparation  , qui  consiste  à séparer  vers  la  droite 
du  nombre  mises  de  chiffres  -pour  que  la  partie  à gauche  &e 
^trpuve  dans  Ja  table,  on  obtient  un  nombre  compris  entre 
34735  et  ,34'736  ',  ainsi  son  logarithme  est  égal  à log  34735 , plus 
^une^partio  de  la  diDcrcncc  qui  existe  entre  log  34736  et  log 
^^4735.  Or,  on  a , d’aprbs  la  table,  log  34735—5407673.  (Il  cSl 
inutile  de  considérer  la  caractéristique.) 

La  table  donne  aussi  pour  dlUéi'cnce  entre  log  34736  et 
log  34735,....  125  unités  de  V ordre  du  7*  chiff're  décimal-. 

Cela  posé,  pour  obtenir  la  partie  de  celte  diOérencc  qui, 
ajoutée  à 5407673,  donne  log  34735,879,  on  établit  y;rttc 


•> 
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|irupi>rliou  : Sij  pour  une  unité  de  différence  entre  les  deux 
nombres  34736  et  34735,  on  a 125  dix  — millionièmee  de 
différence  entre  leurs  logarithmes  j combien  pour  0,879  entre 
34735,879  et  34735,  aura—t‘‘On  de  différence  entre  leurs  loga- 
rithmes? oxxhxca,  V 

f 

I ; laS  ::  0,879  * •25x0,879=109,875; 

et  ce  prtxluil  109,875,  ou  plutdt  110  dix-millionièmes^  exprime 
la  quaiilitc  à ajouter  à 5407673,  ce  <]ui  tloiine  5407783.  Donc 
enfin  , le  logaritlime  tlu  nombre  proposé  est  7,5407783. 

Dans  la  pratique,  on  dispose  aipsi  les  c.ilculs: 

-“i- 

Kombre  proposé,  34735879;  y • 

séparant  troitchiiTres  vers  la  droite,  34736,879  , ' . . 't 

' log  34735  = 5407673 

pi&érciice  entre  lesdeux  logurillinies 


consecutifs 125 

s 

DilTérciice  des  nombres 0,879 

Produit 109,875 

' à ajouter  à lug  34735. 1 10 


Somme  = 5407783  ; 

donc , l«^  34735879  = 7 , 5407  785. 

Soit,  pour  second  exemple,  7054089;  _ , 

* * *■ 
séparant  seulement  deux  chiffres,  70540,89, 

log  70540=8484355  ; , 

différence  de  la  table.  . . 62 

différence  des  uombres..  0,3g  * 

Protluit . . 24,18  ' 

à ajouter  à log  70640 24 


Som  me  =:  84843  79- 
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mais  le  nombre  proposé  a m/><  chiffres,  donc 
log  7054039  = 6,8484379. 

On  trouverait  de  même , 1.  70004739  = 7,8451274-  » 

Remarque.  Pour  résoudre  la  question  précédente  , on  a établi 
une  proportion  entre  Us  dijférençes  des  nombres  .et  Us  dlffé^ 
tences  de  leurs  logarithmes.  Mous  démontrerons  (n“  237)  que 
celle  proportion  n’csl  jamais  exacte;  mais  elle  approche  d’aq- 
t.in^  plus  de  l’exactitude,  que  les  nombres  pour  lesquels  or\ 
l’établit  sont  plus  grands.  Nous  ferons  voir  que,  lorsqu’on  fait 
usage  des  taldcs  de  Gallet,  l’erreur  n’influe  P.VS  sur  le  7'  chiffre 
décimal  du  logarithme,  lanf^que  le»  nombres  sont  au-dessus 
de  1000.  Voilà  pourquoi',  quand  ui^ nombre  excède  les  limites 
des  tables,  ou  doit  séparer  vers  sa  droite  le -moins  de  chiffres 
possible. 

Supposons  que  le  nombre  soit  fractionnaire. 

Si  le  nombre  est  composé  d’un  entier  et  d" une  fraction ^ 
çn  réduit  d’abord  Rentier  en  fraction  ^ puis  on  retranche  le 
logarithme  du  dénominateur^  de  celui  du  numérateur. 

Ainsi, 

log  359^^ = log  = 4,1 8932 1 8 — 1 ,6334685  = 2,5558533. 

Si  le  nombre  est  une  f motion , le  logarithme  est  négatifs 

et  on  Poblient  en  retranchant  U logarithme  du  numérateur; 

de  celui  du  dênomiiuileur  et  affectant  U résultat  du  signe  — ; 

( 

ainsi , log|  = — (log  9— log^)  =— 0, 10914447. 

Si  le  nombre  est  uhe  fraction  décimale  j on  fait  «l’alwrd 
abstraction  de  la  virgule;  puis,  après  avoir  obtenu  le  loga- 
rithme du  nouveau  nombre,  on  retranche  de  ce  logarithme 
autant  d’unités  qi^il  y avait  de  chiffres  décimaux. 

E.tempUs;  Log  75,47325=log  7647325  — 5=  1 ,8777931  ; 
log  o,o739=Iog  739— 4=— (.4— log  739)=— r,i3i 3556; 

<r 

log  0 , 004  734=  log  4734—  6=— (6— log  4734)=— a » 34  7 73^7, 
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Si  le  nombre  e*t  une  fraction  décimale  périodique  ^ on  coni- 
inciice  par  la  convertir  en  fraction  ortiinaire,  et  ou  agitcorhmo 
ci-dessus;  ainsi , 


...Si 


log  37,375375. . .=  log  37  ^ = 1 ,6725856. 


De  même , 

log  3, 1430783078. . . .=  log  = > ,4973551. 


22Î.  Un  logarithme  étant  donnée  trouver  le  nombre  qui  lui 
correspond  ? 

Il  SC  présente  deux  cas  principaux:  ou  le  logarithme  donné* 
est  positif,  ou  il  est  négatif. 

Premièrement  t s’il  est  positif  et  que  sa  caractéristique  soit  4, 
qui  est  la  plus  forte  des  tables , on  cherche  ce  logarithme 
parmi  ceux  des  nombres  de  cinq  chiffres;  et  il  peut  arriver 
qu’il  soit  dans  la  table,  auquel  cas  on  trouve  à côté  le  nombre 
correspondant. 

Ou  bien  , ce  logarithme  toml)e  entre  deux  logarithmes  con- 
sécutifs, et  dans  ce  cas,  le  nombre  cherché  est  égal  au  plus 
petit  des  deux  nombres  qui  correspondent  à ces  logarithmes, 
plus  une  certaine  fraction  , qu’il  faut  déterminer,  du  moins 
proximativement. 

Désignons  par  L le  logyithme  proposé,  par  log  N le  plus 
petit  des  deux  logarithmes  consécutifs"  qui  le  comprennent. 
Soient  d’ailleurs  f'  la  différence  (donnée  par  la  table)  entre 
les  deux  logarithmes  consécutifs,  et  P la  différence  entre  L 
et  log  N;  pour  obtenir  la  fraction  cherchée,  on  établit  la 
proportion  : 

Si  pour  S'j  différence  entre  deux  logarithmes  consécutifs^ 
log  N et  log  (N  i),  on  a une  unité  de  différence  entre  Us 
nombres,  combien  pour  P , différence  entre  L et  log  N , doit-on 
ui-oir  de  différence  entre  les  nombres  ? 


pu  bien  , 


f'  : I 


t'  : 


tf 

y' 
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et  la  vuleui'  de  ce  quatxiêiuc  tenue  u:>t  ce  qu’il  i«ut  ajouter  à N 
|>uur  avoir  le  nombre  demandé.  4 

Il  «cra  démontré  plus  loiu  que  l’erreur  conmite  lorsqu’on 
établit  cette  proportion,  n’iullue  pas  sur  Icscr/i/^mersdu  nombre 
eberebé,  pourvu  que  le  nombre  soit  au-dessus  de  10000. 

Exemples.  Soit  proposé  le  logarithme 4 1 72*5679 

Ou  trousc  dans  la  table,  pour  le  plus  petit  des  ^ 

deux  logaritbnKts  qui  le  cuiuprcnncut.  . j . . % . 4 >73*5626 

. DilTércncc 53 , 

Le  nombre  qui  correspond  h 4 > 7325626  est  5402 1 ; 

*la  dilFérence  entre  Iog54o22ct  log  540221  est  81. 


53 

63  ! X = g-  = 0,65 , à 0,01  près; 


Proportion,  81  ; 

donc  4(^325679  = log  54021 ,65. 

On  trouvcr.iit  Je  même,  4,0794685=log  12007,94,  à 0,01  près. 

Si,  le  logaritliine  étant  ^msitif,  sa  caractéristique  est  iiioiiidre 
quc4>  011  couinicnce  par  s’assurer  s’il  est  tout  entier  dans 
la  table  , auquel  cas  ou  aurait  de  suite  le  uombre  corres- 
pondant. ^ • 

S'il  n’y  est  pas  tout  entier,  ou  rend  d’ abord  la  caraclérUtàjue 
igale  à 4,  p.!!'  l’addition  d’un  iioinl>ro  convenable  d’unités  (afin 
de  pouvoir  établir  In  proportion,  qff,  comme  nous l’aions déjà 
«lit,  n’est  sulTisaminenl  rigoureuse  que  lorsque  les  nombits  sont 
au-dcsstis  de  i ooüo);  on  recherche  le  nombre  qui  correspond  à ce 
uoureau  logarithme  j ajyrès  quoi  l’on  tlioise  ce  nombre  pur  lO, 

100,  1000 suiv.vnt  que  l’on  a été  obligé  d’ajouter  i ,2,  3.... 

unités  à la  caractéristique. 

Ainsi,  soit  proposé  le  logarithme  2, 45(>7398. 

Ce  logarlthinC  ii’est  pas  tout  entier  dans  la  table  ; mais  en 
lui  ajoutant  2 unités,  ou  trouve  .4  >4^^7298  = loo 
à 0,0 1 près  ; donc  (n”  220).'  2„’45j373{;8  = log 

Ou  trouverait  parciUümeiii'o'-,-347ii586  -- l>v  2 , 27.4634',  rc:-*\ 
suttat  exact  a 0,000001  près. 


-V 
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Si  In  raraclorisliqne  excède  4 > ofiÊtz  rend  igaU  ti  4 , p»r  la  sous- 
Iraclionr  d’un  nombre  convenable  d’unités;  - o/»  délermine  le 
nombre  correspondant  à ce  nom’eau  logarithme,  puis  on  multi- 
plie ce  nombre  par  10, 100 , 1000.. , suivant  que  l’on  a sous- 
trait, 1 , 2,  unités  de  la  earactéristique. 

Ainsi,  soit  7,6840567  le  logarilbine  proposé.  En  soustrayant 

3 unités,  on  trouve  4,684o567  =Iog  48312,19  ; donc 

7,6840567  = log  48312190  à une  disnine  pI■^s.  [I^a  tables  ne 
peuvent  donner  ici  un  plue  grand  degré  d'approximation,") 

Soit  encore  13,7412789;  ou  a 4i74*^789”^*^8  85t  i5, 90, 
donc  13,7412769  = log  55 1 15900000000  , -d  une  dixaine  de 
millions  près. 

Secondement,  si  le  logarithme  donné  est  négaÜf,  le  nombre 
qui  lui  correspond  est  une  fraction  que  l’on  peut  oblonir  avec 
un  très  grand  degré  d’approximation. 

Soit, par  exemple, — 2,4537875,  le  logarithme  proposé;  ou 
voit  déjà  , d’après  l’inspection  do  ce  logarithme  ^ que  le  nombre 
cherché  est  compris  êntre  o,oi  et  0,061.  (^qye*  n®  219.) 

Pour  l’obtenir,  commençons  par  ajouter  7 unités  a ce  loga- 
rithme , ce  qui  revient  à liî* retrancher  de  7,0000000  (cette  pré*- 
paration  a pour  but  de  rendre  la  caractéristique  égale  à 4)*  On 
obtient  +7  — 2, 4537875  = 4, 5462i25  = Iog3ôi73,25;  mais, 
en  ajoutant  7 unités  à la  caractét*ïstiqif6,  on  a (n®  220)  multiplié 
lé  nombre  par  10000000 ; ainsi,  pour  obtenir  la  vraie  valeur  du 
nonilirc  clicrché,  il  faut  avancer  la  Virgule  de  7 rangs  vers  la  ^ 
potiche,  cé  qui  donne  . ,f 

— 2,4537875  =log  o,oo35 17325,  à 0,000000001  près. 

•iV.  B.  Le  'plus  sôbvcnt,  lorsqu’on  cherche  le  nombre  corres- 
|)ondat>t  à un  log&rilhiiie  négatif,  orî  n’a’ji.is  besoin  d’établir 
ta  pŸoportiôn,  parce  que  le  nomhrè  entrer  que  Ton  Iro^o 
d’après  la  table,  donne  déjà  le  degré  d’approximaliou  désiré. 

Op  tinovaa  d'après  CCS  principes , ' , '■  f- 

* — 0,981^498  = lug  0,1042918,  ' * - ^ 

3,2781036  ç:  log'OjOooff27tO.  ^ 


» •* 


ï 
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> 
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Il  e*t  encore  un  autre  mu^4lK  dedélerminer  le  nonibrec:ôrres« 
poiulant  • uu  logarititme  né{tatif;  mais  cc  moyen  cund«ilordi-< 
naircmeiit  à.  un  résultat  moins  exact  qoe  le  précédent. 

Aeprenons  le  logarithme,  — a,453'j875 , qui  resient  à 
log  I — 24537875  (puisque  l'on  a log  1 ==  0). 

■^Si  l’on  appelle  * le  nombre  corrmpondant  à 24537875,  il  ' 

rient  log  I 2,4537875  5=  log  I log  Jf  :?î  log  d’où  il  suit 

que,  pour  trouver  le  nombre  demandé,  il  suffit  de  diviser  f u~ 
niti  par  U nombr*  qui  corrtttpoud  au  logarithme  proposé j 
abstraction  faits  de  son  signe,  ~ • • • - , ■ . 

Mais  comme  X ne  peut  cire  obtenu  (ju’avec  un  degré  d’ap- 
proximation qui  est  souvent  très  borné,  Je  quotient  de  fiinité 
par  œ nom!>rc  n’a  souvent  lui- même  qu’une  approximatiod 
très  limitée;  en  outre,  on  ne  peut  déterminer  d’une  manière 
précise  le  degré  d'approsimatioa.,  puisque  le  dénominateur 

delà  fraction  ^ n’est  pas  exact;  cependant  on  emploie  qued^  - 

quefnis  ce  moyen,  surtout  «lans  tes  questions  qui  ne*  dc^ 
mandent  pas  une  grande  exactitude,  parce  qu’il  est  le  plus 
expéditif.'  , 

q * 9 * 

* xa3.  Des ooniplèmens  arithmétiques,  11  arrive  fréquemment, 
dans  les  applications  logarithmiques  ^ que  l’ou  a à déterminer 
le  résultat  de  j’addition  et  de  la'  soukraction  de  plusieurs  loga- 
'rithntes.  -Or,  on  a imaginé  de  ranaenCr  cette  suite  d’opérations 
'à  une 'seule  addition,  parle  moyen  de»  complémetit  arithmé- 
tiques. • ‘ _ 

. On  ap|selle  complément  arithmétique  d’un  Ic^aritbme,  ce  qui  . 
manque  à ce  logarUhine,  pour  valoir  10  unités  entières  j ou , ce 
qui  revient  au  même,  le  résultat  que  l’on  obtient  en  retrauebant 
• ü logariHimc  proposé , de  i o, 

t Ainsi,  coiupl;  3,4/25843=  lo  — 3,4725843  =6,5x74 r57, 

, compi,  2,73x5490  = 10  — 4,73x5490  = 7,2674510. 

Oh  obtient  un  Lvnip/énunt,  em  retranchant  le  piemier  chiffre 
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à (froilej  »‘il  M Significatif , de  lo,  taua  Un  àntŸta  de  Ce 
complément  peut  (fonc  être  forniéi  pone  ainsi  jlire,  d’après 
i’iniprction  d’im  logarithme,  on  tPaprès  »a  dictée.  Cela  pesé, 
voici  l’nsage  ^!es  complémrns  arithmétiques. 

Que  l’on  ait  à trouver  le  résultat  numérique  de  l’expression 
I — — /■—/”'  + — etc. 1,1’ ... . étant  des  liH 

pjrithmes  à ajouter  et  à soustraire  entre  eux. 

On  o{»sei-vera  que  rexpiçssion  peut  se  mettre  sous  la  forme 
/ “h  lo  — Z*  10  — f*”  — 3o, 


ou  bien  « 

/ -f  ^ + PP“*P- ^ ^ ,, 

<^est-à-dire  que,  pour  avoir  le  résultat  cherché,  iV  fan/ fairè  Ut' 
somme  des  logarithmes  additifs  et  des  compUfteru  des  logi^ 
rit  h mes  soustractifs,  puis  retrancher  de  cette  sommes  autant 
de  fois  1 o , que  Von  a pris  de  compUmens. 

Par  le  inoven  ordinaire,  il  faudrait  faire  la  somme  des  ternies 
,-idditifs,  celle  des  termes  soustractifs,  puis  soustraire  la  plus 
petite  somme  de  la  plus  grande , ce  qui  entraînerait  dans  deux 
additions  et  une  soustracliou;  tamlis  que  par  celui-ci,  on  n’a 
qu’uue  seule  addition  à effcctiicr,  sauf  les  operaÇons  qui  consis- 
tent à prendre  les  complémens,  et  qui  sont  trop  simples  pour 
'entrer  en  ligne  de  compte. 

*'  224*  L’emploi  des  complémens  donne  naissance  à une  espece 
de  logarithmes  qui  est  assez  commode  dans  la  pratique. 

n • ’ ' 

■ Soit  proposé  de  trouver  le  logarithme  de 
On  a log  ^ =k)g7  — logi5  = log7-|-conip.  logiS— 10, 

*og  7 ^ 0,8.^509804  ^ 

cump.  log  i5  = 8,82390874 

9,66900678  . . 

retranchant  lo,'...  — 0,33099822  _ 

>•  ou  bien, i.G69oo67&  * 


_ T 
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Lo  réfluilal  lie  i'atldiluin  <lc  OMUp.  I«>g.  i6  arec  ipg  7 cUitl 
9,66900678,  il  faut  en  retrancher  10,  ce  qui  peut  se  faire  de 
deux  nianicrea  ; ou  bien,  en  soustrayant  ce  résultat  de  10,  et 
prenant  le  reste  avec  le  signe  — , ce  qui  donne  — o,33o993aa, 
ou  bleu,  ruirancliant  seulement  10  de  la  caractéristique 9,  sans 
touclier  à laparlie  décimale,  ce  qui  donne  — i .66900678,  c’csl- 
à-diro  un  h^arie/u/te  dont  la  oaracUrUUqui  ett  nigaüv*,  et  Ut 
fxtrtie  dicimede  positive. 

On  a soin,  (wur  distinguer  ce  logarithme  d’un  Ic^arithmo  cn- 
tiërciueot  négatif,  de  mettre  un  point  au  lieu  d’une  virgule. 

Il  serait  peut-être  plus  convenable  de  l’écrire  ainsi 

— I 4 0, 66900678,  car  vo*ilà  sa  véritable  significntiuu;  mais 
l’autre  monièro  de  Fccrire  est  plus  abrégée. 

On  obtient  encore  cotte  ospèce  de  Jogaritbn)ea,  en  cberdiaut 
le  logarithme ^’uiie fraction  décimale.  Par  exemple, on  trouve- 
rait que 


log  o,oo534  = log  634  — 5 = 2,72754 126  — 6 = — 3.72754 1 26. 

L’ufage  de  ces  logarithmes  présente  quelques  avautages  sur 
celui  des  logarithmes  entièrement  négatifs  : nous  le  verrons 
bientôt. 

Nous  uons  bornerons , pour  le  moment , à oljserver, 

1°.  Que,  si  l’on  avait  à déterminer  le  pomlu'e  qui  correspond 
à un  logarithme  de  cette  espèce,  une  simple  addition  d’uu 
nombre  convenable  d’unités  à sa  caractéristique,  sufiirail  pouV 
la  préparation  du  logarithme. 

6<iit,par  exemple,  — 3.472o563  le  logarithme  proposé f en 
.ajoutant  7 unités è la  caractéristique,  il  vient  4,473^o663,  Ipgu- 
ritbme  entièrement  positif,  et  le  nombre  corres|>ondaut  s’ob- 
tiendrait comme  il  a été  ditiU”  922;  ajirès  quoi,  l’on  diviserait 

le  nombre  par  10000000,  ou  par  10'. 

■* 

2°.  Quef  si  l’on  ail  multiplier  le  logarithme  — 3.47ao563, 

par  un  nombre  quelconque,  8 par  exemple,  8 

011  obtient  d’abord  pour  la  (lartic  décimale. . 3,7764504 

et  pour  la  caractéristique. . . ' — 24 

ce  qui  <lonne  pour  vésulUt . . . .* — 21 
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' 3".  Qiif,  si  l’mi  a à tlivi<iT  en  uiéme  )oc;aHliiiiu!  par  8,  «n 

cumineiK'R  par  ajouter  h la  caractêrislique  assez  d'unités  niga- 
iires  |K>ur  qu'on  puitce  en  prendre  le  8*  exaclcmeiit;  c’est-à- 
dire  qu’on  mettra  le  logarithme  ’ — 3.472o5B3  sous  la  forme 
— 8 -f-  5,472o563.  l’reiiaiit  le  8*  de  celte  iiousclle  expression, 
«Il  trOiire  1.6840070. 

• Dans  les  11”’  suivans,  nous  verrons  l’u-s.-igcdc  ces  opérations. 

§ IV.  À piylications  de  Ja  théorie  des  logarithmes. 

2^i5.  iMulUplirntion  et  JivLiion.  On  «lihnaïulc  la  valeur  api- 

...  , • 3i  i3  47 

n roi  lier  du  prixluil  — pX — Xyc  • . > 

' ' 70  ^ la  4“  ■ ■ 

Appcionsx  ce  produit,  on  n'(n'’2i5),  ' ‘ ^ 

log  x = log  3i  — log  75  -f-  log  i3  — iog  12  -}-  log  47"~"  l<’g  4®- 
log  3i  1,49136169,  . . . 

log  i3  t=  1,11394335,  , ■ . 

log  47  = 1,67209786,  . ‘ ^ ■ • • •■ 

comp  log  76  = 8,12493874»  ' • • 

aiuip.  log  12  = 8,92081875,  ' . ‘ 

coiup.  log  46  ^ 8,31875876, 

— '64191915  = 29,64191915  — 3o) 

ajoutant 5 ■ 

on  üliticnt 4>64i919i  ' 

f 4,6419120  = log  43844. 

DilTércnce ^ I Ëâ— O no  ‘ 

Dill'érencc  tabulaire.  99  I 99  ' ’ 

Donc , 4»64'9'9*  l.og  43644>9‘’» 

ainsi,  le  produit  demandé  est  0,438449'’  ^ 0,0000001  près.  ' 

Formation  des puisttcincea.  Observons  avant  tout  que,  comme 
pour  obtenir  le  résultat  d’une  élévation  aux  puissances,  il  faut 
niuUiplier-le  logoriUmic  du  nondirc  par  l’exposant  de  la  pois- 
'sanoe,  on  doit  prendre  d’nliord  le  logaritlime  du  nombre  pio- 
posé  avec  plus  de  7 décimales  , si  l’on  veut  avoir  un  produit 
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exact  jusqu'à  la  7*  décimale  inclusivemeut.  Or,  l’on  trouve  dans 
l’ouvrage  deCallet,  à la  suite  des  tables  ordinaires,  une  autre 
table  qui  donne  les  logarithmes  avec  ao  décimales;  ainsi  l’on 
pent  toujours  prendre  ces  logarithmes  avec  deux  ou  trois  déci- 
males de  pins  que  dans  les  tables  ordinaires. 

Cela  posé,  soit  à former  la  5'  puissance  de  29;  on  a (n“  a 16) 

lod  (29)*  = 5 log  29;  , * "* 

.or  log  29  = 1,46*397998, 

d’oà  5 log  29  = 7,311989990,  J- 

' ûtanl  3 unités 4>^”996o 

• 4i^"9668  = log  2o5i  I. 

Différence 82^  3a 

Différence  tabulaire . . . 1 . 212 


= o,i«; 


donc  ao5(  i i5o  est  le  nombre  cherché  à uru  dixaine  près< 
Soitencore  proposé  d’évaluer  (a)^.  \ 

f 

On  a log  3 = 0,3010299956; 

d’où  ^ • ,64  log  a î=  *9,2649197184  > 

Otant  i5  unités,  • 4>®®^â*,97 

4*^659022  = log  18446^ 

Différence 176  I 176  , 

=®>74- 


Ainsi 


Différence  tabulaire.  235  | 235 
4,2659197  = log  18446,74. 


Donc  le  nombre  cherche  est  1 8. 446*  74® -ooo.  000. 000. 000, 
à dix  Irillions  près;  c’est-à-dire  que  les  treize  derniers  chiffres 
ne  peuvent  être  donnés  par  les  tables;  mais  on  est  censé,  dans 
ces  sortes  d’exemples,  n’avoir  pour  but  qnc  de  se  former  One 
idée  de  la  grandeur  du  nombre;  et  l’on  voit  avec  quelle  promp- 
titude on  ^ parvient. 


Soit,  pour  nouvel  exemple,  à évaluer 


Voici  le  tableau  des  calculs,  en  emplojant  les  cumplémeM 
et  sans  les  employer  : . : t.  - . - -f 
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Par  compUmens, 

log2=  O , 3Ô 1 0299956 

c.Iog3=  9,5228787453 


3S3 

San»  complémena. 

log 3 = 0,4771212547 

0,8010299956 


log  2 = 


3 = — 0,1760912591 

iilog^  = — 1,9370038510 

a}0tttADt  4*  ^ 

on  obtient  4>®629g6^K  ^ 
Iæ  reste  du  calcul  est  le 
même  que  ci  à côté. 


logj  = — 1.8239087409 

11  log  2 = — 2.0629961499 

ajoutant  6 > , 

on  obtient  4>o63996>* 

Le  nombre  correspondant  à 
ce  logarithme  est  ii56i,02; 
donc  0,01  i56ioaestIe  nombre 
demandé,  à 0,00000001  près. 

Extraction  des  racines.  Il  suflif,  pour  cette  opération,  de 
prendre  les  logarithmes  avec  sept  décimales. 

On  demande  la  racine  7'^“'  de  1162049. 

On  a (u°  216), log  V^i  162049;=!  log  1162049.  ■ 

Di  [T.  tabni.  8^4 

Oîtf.denomb.  0,49 

log  11^20,49=  0652244  1 3366 

Donc  logi  162049  =6,0652254 


log  11620=  0652061 

I«g  Ii6jto, 4g— log  11620  = . i83 


-log  1162049  =0,8664606 


ajoutant  4, 


*49^ 

183,26 


..il 


4.8664606 

4,8664587  = log  73529. 
Différence 19  } ig 


Différence  tabulaire. . . ’Sg  j 5g ~ 
donc  4>8G646o6  = 1<^  73529,82. 

» • 

Ainsi  7 ,352932  est  la  racine  demandée  i o , 00000 1 près 

* 

^3 
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^ * Il  >■  I ■ 

Soil  à ôvalucr  \J — ; ou  al.  \J  ~r('og*3  — 

V 27  V 27  PI 

, Par  cvmpUmeiis. 

J.  i3  = I, Il 3g '[335 

rompl.  1;  27  = 8,56863634  ‘ 


1.  _ — — 1.68357959=^  Il  -{-  10,68257959 
27  ' 

i3 


-1-  I.  1_  = — 1.97114360  [ 
1 1 27 


ajoutant 
on  trouve 


4,971  i436<y=  log  93571 ,4<>  - 

Donc  la  racine  demandcje  est  0,9357149,  à Ojooooooi  pn». 
On  trouvera  pareillement 
7 ■ 


v/(^ 


\5  , _ s ^ 

• ) =s  1 , 154118;  (73^  = 1 1047390000000  ; ^ 


9/ 


' (0,0457)'*  = 0,000000000000000082984. 


0 

226.  Calcu/  lies  expressions  algébriques  par  logaril/ivies.' 
Supi>o5onsquc  l’on  ait  trouvé  ^ur  la  valeur  de  rinconnue  d’un 

. 1/  (a*  — ù*).3ct  , , 1 , 

problème,  l’expression  x = ■■  r-=- , cl  qu  eu  donnant 

\/{a+b).\/cd 

h a,  b,  c,  d des  valeurs  particulières,  on  vcu^dlc  obtenir  la 
valeur  numérique  correspondante  de  cette  expression;  on  peut , 
parle  moyeu  des  logaritbincs,  ramener  la  question  à n’avoir 
([ue  des  additions  et  soustractions,  de  simples  multiplications  cl 
divisions  à effectuer.  ^ ’ 

Ou  a,  en  effet , d’aprèa  les  propriétés  n“*  2i5  et  216, 


1.  X = l.  \/(o*  — é*) . 3«  — I.  S'’ (a  -\-b')  Y cd. 
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Maiil.l/(a-— =5[l-  (a +6)  4-1-  («  — I.  3+Lo} 


et  1 V (û4-6)  »/  frf  = i f 1.  (a  4.  i)  + i 1.  c . i I.  ^ 
a ■ a a . 

UODO 

L JC  = 2 [I.  (a  -f-  i)  -f.  1.  (a  — i)  4*  !•  3 -j- 1.  a] 

i 

expression  qui  n’ofTrira  plus  que  <Jcs  additions , soustractions  et 
de  simples  divisions  à effectuer,  lorsque  a,  b,  c,  d seront 
donocs  numériquement. 

Soient,  par  exemple,  a =60,  5=1 5,  c=i6,  d=g;  l’ex- 
pression devient  \ 


— 3 H-  7®  4- 1*45 4-1. 3 4- 1.60]  — ifl.  05.411.  i64ij.gj^  , 

calculant  séparément  la  somme  qui  est  entre  les  deux  -premiers 
crochets  et  la  somme  qui  est  entre  les  deux  autres,  puis  pre- 
nant le  tiers  de  la  première  et  la  maitiè  de  la  seconde,  on 
trouvera 

1.  X = 1,92-84875 — 147712125, 

ou  I.  X r=  0,4507275;  O 

donc  x = a,8a3io8. 


Soit  encore  l’expression  x = 3oi  4 b^ 

> o‘ — 3o*6  4 4^*®*  ' 

On  peut  d’abord,  en  mettant  en  évidence  le  facteur  a’ au 
numérateur,  et  le  facteur  a*  au  dénominateur,  présenter  l’ex- 
pression sous  la  forme  . -1  * 
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CALC0L  de4  Exrntssrotts  alcéoriqUes 

'' Posons  mabtcnant  m=— -,  ” — > P — «3> 

' a{ia  — ri  + p) 

l’expression  devient  x — a—ib  + m ’ >: 

ou,  appliquant  les  logarithmes, 

1.  xi=l.  o-l-l- "+P)  — — 35  + m),  , 

* 

exoresôion  facile  à calculer , dès  que  l’on  aura  trouvé  les  valeurs 

4/;‘c  _ 36’  _ i» 

de  n»,  n,/>.  Or,  les  équations  »»=--»  ^ a^’  ' 

t 

donnent 

l.i»  = L44-aVi  + l-c  — al.fl,  l.n  = 1.3  +,31.6— al. a, 

^ " I 1.^  41. 6 ”31.  fl.  .■ 

L’artifice  de  ces  transformations  consiste  à ramener  1 expression 
fractionnaire  à une  autre,  dont  tous  les  termes  soient  Unèairea 
ou  du  premier  degré,  en  calculant  séparément  d’autres  expres- 
sions qui  ne  renferment  que  des  multiplications, divisions,  for- 
“malions  de  puissances  à effectuer. 

On  trouvera  de  même 

P > ■ . 

1.  ?JH^*=1. (a  + 6)  +1.  (a  ” b)  4-comp.l.  6 +comp.l.d— 20, 

bd  '..V.  , 

n’— a6g*+6^ — ^ rr+l-fa— 26-t-/z>4-comp.l.Cfl — h-\-h') — 1 o, 
a* — 6fl+4‘‘d  ^ 

h et  h'  ctanrcalculcs'd’après  les  formules 

, /tA=1.6  + al.r  — al.fl,  ' 

■ -'  u, '=1.44-1.0  + 1.  d — l.fl. 

■ tf  , • 

Équations  expoiientielUs.  Nous  avons  exposé  (0*209) 
wue  méthode  pourTésoudre  l’équation  a^.=zb  , cl  nous  en  avons 
déduit  la  théorie  des  logarithmes;  mais  actuellement  que  les 
tables üopt  construites,  rien  n’crapéche  d’en  faire  usage  pour 
résoudre  oei  sortes  d équatimis.  , 
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Or,  si  l’on  prend  les  Ic^ritbmçs  des  deux  membres  de  l’érjua- 

lion  o*=  i , il  vient  (n“  216)  jxl-fl  = l i;  d’où  = j — • 

• ' 1* 

Reprenons,  par  exemple,  l’équation  3*=i5,  quî,pârla 
méthode  du  n®  209,  a donné  x=  2,465,  à 0,001  près;  oa. 
déduit  de  cette  équation, 

o;=— = iîi^^'?^  = 2^65  ^ 

1.  3 0,47712125 

f 

L’équation  a*  = b,  est  dite  une  «i^i/ation 
premier  ordre  ; mais  on  peut  avoir  des  équations  de  la  forme 

a*  ~c\  a*  =d. ...)  on  les  appelle  ex7K>/i«/i* 

lielles  du  deuxiimcj  troUu-me. . . ordre. 

Pour  SC  former  une  idée  de  l’expression  a*  , il  faut  concc* 
voir  que  b soit  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué  par 
et  que  a soit  ensuite  élevé  à une  puissance  d’un  degré  marqué 
par  i*.  t 

De  même,  a*  indique  qu’après  avoir  élevé  c ii  la  puissauge 
d’un  degré  marqué  par  x,on  a ensuite  élevé  ù à In  puissance  d’un 
degré  marqué  par  c*,  et  enfin  que  a est  élevé  à une  puissance 

d’un  degré  marqué  par  b‘  . 

D’après  ces  notions,  prenons  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  l’équation  a*  c=  c;  il  vient  i'XLn  = l.  c; 

la  C 

d’où  ô*  = I.  j— ou,  prenant  de  nouveau  les  logarithmes, 

,,  , , 1.  c , , , , , 1.1. r — l.l.a 

xXLo  = I.  j — = 1. 1.  C'— 1. 1.  a;  donc  x=i , , — — . 

!•  a 1.6 


[I.  c étant  une  fraction  décimale,  on  peut  en  déterminer-  le  loga- 
rithme d’après  les  tables,  comme  on  détermine  le  iogarithin^ 
d’un  .tout  autr?  nombre.] 

Soit  chcore  à résoudre  l’équation  n**  = d. 

Prenant  les  logarithmes,  on  a ù?*X  k>ga  = log<f', 


â 


S6tf  CALCOL  DBS  KXFRBSSIONS  AtOÊBBIQVES  i 

• \.  lî 

d’où  b‘  = j— prenant  de  noureau  les  logarithmes , 

J*~'  ~ • opérant  sur  cette  équation  cun^nm  sur  les 
précédentes,  ^ . 

< X I.  c = 1.  — i.  cu.d— u.a)-i.  i.é-, 


donc 


i.é 

l.(l.l.  d— >1.1.0)  — 1.  l.ft 
1.  c 


, On  résondraît,  par  nn  procédé  semblable,  les  équations  expo- 
nentielles d’un  ordre  plus  élevé. Ces  formules  sont  exactes,  con- 
sidérées oi^éri^ttemenf,'  mais,  dans  les  applications,  il  est  aisé 
de  voir  qu’elles  donneraient  des  valeurs  peu  .ipprochées,  et  l’on 
ne  pourrait  même  se  former  une  idée  bien  juste  du  degrc/d’ap- 
proxiraation.  0 *-■  ^ 

228.  Remarque.  11  peut  arriver  qnc,  dans  le  calcul  des  oxpres- 
•ioaa  algébriques , on  soit  conduit  à prendre  le'logarithmé  d’un 
amnbre  négatif. 

<1*  •— 

Soit,  par  exemple,  k calculer  l’expression  x = ; 


OD  a l.  X = 1.  (« -f- i) -l-l.(o  — é)  — I.  c. 

Si  l’on  suppose  a<é,  1.  (a— i)  devient  1.  (—/»). 

Comment  faut-il  interpréter  ce  résultat? 

Commençons  par  faire  observer  que,  dans  tout  ^slèmede 
logarithmes  > -tes  nombres  négatifs  n'otft  pas  de  logarithmes., 
£d  effet,  si  la  hase  est  positive,  il  ii’existo  (n°  21 3)  aucune 
puissaimc  de  cette  base  qui  puisse  produire  un  nombre  néga-* 
tif;  niais  on  ne  peut  prendre  une  hase  négative;  car  cette 
quantité  élevée  k ses  diverses  puissances  produirait  des 
nombres,  les  uns  positifs^  l|Bs  antres  négatifs;  or,  le  caractère 
d’une  hase^  c’est  de  pouvoir  produire  tous  les  nombres  consé- 
culifi,  lorsqu’on  l’élève  à des  puissances  qui  croissent  .progres- 
aivement. 

Ainsi,  il  en  est  du  logarithme  d’un  nombre  négatif  coa^mc 
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tle  »a  raciue  cai  rc«,  cjualricme. . . , - 1.  ( — //*)  est  une  o«pre*- 
iiun  al»urtlc  ou  imaginaire. 

En  vain  chercherait-on  à infinner  celte  proposition  par  le 
raisunnenicnl  suivant', 

On  sait  que  ( — — donc,  en  prenant  les  logarithmes 

de  part.ct  d’autre,  2 1.  ( — — m,  d’oùl.(  — m)=  l.  m. 

Ce  raisnnncnieut  pèche  en  ce  point,  que  l’on  pose 

1.  ^ — /n)»=2l. ( — m),  d’aprè»  la  propriété  du  n“  216 ^ or, 
celte  propriété  suppose  que  l’on  puisse  avoir  l’équation, 
— 77»  = fl-*,  c étant  positif,  ce  qui  est  impossihlc. 

Revenons  à notre  objet.  Il  peut  se  présenter  deux  circons- 
tances : 

Ou  bien , les  logarithmes  ne  sont  employés  que  comme  nri 
moyen  plus  simple  de  trouver  la  valeur  numérique  de  l’es  pres- 
sion; c'est-à-dire  que  le  calcul  par  logarithmes  est  alors, im 
calcul  purement  auxiüairej  cl  son  emploi  n’est  pas  huüspen- 

n«  — fc* 

sable.  Tel  est  le  cas  où  se  trouve  l’expression  x= — - — , 

qui  pourrait  être  calculée  directement , sans  le  secours  des  lo- 
garithmes. Elle  est  négative,  puisqu’on  a supposé  a<^b;  niais 
si  l’on  veut  aljsolument  calculer  sa  valeur  par  Ic^arilhmcs,  on 
doit  commencer  par  en  changer  le  signe , ce  qui  donne 


b'— a* 


d’où  i.  r 


s=  1.  (i-f-o)  -+-1-  (ù  — a)  — 1.  r. 


expression  qui  ne  renferme  plus  que  des  logarithmes  de  nombres 

* Il  . • 1 — ““ 

absolus;  et  lorsqu’on  a obtenu  la  valeur  numérique  de , 

il  sulTit  de  prçndrc  le  résultat  avec  le  signe  — . 

Ou  bien  J l’emploi  des  logarithmes  cstmdispcnsable  pour  trou- 
ver la  valeur  d’une  inconnue,  et  alors  l.(— /»)  dénote  une  absur- 
dité ou  une  impossibilité  de  la  question. 

Soit , par  exemple , l’équation  3-*=  — 9. 

En  appliquant  les  logarithmes , on  trouve  x 1.  3 = I.  — 9., 
équation  absurde;  et  en  eflèt , à quelque  puissance  que  l’on  élève 
3,  il  est  impossible  de  produire  —9. 


I 


S6o  APPUCATIOK  AUX  PB0F0HT10K!I 

Hésumoti»  : Toutes  lesibis  qu’cn  employant  les  logarithmes^ 
orna  pour  but  de  trouver  plus  simplement  la  valeur  numérique 
d’une  expression  proposée,  I.  ( — m)  indique  seulement  un  ou 
plusieurs  changemens  de  signe  à faire  subir  aux  quantités  qui 
entrent  dans  l’expression  proposée,  avant  qu'mon  ne  jui  applique 
U calcul  logarithmique.  . ' 

Mais  si,  pour  résoudre  une  équation,  on  est  obligé  d’avoir 
recours  aux  logarithmes,  l’expression  1.  ( — m)  est  un  symbole 
d’absurdité  analogue  aux  racines  de  degré  pair  des  quantités 
négatives. 

aag  Proportion»  »t progre»»ion»  par  quotient. 

* » IfC 

Soit  d’alrard  la  proportion  albll'c  : onen déduit  t 

d’oi,  en  appliquant  les  logarithmes.,  1.  x = I.  A + !•  c — 1.  à, 

Oo. y la.  lA:lc.lx, 

ce  qui  pronve  que,  »i  quatre  nombres  forment  une  proportion^ 
leurs  logarithmes  forment  une  équidifférence^  dont  le  4*  terme 
est  le  logarithme  du  4*  terme  de  la  proportion. 

Soit  maintenant  une  progression  par  quotient 

a \ b c X d e : f \ g h I 

Il  résulte  de  la  déCnition  (n”  199),  qu’on  peut  l’écrire  ainsi: 

a b c ^ f 

' ’ b~~c~d~e~f~g  ’ 

d’où , prenant  les  logarithmes  de  part  et  d’autre. 


l.?  = I.-  = LÎ  = l.-  = l.i. 


b , "c  ~ d " e "f 
' ou  bien,  * 

l.a  — l.A^l,A— l.c  = l.c— l.:f=l,rf— l.e  = l.r— 1./, 
ou  bien  enfin , 4 la.  lA.  le.  Irf.  le. . . ; ^ 

donc,  si  des  nnndtres  a,  b,  c,  d....  sont  en  progression  par  quo~ 
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. lUnlj  Uurs  logarithmes  sont  en  progression  par  différence.  La 
réciproq^  est  évidente. 

Cette  *oposrtion  rapproclie  la  délinition  algébrique  des  lo- 
garithmes (n"  2i4)  de  la  déCnition  que  l’on  en  donne  en  Arith- 
métique : les  logarithmes  sont  des  nombres  en  progression  par 
différence  t correspondant  terme  pour  terme  à des  nombres  en 
progression  par  quotient, 

N.  D.  Nous  avons  déjà  fait  connaître  ce  rapprochement  dans 
notre  Traité  d’Arithmétique  (n“  280.) 

C’est  surtout  dans  la  résolution  des  questions  relatives  aux 
progressions  par  quotient  que  l’emploi  des  logarithmes  est  utile. 

1°.  Si  nous  appelons  u le  dernicr.terme  d’une  progression  par 
quotient,  on  a (n“  200) 

K e=  oq*~',  d’où  l.  is  = 1.  a -f- (n  — >)l-7* 

Soit,  par  exemple,  proposé  de  trouver  le  20*  terme  de  la  pro- 
. 3 Q 27 

grcssion  i : - : , : : — 

La  formule  devient  , 

l.M— 1. 1 -f  ig  (1.3  — I.2)  = i9(1.3 — 1.2),  [cari.  1=0], 
et  l’on  obtient,  tout  calcul  fait,  , 

1. 1»=  3,3457339=1.  2216, 84;  I . 
d’où  «=2216,84  à 0,01  près. 

2°.  Si  l’on  veut  insérer  entre  deux  nombres  donnés  a et  b un 
nombre  m de  moyens  proportionnels,  on  a pour  déterminer  la 
raison  (n®  206) , la  formule 


q = y/-;  d’où  L q ■ 


1.  b — \a 

TU  I 


c . , - - . , 1.  i5  — 1. 2 

Soit  « = 2,  o = i5,  m = 5o;  il  vient  I. q = s , 


et  l’on  obtient,  tout  calcul  fait,  l.q=o,oi7i58i  =1.  i ,040299^ 
donc  q = 1,040299. 


36a  QUESTIONS  nELATivrs 

Veutkm  calculer  dii'ectenieiit  le  ao"  moyen  proportionml  j 
qui  est  le  ai*  terme  de  la  progression  ; l’on  a ^ 

/î'/iSN”  . 1 I , 20  (log  i5  — la) 

*5^ •> 

oo  , tout  calcul  fait,  1.  a;  = o,644'9i3  — l-4i4°74®9 > ainsi  le 
ao*  moyen  proportionnel  est  4»4®7489-  ’ 

3®.  On  a trouvé , n®  20 1 , pour  l’expression  de  la  somme  des 
termes , 

S = !2I:2  rs  d’oJ,  '1.  S = 1.  â+ 1.  f y I )—  1.  (q—  i ). 

On  voit,  d’après  celte  formule,  qn’il  faut  commencer  par  cal- 
culer l’expression  q",  en  posant  I.  q"  =n  I.  q,  après  quoi  l’un  en 
conclut  aisément  q" — i,  et  par  suite,  1.  (y*  — t).  ^'ous  aurons 
• bientôt  occasion  d’applitjaer  cette  formule. 

4°.  Connaissant  a , ç cl  u dans  la  formule  u = oy"~',  on  peut 
demander  la  valc|ir  de  n.  Or , 011  a 

■ I.  « = !.  a-f- (n— i)  I.  g;  d’où  n=i-f-— 

•y 

Soit  à trouver  le  nombre  des  termes  de  la  progression  dont  le 
premier  terme  est  3,  la  raison  2,  et  le  dernier  Gi44-  O»  a 

•s 

. , I.6144 — 3 3,3ii32oq5 

«==  I -f = I 4.  = , 4-  1 1 = 12  ; 

1.2-j^^.  0,30102999 

„ ^ 33 11 32995  . . , . , 6 

(Icquoltrnt  — est  égal  a 1 1 + r ; ni.iis  on  nc- 

‘ 3oio2()99  ° 30102999 

glige  la  fraction,  commcprovcnantdc l’emploi  des logaritbmcs). 

a3o.  Qiualioiis  nlatives  à Vintérit  compbsè.  Une  des  appli- 
cations les  plus  importantes  des  logarithmes , est  celle  qu’on  en 
fait  aux  questions  sur  l’intérêt  de  l’argent. 

t’oEMièRE  QUESTION  cisisALE.  Une  nomme  quelconque  étant 
placée  pendant  un  certain  temps j à un  taux  d’intérêt  déterminé^ 
et  EN  INTÉRÊT  COMTOSÉ,  c’est-ù-dire  dans  la  supposition  que 
l’intérêt  de  chaque  année  s’acciunule  avec  le  capital  de  l'eOinée 

t 

i . 
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pricèdtnte,  on  demanda  r.a  çua  doit  devenir  cette  tomme  au  bout 
du  temps  donné  ? •• 

Désignons  par  a la  somme  placée,  par  n le  nombre  d’années, 
et  par  r l’intérêt  que  rapporte  i fr.  par  an  ( ce  n’est  autre  chose 
que  le  loo*  du  taux  de  l’intérêt  de  loo  fr.). 

Puisque  1 fr.  rapporte  r,  une  sounne  a rapportera  ar,  au 
bout  d’un  an;  ainsi,  k la  fin  de  la  première  année,  le  ca(^ital  a 
aéra  devenu  a-^ar,  ou  a ( i r). 

Soit  a(l  -f-r)  = a';  ce  nouveau  capital  deviendra,  au  l>out 
de  la  seconde  année,  ô'(i  + r);  donc  le  capital  primitif,  ou  n, 
sera  devenu  lui-même  a'  (i  -f-  r) , ou  a(i  -1-  r)*. 

On  obtiendrait  de  njême,  an  Iwut  de  la  3*  année, 
et  en  général , an  bont  de  la /»**“' année , . .....  a(i-f-r)". 
Donc,  en  exprimant  par  A cette  valeur,  on  aura  l’équation 

A = a(i-^r)“,  d’où  1.  A = l.  n -f-n  X !•{>  + r). 

AppUcalion.  On  demande  ce  qu’une  somme  de  3o  ooo  fr., 
placée  en  intérêt  composé,  à raison  de  5 pour  loo,  doit  rap~ 
porter  au  bout  de  3o  ans? 

Il  suffit  de  faire,  dans  la  formule  précédente,  ' 

5 ^ 

. asSoooo,  n = 3o,  r= — .-=:o,o5;  .r. 

lOO 

- 

• .«  < 

J * 


ce  qui  donne 


■■  i 


I.  A=  1. 3oooo  -J-  3o  I.  (i  ,o5). 
L I ,o5  = 0,021 189299  ; • 

3ol. i,o5  = 0,63567897 
l.doooo  = 


l.  A = 5,1128002a  '=  1.  129658,27. 
Donc  A = 129968',  27. 

La  formule  A = a (i  -f-  r)*,  renfermant  qnalre  quantités  c,- 
r,  n.  A,  donne  la  solution  de  quatre  problèmes  diflërens  : 

I*.  Déterminer  A,  connaissant  a,  r «r  n;  c’est  la  question 
(pic  Pon  vient  de  résoudre. 

2".  Déterminer  la  somme  'qu'il  faudrait  placer  actuelle- 


V. 


■ .» 


I .'Diflitiz 
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ment  J pour  retirer,  au  bout  rie  n annieij  unt  tomme  A,'  en 
eupposaut  ctgtilal  ' plat^ê  en'*intMt  composé,  à raitbn  de 

r pour  \ fr.  ^ 

Or,  de  l’équation  A =:  a ( i r)*,  on  déduit  J i 

^ 1.  a = l. À — ni.  - 

et  cette  nouvelle  formule  donnera  la  talcui'  de  a. 

Cette  seconde  question  constitue  la  rèple  A^escompte  oopt- 
potie^  car  elle  revient  à trouvèr'ta  valeur  actuelle  d’une  somme 
A payable  dans  n années,  eu  ayant  égard  à l’intérêt  de  la  somme 
et  aux  intérêts  des  intérêts.  - ' .1  ' • 

3”.  Déterminer  le  taux  d’intérêt  auquel  on  doit  placer  une 
somme  a , pour  retirer,  au  bout  de  n années,  en  intérêt  oom~ 
posé,  une  autre  somme  A.  ' • ' 

\ ■ V-'  > • -1 

' La  formule  serait  1+  r=  d’où1.(i+r)'=;î-^-- . 

Connaissant  | + r,  on  en  déduirait  facilement  r,  et,  par  suite, 
le  faux  d’intérêt  pour  100  fr.  ^ . '■ 

, 4°’  £nlin , dilermirier  U fempe  pindattt  lequel  une  somme  a 

doit  être  placée  en  intérêt  composé,  à raison  de  r pour  i fr., 
pour  rapporter  une  somme  A.  . ' " ^ . 

La  formule  serait  n=  l~ — ; • * '. 

...  • . ,.l(i  + r) 

'f*  * 

Si  l’on  voulait  que  A fût  double,  triple,  quadruple 

' de 'a,  la  formule  se  simplifierait.  . 

Soit  en  effet  A = i-.«5  la  formule  A = a(i -f- »■)’>  *® 

1.  i * • 

réduit  à éa  = c(i4-r)*,  d’oû  « = , ■ , — r;  ■ 

’ !•  (.*  *r  is  .•> 

c’est-à-dire  qne  la  valeur  de  *n  est  indépendante  Bu  capital 

placé  primitiuement. 

SzcoNDB  "QUESTioir  cê^êRAI.z.  Déterminer  quelle  somme  U 
faudrait  placer  actuellement  pour  recevoir,  à la  fin  de  chaque 
année,  une  somme  déterminée  b J de  manière  à être  entière^ 
'ment  remboursé'  du  ‘capital,  des  intérêts  du  capital  et  des 


t . 
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intérêts  des  intérêts  j après  un.  nombre  n d’années  j F intérêt  étant 
a.  r pour  i fr. par  an? ■ 

Soit  a Ja  somme  cherchée,  cc  capital  deriendrait,  au  bout 
dé  n artnées,  a (i  + ^)*> 

11  faut  donc  qit’cn  déterminant  ce  que  les  sommes  payées 
ebaque  année,  deriennent  au  bout  de  la  la  somme  des  ré- 
sultats soit  égale  h n (•  d-  r)*. 

Or , b donné  à la  Gu  de  la  première  année , ou  au  commence- 
ment de  la  seconde,  devient,  au  bout  de  la  i (i  -f- 
De  même,  b donné  à la  Gn  de  la  seconde  année,  ou  au 
commencement  de  la  troisième,  devient,  au  bout  de.,  la 

A(i-J-r)— *. 

On  trouverait  de  meme  t(i  +r)  , i, 

pour  les  valeurs  des  autres  sommes  é , au  bout  de  la  année. 
On  a donc  l’équation 

a(i+r)*=s 

i ( , + r)  — H- i ( I + r) -* -h  6 ( I + r ) -»  + . . . + i ( 1 4>  r)  + 6 i 

mais  le  second  membre  de  cette  équation,  considéré  dans  un 
ordre  inverse,  est  évidemment  la  somme  des  termes  d’une  pro- 
gression par  quotient , dont  le  premier  terme  est  b,  la  rai|on 
1 4-r,  et  le  nombre  des  termes  n. 

Ainsi , cetÏB  sommo  a pour  expression  (n®  3#i),  * ■ 


bli^ry^b  feC(i+r)^-0 

l-f-r — l r ‘ 


■l  « 


donc  cnGnt  l’on  a l’équation 

d’oi. 

^ ^ ' r ’ r(»-fr)«  ' 

% 

ou,  appliquant  les  logarithmes, 

1.  a = l.i  +1.  [(t -!-/•)" — i]  — 1.  r — «1.  (i 

Cette  nouvelle  formule  renfermant  quatre  quantités  a,  b,  r,n, 
donne  aussi  lieu  à quatre  problèmes  ditfiirens. 
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. Voici  ks  énonoÉs  de  plusieurs  questions  qulse  rattachent  aux 
précédentes. 

Ob  demande  pour  combien  d’années  on  doit  placer  une  somme 
a,  eh  intérêt  composé ^ ù 5 eSd  lo  pour  loo,  pour  douLUr  cettà 
somme  ? v , 

( Uép.  k 5.p.  2 , i4‘""  3*^* ; à lo  p.  1 , 7-"  3•<’^) 

On  demande  la  %omme  que  l’on  doit  placer  à présent,  pour  re- 
tirer pendant  I3  ans  et  à la  fin  de  chaque  année,  une  somme  de 
tSoo  fir,,  de  manière  à être  remboursé  entièrement  du  capital  et 
des  intérêts  au  bout  de  ces  doues  années,  l’intérêt  étant  'jf  So^ 
p.  I par  an?  ‘ . ' ' ' ' 


{Rép.  ii6o3,gi.) 

• . . * * . 

Un  particulier  a acheté  un  bien  de  looooo  yr.,  qui  doit  être 

payé  en  i5 paiemens  égaux,  en  ayant  égard  aux  intérêts  des  in- 
térêts ; le  taux  pour  chaque  intervalle  de  paiement  est  de  5 p. 
On  demande  de  combien  sera  chaque'-paiement , ou  la  quotité 
de  chaque  paiement?  ^ ® 

’ 9634,33.).  . . ^ - ' 

’ Un  nombre  donné  d’ hommes  a,  augmente  tous  les  ans  dm 
la  .Centième  partie  de  ce  qu’il  était  Vannée  précédente  ; com- 
faut-il  d^ années  pour  ^ué-oe  nombre  deoiemie  \ofois  plus 

grand?  * ‘ I 

H . •V  ...  . 

(ifi-p.  73i“"' environ.)  . , 

On  tire  chaque  jour  d’un  baril  de  \ 00  pintes  de  vin,  une  pimtr 
qu’on  remplace  au  fur  et  à mesure,  par  itne  pinte  d’eau;  dé- 
terminer, I*.  combien  de  vin  il  restera  dans  le  baril,  lorsqu’on 
aura  remplacé  la  5o'  pinte;  a”,  dans  combien  de  jours  le  vin 
sera  réduit  à la  moitié,  au  tiers  ou  au  quart? 

(f  - ^ ^ ^ . I ■ 

Réponse  k la  première  partie  de  la  question , - . 

Réponse  è la  seconde  partie,  pour  la  moitié,  1 og'* 
pour  le  tiers,  et  1 38^'“"  pour  le  quart. 
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5 V.  Séries  logarithmiques  et  exqwneniieUes. 

La  mijtho<1c  exjtoste  ii“2og,  pour  réooudrc  l’équalion 
«uIHsail  potir  donner  une  idée  de  la  coiistrticlioii  des  tables  de 
logarilbnics;  niaij  celte  iiiclhode  est  trhs  lai>oricusc  et  même 
iiu praticable,  lorsqu’on  veut  déterminer  la  valeur  do  x avec 
U U grand  degré  d'approximation.  Les  analj'slcs  ont  découvert 
des  métbodes  beaucoup  plus  expéditives,  soit  pour  construiro 
de  nouvellea  tables,  soit  pour  vérifier  celles  qui  existent  déjà. 
Ces  métbodes  consistent  dans  le  développement  des  logarithmes 
Cil  série. 

aSi.Soil  J'  un  nomb/c  dont  on  demande  lo, logarithme  déve- 
loppe en  série;  et  appliquons  la  méthode  des  coelïicicn.s  indé- 
terminés (n®  189). 

' U est  d’abord  visible  que  l’on  ne  peut'supposcr 

1. 9' = A 4- + Cj-*  4- 4- etc.  ;•  \ 

car  si  l’on  £ait9'=o,lc  premier  membre  se  réduit  (0*219) 
ù l’infini  négatif  ou  à l’infini  positif,  suivant  que  la  base 
est  plus  grande  ou  plus  petite  que  i ; tandis  que  le  second 
membre  se  réduit  à A,  qui  devrait  alors  être  de  même 
nature. 

On  ne  peut  supposer  1.  = Aj' 4*  • • • » 

puisque9'  = O donne  1.  o ou  — eo  =0; 
mais  si  l’on  met  y sous  la  forme  i 4~  a; , et  qu’on  pose 

•» 

l.(i4-ar)  = A.c-f  Bx*4-Cx’-f.Bj4  4-.  ...(i),  . 

en  faisant  x = o , l’équation  1.  1 = 0,  qu’on  obtient,  ne  pré- 
sente plus  aucun  caractère  d’absurdité. 

Tâchons  donc  de  déterminer  les  cocfliciens  A,  B,  C. . . . 
PourceU,  imitons  le  procédé  suivi  (ii“  190),  et  remplaçons  » 
par  s;  il  vient 
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1.  (i  + s)  = As,+  Ba»+Cs'‘  + r)z4 + (2>. 

Retranchons  l’cquation  (2)  de  l’éqnetloa  (1);  on  obtient 

* <* 

1.  (,  +x)— 1.(1  -h  a;=A(:r-z)+B(x*-z'')+C(xW)+....  (3). 


,Le  second  membre  de  celte  équation  est  divisible  par  x — t; 
voyons  si,  par  quelque  artifice,  ou  ne  pourrait  pas  mettre  ce  fac- 
teur en  évidence  dans  le  premier^ 


Or, 


mais  pouvant  être  regardé  comme  un  seul  nombre  u , on 

» + » ^ 


peut  développer  1.  (1  -f-  u)  ou  1.  *^,commel.(i-hx), 

ce  qui  donne,  ' * 


V f 


SubslituonsCedéveloppementàlat  placedcI.  7“^-  (•  +0» 

' dans  l’équation  (3) , et  divisons  Vés  deux,  membres  par  x — s j 
.'il  vient 


Vl+a'  '(l+i)*  • “'(l  + z)*' ■■ 

s=tA+  B(j;-f-a)-f.C(x*-f-xa-f  a^)-f- 


Puisque  celte  équation  doit,  ainsi  que  les  précédentes,  se  vé- 
rifior^quels  que  soient  x et  s,  posons  x — z\  il  en  résulte 


'A 


— ; — — A -f-  2Bx-}-3Cx*'+4®x^-f-5Ex< 

t -+•  X ‘ t”  • ***  • ' ' 

d’où,  chassant  les  dénominateurs  et  transposant, 


op=A+*B  X -f- 3C 
— À.  A + nB 


X*+4D  x3  + 5E  I x*+... 

+ 3C  +4D 


Egalant  chacun  des  coeiTiciens  des  diverses  puissances  de  x à 
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»éi*o,  on  obtient  la  série  d’équations 

A — A=o,  aB-f-  A=o,  3C  = o,  4D"f'3C=o, .... 
d’oii 

A - A n-  ^ r-  n-  ^ 

A—A,  B — — C_—  J -P+2  . D— 

L.i  loi  de  la  série  est  évidente:  le  coelTicient  du  n}*"‘  terme  est 
égal  à ^ suivant  que  n est  pair  ou  impair;  on  obtient  donc 

enfin  , pour  le  développement  de  l.'fi  + 

. A A . A •*'  <*j5a 

1.(1 +x)  = Ar— — x»  + ^x’— y x<4....  .,j. 

2 ^ 4 : . ,:,p 

/ x‘  ’ x’  .rt  X*  X®  \ 

. ='^(*-T+T-7+T-sr+;v),.i:; 

N.  B.  Par  la  métliotlc  prccédfente,  les  coclIlcicns“B^ C , D, 

E. . . . ont  tous  été  déterminés  en  fonction  de  A;'^mdis^cc?îfer- 
niet  coeflicient  est  resté  complètement  indéterminé.  Or,  cela^ 
doit  être,  d’après  la  nature  de  l’expression  que  l’on  s’est  proposé* 
de  développer;  car,  puisqu’on  peut  former  une  infinité  de 
systèmes  de  logarit limes,  il  faut  qu’il  existe,  dans  le  développe-^^^ 
ment  général  de  1. (i  +•!■),  une  quantité  tout-à-fait  arbi-i-'^’-.' 
traire,  qui  serve  à distinguer  les  i^stèmes  les  uns  des  autres." 
D’ailleurs,  on  a vu  '(n°  ai8)  que. les  logaritbines  d’un  piéme  ' 
nombre,  pris  dan»  deux  systèmes,  ne  dillèrent  que  par  un  fac- 
teur, constant  pour  tout  les  nombres  ; s\us\ , la  quantité  indéter- 
minée doit  être  un  facteur  commua  à toute  la  série.  C’est  donc 
avec  raison  que  l’on  a trouvé 

Le  nombre  A est  (n°  218)  module  dont  la  valeur  particulière 
caractérise  le  système  de  logarithmes  que  l’on  veut  considérer. 

232.  L’bypotbèse  la  plus  simple  qu’on  puisse  taire,  consiste  à 
supposer  At=  1;  cc  qui  donne,  en  dé.signant  par  r(i-f-.r),  ce 
système  particulier  de  logarithmes, 

24  . . ■ 


V 


P/ 
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i A ‘t  h'i 

.T  .V^  ^ 

1 (,  4-,r)  = x—  - + j- 


: I 


Si  l’on  donne  à x toutes  les  valeurs  possibles , on4oirincra  suc- 
‘^,cessiTenicnt  tous  les  logarithmes, de  ce  système,  ^ni  areçu  le 
nom  de  nature/ ou  S}  ait  me  népérien  (du  nom  de  l’in- 

venleiir  des  logarithmes).  Occupous-nous  delà  formation  de  ce 
système,  puisqu’il  sera  facile  d’en  déduit^ ensuite  tous  les  autres, 
soit  en  donnant  à \ diilcrentcs  valeurs , soit  par  la  formule  du 
n®  ai8.  ' i 


Faisons,  dans  la  série  (5) , x = o;  il  vient  1' i = o. 

_ . . ' , „ ■ 111,1 
, Soit  eucorex= i;  U en  resuite  1 2 = 1 — ■;  + =, — , 

. 2 . 3 .4  5-^ 

^ série  très-]>eu  convergente , qui  eslgerail  quel*on  prît  un  très 
grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  une  approximation  suffi- 
sant ^ il  faudrait,  par  exemple,  prendre  les  cent  premiers  termes 
pour  avoir  la  valeur  ^e  l'a,  à 0,01  près  (n®  184).  En  général,  la 
..série  ne  saurait  donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers, 
puis^’on  obtiendrait,  pour  tout  nombre  au-dessus  de  a,  une 
série  dont  les  termes  iraient  en  augni|;ntanL 

Voici  les  principales  transformations  que  les  analystes  ont 
effectuées  pour  conduire  à des  séries  convergentes  et  propres  è 
donner  les  logarithmes  des  nombres  entiers,  qui  sont  les  seuls 
qu’on  doive  placer  dans  les  tables. 


Première  transformation.  Soit  fait , dans  la  série  (5) , x = - ; 


• on 


obtient,  en  olxervant  que  1'  ^i  -f- - j = 1'  ( 

J ' y" 


V Cy+  , + 5ÏÎ  '{(«J 


3j'  4yi 


Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  série  d’autant  plus 
convergente , que  y est  plus  grand  ) d’ailleurs  le  premier  membre 
exprime  la  différence  de  deux  logarithme.s  consécutifs.  Ainsi,  en 
faisant  successivement  y'  = a,3,4iS..*>  ce  qui  donne 


/ 


Digitized  by  Google 


J 


S^RUS  IX>GAB1THM1QUE5. 


3^1 


T3  — l'2  = 5 "I"  "7  — Â7 

2 8 a4  04 


,'4  _ i'3  = 1 --g+  - - 


l'5 


81 

1 


5^ 


l'r  * ' . ' ' ' . 

14  = 7 — — i 

^ , 4 3jï..  iga  1024 


La  première,  série  donnera  le  logarithme  de  3 , au  tnoj-en  du 
logarithme  de  2,  la  seconde,  le  logarithme  de  4i  fonction 
du  logarithme  de  3. . . , et  ainsi  de  suite.  Le  degré  d’approxi- 
mation pourra  toujours  être  apprécié  (n°  >84),  puisque  les 
séries  sont  composées  de  termes  alternatiTemcnt  positifs  et 
négatifs.  , 

Seconde,  transformation.  On- parvient  à des  séries  beaucoup 
plus  convergentes,'  par  le  moyeu  suivant  : ' » 

««s  ■ 

Substituons  dans  la  série  l'(i-4-x)=x 1-.= j +••••» 

— X à la  place  de  x ; il 
vient,. . . . 

et  retranchons  ces  deux  séries  l’une  de  l’autre;  on  olitient,  en 


, 1 +x 


observant  que  l'(i  + x)  — r(i— x)=l‘ 

1 ‘t  ' 

■'jéf =»(-+? +ÿ+^+|+-, 

Pour  que  le  second  membre  soit  une  série  très  convei’gente, 
il  faut  que  x soit  une  fraction  très  petite,  et  dans  ce  cas, 

' est  plus  grand  que  l’unité,  mais  en  difiere  fort  pem 

1 ••  X \ ' 

t X I 

Posons  donc  = i — (a  étant  on  nombre  entier); 


il  vient  (i -f-x)a  = (i»— x)  (*  + 0» 


•i  f 


d’où,  réduisant,  x: 


2*  4-  I 


f »' 
V --î 


37a  siniee  ix>aAiUTUM\QDB«. 

Donc  la  série  précédente  devient  I'  ou  . 

i'(s+ O — 1'^ = =*(^x::îr,  + scai+iÿ  5(ïITT?  ■*■”:)■ 

.Cette  série  donne  également  la  différence  entre  deux  logarithme» 
consécutifs;  mais  elle,  converge  hcaucôup  plus  rapidement  que 
la  série  (6).  ^ 

Soit  fait  suecessiveincnt  z=i,  3,  4>  S....;  nn 


tro„™  r,  = + J 

‘'^-''^=<5+5:51+5:35+^ 

'■'f-''^==Q+4->+$:V-‘5ï:': 


3I+-'-)' 

'ÿ +'■••)’ 
?+■■■•)•  ■ 


Soit  £=100;  il  en  résulte 
1'  loi  '=1'  100  + a (— — h 

> \20J 


• .) ^ 

3(20  1)'  5(20 1/ 


d’où  l’on  yoit  que  Je  logarithme  de  100  étant  connu,  le  pre- 
mier ténue  de  la  série  suffit  pdur  donner  celui  de  lOi , avec 
sept  chiflres  dcciniauT.  • 

♦ Il  existe  encore  des  formules  bien  plus  expéditives , qui  servent 
à donner  de»  logarithme»  en  fonction  d’autres  déjà  connus; 
mais  ce  qui  précède  sullit  pour  donner  une  idée  de  la  facilité 
avec  laquelle  on  pourrait  construire  des  tables. 

. 233.  I^eS' logarithmes  népériens  étant  calculés,  il  est  facile 
de  former  un  tout  aufi*c  svstcnie. 

■Par  exemple,  pour  former  le  système  ordinaire,  il  faut 
(n“  218)  multiplier  chaque  logarithme  népérien  par  le  modulo 

p-yj.  Ce  nombre  a été  calculé  avec  tout  l«  degré  d’approxi- 
mation que  l’on  peut’  désirer,  et  sa  valeur  en  décimales  est 
o ,4342C)44^'9—*  i c’Pst  le  nmduU  propre  à passe r du  système 
naturel  du  système  dont  la  base  est  10. 


,.4> 

*■ 

» -n 
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DfvEI-OPPEMÏNT  DES  EXPOKE!«TIELLES.  3^3 

Ce  module  exprime  d’ailleurs  le  logarithme  ordinaire  de  la 
■ base  du  système  népérien;  car  en  appelant  e ceUe  bas»,  on  a 
ré(]ualIon  e*’ '“  = lo;  d’où,  prenant  les  lagacithjues  dans  le 
svslèuie  ordinaire , _ *■ 


l'io  X I.  e = 1.10=1  done,.  1.  e = 


r 10 


: 0,43429^. 


Comme  les  tables  ordinaires  sonlcenst-es  construites,  01»  peut 
s’en  servir  fiour  ilélerminer  à"t[uel  nombre  correspond  le  lôga- 
rilluue  ci-dessus,  et  l’on  trouve  ; 

0,4342944819.  ' • • = I.  e = 1,  2, ^ 182818284. 

Ainsi,  , « = 2,^182818284.  ... 

Nous  allons  bientôt  parvenir  à ee  même  résultat  par  une 
autre  voie. 

234.  Développement  en  série  de.  l’exponentielle  a*.  La  liaison 
qui  existe  entre  les  quantités  exponentielles  et  les  logarithmes 
[liaison  qui  consiste  en  ce  qnc,  a représentant  la  base  d’nn  sys-  ' 
terne  de  logarithmes,  x est  (n“  214  ) le  logarithme  de  l’expres- 
sion , nous  Conduit  à chercher  .s'il  ne  serait  pas  possilJe  de 
développer  suivant  les  puissances  de  x;  ce  qui  donnerait  alors 
le  développement  d'un  nombre  en  Ibuction  de  son  logarithme, 
question  inverse  de  la  précédente. 

Supposons  donc  ce  développement  trouvé,  et  soit 

ti*  = 1 -f-  Ax  üx*-[-  Cx’  -f-  Dx^  +.  . . . (i)  ; 

si  l’on  fait  x = o,  l’équation  se  réduit  à a°  = 1 , .résultat 
exactj  ainsi^ielte  forme  de  développement  est  admÎMihlc. 

'Pour  déterminer  A,  B,  C,  D.  remplaçons  x.par  zv 

II  vient 

O*  = I Az  -f-  Bi‘  -I-  Cz^  -+-  Dz<  -f-.  . , (2)  ; _ 

retranchant  ces  deux  équations  l’une  de  l’autre,  on  a 
a* — a'=A(x — z)  -f-B(x* — z’)-j-C(x’— z'*)-l-ü(2t' — *i)+— (3) , 
équation  dont  le  second  membre  est  divisible  par  x.—  ainsi 


Digitized  by  Google 


UÉV£LOPPKM£NT 


rt‘(a*-* — i)  = a‘[A.(a:  — a)  + B(x  — z)*-|-C(x  — *)’  + ....]•  . 

Substrtuant  .dans  l’équation  (3),  à la  place  de  a* — a‘,  la 
valeur  qu’on  yiéiA  d’obtenir,  et  divisant  les  dcux.membies  par 
X’  — a,on  trouve 

o»[A  + B(x'  — z)+C(x  — a)*+.  . •]  -V  ' 

= A + B(j  + Z')+C(x’  + xz  + a*)+.  . . 

faisons  maintenant  x = z,  dans  cette  dernière  équation  ; ellc^se 
réduit'à  a*.  A = A aBr  + 3Cx*  + “h  5Ex^  -4-,. . . , 
ou,  remplaçante*  par  son  déloppenient  (0  » . . ' : 

A+ A*x4-ABx’  + ACx’  4-... . = A + 2Bx+  3Cx»  -f  4Dx'.... 

Égalons  séparément  les  coeOiciens  des  mêmes  pui 
tient  les  équations  •'  . ^ 

' • ' A = A,  Â‘=2B,  AB  = 3C, 

iPoi»  l’on  déduit  • ••— 


A*r  - A^ 
A = A,  B = — ^ G = ; 


A4 


2' 

La  loi  de  la  série  est  manifeste;  le  terme  qai,îians  la 

A"' 


A 


en  a re  avant  l||ï^a  pour  expression  -•  f ^ 

On  voit  q^ous  les  doiefliciens  B , Ç;  D sont  exprimés  en 

fonction  du  i^^icicnt  A,  qui  reste  encore  indéterminé;  c’tet-à- 
ikc.que  la  méthode  qui  vient  ne  suffit  pa«  pour  le 

fàitfrdftènir;  mait^il  ti’en  a pas  mi^ns  une  valeur  fixe  , qu’on 

trouve  par  Fartîfice'siri,vant  : ' * ' - ( 

On  peut  lix^tre  a*  soui.lajforme  (i  + a ~ .0*  = C* ’l"  - 

en  posant  ,'Pqur  plus  ® ***  dévelop- 

pant (i +6Kd’aprèsl«M5W^W»  biqome,  oqia  . , 


(’i  =s  1*^ X .b  + A‘-|-x. 


-iAf-... 
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' DES  BXPONENTIEIXES.  , . 3^5 

Si  f daus  cedèreloppemeut , on  ne  tient  compte  que  de  la  pai*-^ 

tic  affectée  de  est  fapilc  de  reconnaître  que  celte  partie  e»t 

/ , . \ 
égale  à — — +_‘j  ^ "5  ■ ■ ■ ■ coefficient  est 

d’ailleurs  représenté  par  A, dans  lascrie(i)idonc,si  l’on  rem- 
place b par  a — i , on  a 


* : _ . . («-0’ 

A = aT-i 1 5 — 


-•  4 


+ ....=b. 


( Il  est  d’usage  de  représenter  par  A ce  second  membre.) 

Substituant  à la  place  de  A dans,  les  valeurs  trouvées  , 
de  B,C,D....,  et  reportant  ces  valeurs  dans  la  série(i),  on  olrf 
tient  enfin , pour  le  dcTeloppeinent  de  a'. 


, . ; 1 1 
a*=i+Kï-l f- 


+ 


i.a.3  ' I. a. 3. 4"^  1-2. 3.4. 

i „ 

a35.  Conséquences.  Si  dans  cette  série,  on  suppose  x=i,- 

A'  . , 

+• } ' 


elle  devient  a = i -f* /t  + 


+ 


1.2  1.2.3  1.2. 3, 4 


d’où  l’on  voit  que^a  est  exprimé  en  fonction  de  A , de  même  que 

l’on  avait  déjà  h en  fonction  de  a k~a — i — ^ ^+-- 

. Cela  posé,  cherchons  la  valeur  jiarticuliferc  de  a , correspon- 
dante à A = ij,  et  désign^^ÿj^  e celte  valeur  particulière;  on 

trouve  e = 1 -f-  1 

série  assez  convergente, dont  ïes  douze  premiers  ternies  donnent 
e = 2, 7180818,  ào,ôpooooi  près  (♦).  I"" 


’fcfV  1 * > . . ♦ , * 

(')  11  CSISM  d^dvmomrer  que  celte  M-riccstledercloppcinciitil'un nombre 

mCOMMEnSURAlLE. 

D’abonl , e ne  peot  ^tre  an  nombre  entier,  car  on  a évidemment  ' 


1*1  1 

a. 3 "^a.3.4 


-•••<: 


a*  a* 


a.3. 4*5 

oc  cette  dernière  secte  csf  une  pcoEcession  pacqitotirm,  décroissante  à l'inliai. 


^7^  développement  * 

. Ce  'nombre  e qui  correspond  à A = , , étant  très  remarquaUB.  ■ 
cbcrcl.ons  le  développement  de  e",  il  suHit,  pour  cela,  de  faille 
dans  la  tormule  (4)  , et  /<=i;  ce  qui  doune 


<*■=1  +or- 


4 


• 


i.a  1.2.3^ 


+ - 


~r  +v  • r 


1.2. 3. 4 

Les  deux  quantités  générales  a et  k ont  cuire  elles  une  autre 
relaUon  u laquelle  on^cut  parvenir  par  le  moyen  du  nombre 
particulier  e. 

^ Eu  effet,  soit  posé  dans  l'équation  (4),  x=  i;  on  troque  ’ 


i+i-f-  —H + . 

i.a  1., a. 3 T,  J. a, 3. 4 


4* ; mais  on  a 


déjà  e=;i  4- 1 4 


1 .2 


I I 

1 . 2T3  ' ■ * ■ ’ a!'~e,  ou  bien. 


qui  (nOao3)  a pour  limite  TuniV.  On  a donc 


d ou  I on  voit  que  e est  un  nombre  compris  entre  a et  3. 

Je  dis,  en  second  lieu,  qu’aucun  nombre  fractiunuaire  eiact  ne  peut  einri- 
laor  la  valeur  tîc  e.  * i 

En  effet,  soit,  s’il  est  possi]  le,  e égal  i « i^ant  un  nombre  entier  <m, 

«ais  > , ; et  poussons  la  .crie  jasqu’l  ce  q.i’on  parvic.mc  aux  te.mcs  dont  le. 
ileiiüiuiiiaicuift  rcnfcrrucia  le  fadeur  n.  On  aura  ",  , 

w 1 I 

s 3 — f,  — >1.  - — 1^  « ^ I î 

où,  muhipliam  les  doux  Hicmiircs  par  a,3-4...n, 

2«3.4*î.  . ,/i—  t,m 

f 

1-" 


4- — î 


.ti.3.4.  ..n  + 3.4.. .«  -f-  4.5.  a.n  ,^'n  4-  j 


-0“  4-. . . 


t • 

y 


u-hi  + ('•-hi){ri  + t)(n+fj 

mai.  le  premier  membre  «le  celle  cpliid  cm  un  nombre  entier;  il  en  est  de 
même  de  la  parue  .tn  second  niciiibte  qui  est  placée  sur  la  première 'ligne 
iwiitomalo;  donc  il  faut  que  la  seconde  i.ariie  suit  ans.i  ini  nombre  eqticr. 
Or  «ela  Mt  imponible , car  cette  .crie  a évidemment  un*  v.dcur  moindre  que 
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Si  l’on  prend  les  logarilhmcs  «les  deux  membres  de  cette 
équation , dans  le  système  dont  la  base  est  e,  il  vient,  à cause  de 

].  e=i  , ' _ J.  a=k,  . - 

I * r 1 («  — 0* , («— 0^ 

ou,  remplaçant  It  par  sa  valeur  a — i 1 5 

, 2 - 

, . («-!)’,  (a -ly  (n-.)‘  . 

l.a  = a-  1 + 

et  si  l’on  pose  a=i -1-x,  d’où  a — 1 =0;^  on  obtient 

1.  (I  + X)_X  — --4- y — J — y + -g 

série  identique  avec  celle  qui  donne  les  logarithmes  naturels  00 
népériens  (n®  232). 


celle  de  la  proge^ion 
• 1 


n+i  (n+O* 

dont  Ja  liniitc  (n»  ao3)  est  , > 

« - /»  " 

I3onc  enfin',  rcealite  — = Q>f-..JL  ■■  ■ ■ «f»  .. ...  est  elle-m^rnc 

n 1.3  1. 3.-5. 4 . 

ImpnMiUc^  et  la  base  jr  i)<c  siursit  être  e'gele  h tm  nombre  commensoroblc. 

/?.  peut  *cmr<r  atimer  ia  limite  r/eTeiTc«rfjuc 

Ton  commlfl  cii  'tomir  v^cnr  de  e 1rs  n premiers  icriues  de  lu  série. 

Car  cette  «rreor  (i^c^U^s-^pcllcroot  X}  égalé  h 





3.3.4.n(n+i)  2i.3.477.Ii(/j 

cVst*>^*dirc  que  Ton  a 

1’—  î ( î (_ L.., «1, 

3.1^. ../)  \rt  -Kl  («  -Ki}(rt  -K  a)  (n 

oiiiis  nous  avons  vu  que  lu  sérié  entre 4pjrcnt1iè5es  est  moindre  que' 


-Tv-f- 


r»  On  a donc 

II 


T < 


ca  qui  prouve  qu’on  P'ntl'lMq'nrm  prcmlre^n  assc*  grand  pour  que  l'er- 
reur ï toit  aa  ihsso^ rtc  ioirro  grandeur  duiincc. 

•i.îcT'',’  ' cnmmuiiitjute  fiar  Ht.  Pommiés.) 

•‘t  ' . .. 


V-  ' 
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3j8  NOTE 

lyoh  l’on  voit  que  e 002,7182818. . . est  la  base  du  système, 
népérien,  résultat  auquel  on  est  parvenu  (n°  a33)ill  suit  en- 
core de  là  que  le  développement  des  exponentielles  en  série  con- 

j..:» ' 


duit  aux  séries  logarithmiques.  )•' 

Nous  verrons , dans  le  dernier  chapitre,  les  conséquences  que 
l’on  déduit  de  toutes  ces  formules. 


Calcul  de  V erreur  que  Von  commet  en  établissant  la  proportion 
que  prescrit  l’usage  des  tables.  ( oy.  u®*  2ai*et  222.), 


a36.  Pour  ne  rien  laisser  à désirdr  sur  la  théorie  des  loga- 
rithme^, nous  nous  proposrrons  il’exauiiiiier  jusqu'à  quel  point 
la  proport  ion  de  l’usaye  des  tables  est  exacte.  Mais  auparavant, 
il  est  bon  de  faire  quelques  remarques  sur  les  différences' qui 
existent  entre  deux  htgarithmes  consécutifs. 

Premièrement.  On  a trouvé  (n“  282),  .v* 


i'OK+Ori'.y=^-rJ?  + 3p 


Désignons  par  m le  module  o,434a....  par  lequel  il  faut  (n®  a33) 
multiplier  jl'(,y-l- i),  pour  avoir  les  logarithmes  ordinaires 
1-  (j  + 0 ; ▼•ent  ^ , 

/!  1*1 

1.  (,y + 0 - I-JK = ^ + 3P  - . ■ , 


\y  2^"-  3y 

d’oJi  l’on  voit  déjà , que  la  différence  de  deux  logarithmes  con- 
sécutifs diminue  à nie^ftre  que  les  nombres  augmentent. 

, SèbondemenU  Comme'  m,  ou  o,434a...,  est  < - , il  en  résulte 


i-(.y+o  4y^6y 


d’ailleurs,  on  sait  (n“  i84)  que  le  premier  terme  ^ de  cette  sé- 


‘ rie  est  numériquenjçnt  plus  grand  ^que  la  série  tout  entière, 

. - .t'  * ■ « 

donc,  à plus  forte  raison,  on  a l.  JV 


-m  - 


-1* 


■.  l..y  GoOgL 


suit  LKS  DIYF^BENCES  TABULÀUIBS  3^9 

'Soit  v=ioooo:  oa  a — = — ^ — =o,oooo5; 

n.y  20000 

ainsi',  /wur  toua  lea  nombrea  att-deaaua  de  loooo,  la  différence 
de  deux  logarithmea  eonaécutifa  eat  moindre  que  la  moitié  de 
l'unité  du  quatrième- ordre  décimal,  '* 

■ Ceci  explique  comment  on  a pu  placer  dans  une  seule  page 
des  tailles  de  Gallet  un  aussi  grand  nombre  de  logarithmes; 
puisque  les  trois  premiers  cbifTres  décimaux  sont  nécessairement 
communs  à plusieurs  logarithmes,  il  sulFisait  d’écrire  une  seule 
fois  ces  trois  chiffres  et  de  placer  'cnsuile  les  quatre  derniers  ^ 
chiffres  correspondant  à la  variation  du  nombre.  , 

Troisièmement.  Soient  J‘=l.  (ÿ i) — l,ji  = l.  ^ et 

" ■ *s  ....  * y 

= 1.  + 2)  — 1.  (_y  -j-  I ) = 1.  ; comme  op  a 

... 

ou , .remplaçant  y par  J' (.y + 2),  dans  la  série 

)• 

I 

d’où  i' — i’’  <T  — -, : — T,  puisque  l’on  a /tkT-  et  que  le 

premier  terme  de  la  série  est  (n®  184)  plus  grand  que  la  série 
tout  entière.  ' 

Cela  pofé.’soit  y = 10000:  on  trouve  /'—«T'  <T \ ^ ; 

’ J ' ■ aoooqoooo 

ainsi,  la  différence  entre  deux  différences  consécutives  de  loga- 
rithmea de  nombrea  au-dessus  de  10000,  est  moindre  que  l'unité 
du  huitième  chiffre  décimal. 

Voilà  encore  pourquoi  l’oii  a pu  placer  dans  les  tables,  pour 
tous  les  nombres  au-dessus  de  10000,  les  différences  entre 


/ 


I ' - \ 

PBOPUBXIOK  IXE  iru&AGK  DSS  TABtÆS.  '.l . 

deux  logarithmes  coDsccutifia  On  peut  regarder  ces  différence» 
pollinie  constantes  poan  un  -grand  nonilire'de  logaritlimes^ 
pbis<|ûe  'la  variation  d’-ane  di^raiice  h l’autre  ne  p0i-le.(|ue 
<irr  Ic-nu^viènie  cbiflrc  dccimalÿet  que.  les  tabler  n’en  re  ^fer- 

.g  » * ' • ^ * * • * y. . 

ment  e »,  \ ? 

V Qcnmftj[tifnc0s  des  propositionfi  AdmeHahs  pour 

un  inldaiit  que,  pour  tuusics  noiiibrcs  au— ilessus.de  loôoq,  a 

• des  dchroUsemen*  fgddx  de  iioihbres^t*iorresi}ondeni  ifes  ao- 

croUsemens  èstiix  de" Ligatii/tmes,- ^ (thi.  cki  sfnsibleiueht 
,,  . V*  (V  S -f  ^ i ,*• 

exact,  d apres  ce  qii  un  vic^t  de  reconnntireq  je  dts  alor^.que 
' l‘onj>«ut  itablir  une  profis>rtion.entre'dtsdiffêreiuMj  de' nombres 
et  des  d^érences  dt-logariUtmes.'’ • > _ * 

SùTcnt  eu  eflet  n et  ri  + > deux  nomJircs  enticri  - SmécutiCs 

^ P ’ ' V’  . .A.  ' 

au-dessus  de  loooo,*'  n + - un  nombre  fractionnaire  inler- 

h •>-  • . i' 

médiairc;  on  peut  toujours  regarder  les  trois  nombres 
• "'i  • . . 

* comme  faisant  partie  d'une  progression^  par 

*•  * . 1 

.différence,  dont  le  premier  terme  est  n,  la  raison  -,  le  ^ternie 

, de  rang  /J  -f- 1 , n % et  le  terme  de  rang  ç -f-  i,  n -f-  -, 

' . ^ . 9r  , 

OU  n + 1 ; en  sorte  que  l’on  a ' • . 

' » •.  > ■ • 

t à 
in.n-l — .ri-f-. 
q . q 


n -j — . . • • n 1 •* 


Or,  l’on  a sppposé  que  les  différences  entre  les  logaritlimes 
des  nombres  entiers  consécutifs  sont  sciisiblcipcnl  égaIcs;doi^, 

à forliorij  les  différences  entre  les  logarlllimcs  de  n,  »n+  -, 

- . 9 

a .v’’ , * **  . 

n -f-  , peuvent  'être  regardées  comme  égales  ; alDÿi,  en  dé- 
signant par  / la  différence  L — \.n,  on  aura  pour 

les  logarithmes  corrcspondatis  à la  |érie  ci-dessus,  • ' 

* T ln.!n-f-  /.  In-f  2^. . . ln-f-/i^’. . . In-f-q^'  ou  1 (n  -f-  ») 
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PBOFOBTION  DS  LD.IAOB  DES  TABLES.  ■ - 38^ 

et  11  est  Trsible  que,  "(^ans  ce  cas,  on  a la  proportion 

(b  + i)^»  S • (l.'«+p^)— l.n; 

. ' ^ À i 

• T)  ' 

car  on  trouve,  en  réJuisant,  i J - lî  qS~l  jiS'f  ou.q’.p  t:  q '.p.  , 

• * 

237.  Gileulons  niaintoïpnl  l’erreur  que  l’on^ commet  en  éta- 
blissant ocllc  prpportion.  (Cequi  suit  est,  à quelques .inodillcaj^ 
tioiis  près,  extrait  tl’ un  ouVrage  de  Bertrand  de  Genève.,}  ' - ' 

Reprenons  les  trois  nombres  n^i,  et 

soient  U,  b -fc,  •leurs  logarithmes;  on  sup- 

ë ' 

pose  /</r-  ^ -,  ‘ . 

Désignons  par  a la  ba.se  du  système  de  logarithmes  que  Ion  ‘ 
considère.  On  a,  d’après  la  définition  des  logarithmes, 


/ 

a°  ~ n,  a ■ 


: /i-|-  = n -4-  I 


‘ > 


Or,' on  tire  de  la  dernière,  , 

n -f-  I « 4"  • 


a'  : 


n * 


.£ 

siT 


7 

d’où,  élevant  à une  puissabce  de  degré -,  ctf  =(i-p-l 

• ë . 

et  multipliant  par  a*=  n,  , _ 

. / • ••  ""  ' • L ' V.’  • • 

ou  n + •■•'j  '* 

* J q ”/ 

* >l  P 

Développons  actuellement  ceUe  dernière  égalité^  d’après  le 
hinome  de  Newton,  dans  le  cas  de  l’exposant  fractionnaire. 
(ii*  i83)  , et  supprimons  le  terme  nvjui  est  commun  aux^deux 
picmhrcs;  on  trouve  . . , '■  v .. 

eJj[-C  : 2Ç=£  .'i  —..(.H 

9'  S e ^ ë ,^â  ' . 
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"ét 

38a  PBoroHTioN  n»  iHuaoe  dm  taslis. 

ou,  multipliant  les  deux,  membres  par  c,'-  ^ , 

P -C.  ^ 

q g g » g ^ " 


Or)  si  l’on  remarque  que  dans  ces  deux  séries,  i®.  les  teiliies 
vont  en  diminuant  et  diminuent  d'autant  plus  rapidement  qne 
n est  un  nombre  iplus  grand  ',  a®,  qtie  les  termes  sont  alternati- 
vement positits  et  uégatiÊs,  U en  résulte  nécessairciucnt(n“  i84), 
que  l’on  a ^ 


r?.v 

q g .g  H " - 

- ^Eel.ic<^  Eizî.l:  • 

. ' q g g ^g  "■ 


f e-f,  l 

g’  'n 

peut  se  mettre  sons  la  forme  ^ ^ et  que  le  produit 


^ . J S — ; * 

Si  VoQ  considère  la  première  inégalité,  comme  - . "7^-  ** 


i( 


g'^  g- 

— est  tout  au  plus  (rem.  J p®  i oo)  égal  ® 7 > *1  s’ensuit  q ue 

-y 

la  différence - est  moindre  que  3-.  De  même,  ou  a ' 
9 g , 

fpt  f • . 

ÿPÿL.Ic<^.  - 

' .yq  g On  ' . 

Cela  posé,  pour  rendre  la  première  question  relative  à Ku- 
sage  des  tables,  on  établit  la  proportion  : ® ' 

I , différence  entre  deux  nombres  consécutifs  n-|-  1 et  n, 
est  à c,  différence  entre  l..(pff*i)  et  l.  (n), 

comme  -,  différence  entre^ /» -J- - et  n.T^, 

q ^ . 

est  à un  4"*  terme  Xj  qpui  est  censé  devoir  exprimer  ce  qu’il 

■C-j:  ’•  P 

faut  a}oater  è I.  n pour  obtenir  le  logarithme  de  n + -ÿ 
* ' **.  - ;**  ^ 

c?est-à-dire , 1 ; c ;î  - 

■ 9 


•»< 

^ P 

X,  d’on  X ==  - c.  Or,  la  vraie 

q 
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valeur  de  la  diflférQnœ  cotre  l.  r«+ !•  ">  est,”- par 

IiypothèEe^^csprjm^^puf  donc,  en  subsUtnant Je 

* “ P . 

4™*  terme,  - c,  i la  place  de  - c,  on  commet  une  er- 

-c  . ^ ^ ^ ' 

rcur  moindre  Mais  on  a ¥U  (n®  a36)  que,  dans  les 

tables  dont  la  ba'sc'^cst  lo,  si  n est  an-dciktls  de  loooo^  la 
düTércucc  entre  'déux  logarithmes  consécâtifs  ••  moindre 
que  Ja  ^hoitii  de  l’unité  de  l’ordre  da  4^-' décimal  ^ ' 

F f -,  ^OjOOOOD 

ou  o.OQoeO',  ainsi  — est  moindre  que  r-„  ob.»^a. . 

• 2rt  ...  ooooo 

o,oooooooooô,  o’est-îi-dire'  moindre  que  l’unité  du  g™*  ordre 

décimal.  Ainsi,  l’crreurcommiseno  peut  influer  sur  le  7°**  cbiiTre  ' • 

décimal  du  logaritlime.  ■ r.  ^ . . • - 

Pour  le  second  problème,  on  dit  : ' , r - 

c,  difTérencc  entre  deux  logarithmes  consecutifs, i , . . ^ ‘ 

est  à I,  différence  entre  les  nombres, . . 

/ . . . ’ . • • ' 
comme  - c,  différence  entre  le  logarithme  donné  et  le  plus 

petit  des  deux  qui  le  comprennent,  .-.'k  ^ ......  -i)>' 

eel  à un  4*''"'  tenne  Xj  qaà  est  censé  exprimer  Ce  qu’on  doit 
ajouter  au  plus  petit  nombre  ny  pour  avoir  le  nombre  cherché; 

A f'  f , - 

ou  bien,  c : i - c ; ar,  d’où  x=  ' > 

^ y ‘ . c ' 

Ainsi , le  nombre  demandé  serait  tandis  ' que  l’on 

••  ‘‘  ■'  ^ ' 

devrait  avoir  n+-,  po*ùr  la  valeur ’de  ce  nombre,  ce  qui  ' 

Ç ‘ . . 

donne,  en  vertu  de  la  relation  (i)  et  de  l’analyse  ci^essus, 

une eri^r  moindre  qne  et  si,  comme  on 'le  suppose^ 
n est  > loooo,  cétte  erreur  est  an-dessous  de  ; en 


\ 
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kopoutiom  de  l’dhage  dCs  ' r aîb.t.9. 


sorte  que , rctiuisaiit 


f f ^ • 

^ , ou  plutôt , - etc,  en  fraction  cléci' 

^ V 


male,  onjicut  |x>usser  l'opéraU^jasqu’aus  i oooo'"", mais  pa* 
'iatlcli.  ***^\  **  '*7 

; a38»  JV’t  li-  Celte  approsinialion  que  donne  la  théorie,', 
pour  le  second  problème , souITre  des  modifications  dans  la 
.pratique,  et  l'on  pc  peut  coiii|)ler  (|uc'sor  l’exactitude  des 
-deux  premiers  chiffres  décinikux.  Cela  lient  à%e  que  la  dif- 
fèrcncé'' c n‘eaf  donnée  que  jiar  deux  ' om- trois  chiffres  au 
plus,  dont  le  preminr  à gauche  est  du  5"”'  ordre  décimal , 
tandis  que  eette  différence  ( tous  les  logarithmes  élant  in- 
couimensurahles)  duVrait  être  composée  d’un  nombre  iiiriui 
de  chiffres,  dont  on'uéglige  ceux  qui  suis'eut  les  deux  ou  trois 
premiers.  Or,  l’on  sait  que,  dans  une  division  arithnicticjue,  si 
l’oif  supprime-  les  derpieH  ehiffres  à droite  du  diviseur  et  les 
chiffres  corresp)nilan»  da  dividende,  on  altère  le  quoticut  ; et 
l’ou  n’est  bien  certain  que  de  l'exactitud^des  deux  premiers 
chiffres  à gauche.  ' _ 

, Observons  encore  que,  dons  tout  ce  que"  nous  venons  de  dire, 
.nous  avons  supposé  que  l’on  eût.cnfro  les  mains  les  tables  de 
Callet.  il  serai!  Tacile  de'calculcr'les  erreurs  auxquelles  donne 
lieu  l’emploi  de'tiÿles  moins  étendues. 


■'  >,  ‘ 
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CHAPITRE  VII.  . 

Théorie  générale  des  Équations. 

Introduction.  Les  plus  célèbres  anal vstes  se  sont  occupés  du 
problème  de  la  résolution  des  équations  d’un  degré  quelconque 
ù une  seule  inconnue;  mais  jusqu’ici  leurs  efforts  ont  été  in- 
fructueux, par  rapport  aux  équations  d’un  degré  supérieur  an 
quatrième.  Cependant  les  rccbercbes  qu’ils  ont  faites  à ce  sujet 
les  ont  conduits  à des  propriétés  communes  aux  équations  do 
tous  les  degrés,  dont  Ils  ont  ensuite  tiré  parti,  soit  pour  ré- 
soudre certaines  classes  d’équations,  soit  pour  ramenèi'' la- ré- 
solution d’une  équation  donnée  à celle  d’autres  équations  plus 
simples.  Nous  nous  proposons,  dans  ce  chapitre,  de  faire  con- 
naître ce.s  propriétés  et  leur  usage,  pour  faciliter  la  résolution 
des  équations. 

§ I®'.  Divisibilité  des  Fonctions  entières.  Propriétés 
générales  des  Équations.  Théorie  complète  du  plus 
grand  commun  diviseur. 

DIVISIBILITÉ  DES  F0NeTlO^S  ENTIÈRES. 


A. 

• •• 


xSg.  Le  développement  des  propriétés  relatives  aux  équations 
de  tous  les  degrés,  nous  conduira  à des  polynômes  d’une  nVfure 
particulière  et  toute  différente  de  celle  des  polynômes  que  nous 
avons  eu  occasion  de  considérer  dans  le  premier  ebapitre.  Ce 
sont  des  expressions  de  la  forme 

Ax”  -f -Bx”-'  + Cx—®  -f- . . . -+■  Tx  -I-  U , 
dans  lcs(|uclles  m est  un  nombre  entier  et  fiositif,  mais  dont  les 

a5 
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cocITicien»  A,  D,  C. . . . T,  U,  clésigneat  des  quantités  quel- 
conques, c’cst-h-clire  des  quantités  entières  ou  fractionnaires, 
comniensurablcs  ou  incoinniensurables.  Or,  dans  la  division  « 
algébrique,  telle  que  nous  l’avons  exposée  (cbap.  l''J,on  a pour 
h\x{.,ilant  donnés  deux polynoineaen\\cTi  par  rapport  à toutes 
les  lettres  et  aux  nombres  particuliers  qui  y entrent,  de  trouver 
''un  Iroisiime  polynôme  de  même  espèce j quij  multiplié  par  le  se- 
cond , reproduise  le  premier. 

Mais , si  l’on  a deux  polynômes 

Ax"  -h  Bx"-‘  4-  Cx”-*  -f ...-f  Tx  -f  U, 

A'x"  + B'x— * 4-  Cx*—  4-...4-  T'x4-  U', 

qui  ne  soient  nécessairement  entiers  que  par  rapport  à x,  et 
dont  les  coefficiens  A,  B,  C...A',  B',  d,...  soient  quelconques, 
on  peut  se  proposer  de  trouver  un  troisième  polynôme,  de  même 
forme  et  de  même  nature  que  les  deux  precédens,  qui,  multi- 
plié par  le  second,  reproduise  le  premier. 

Le  procédé  pour  effectuer  cette  division  est  analogue  à < 
celui  de 'la  division  ordinaire;  mais  il  y a cette  différence 
l^ue,  dans  celle  - ci  , ^ premier  terme  de  chaque  dividende 
partiel  doit  être  exactement  divisible  par  le  premier  terme  du 
div'iseur;  au  lieu  que,  dans  la  nouvelle  espèce  de  division,  on 
divise  le  premier  terme  de  chaque  dividende  partiel  ( c’est-à> 
dire  la  partie  affectée  de  la  plus  haute  puissance  de  la  lettre 
principale) , par  le  premier  terme  du  diviseur,  sans  s’inquiéter 
. si  le  coelBcicnt  du  quotient  partiel  correspondant  est  entier 
ou  fractionnaire;  et  l’on  continue  l’opération  jusqu’à  ce  qu’on 
obtienne  un  quotient  qui,  multiplié  par  le  diviseur,  anéantisse 
le  dernier  dividende  partiel,  auquel  cas  la  division  proposée 
est  dite  exacte;  ou  h\ca , jusqu’à  ce  que  l’on  parvienne  à un 
reste  de’ plus  faible  degré  que  celui  du  diviseur,  par  rapport? 
à la  lettre  principale  , auquel  cas  la  division  est  r^ardée 
comme  impossible,  puisqu’en  poussant  plus  loin  l’opération, 
on  obtiendrait  des  quotiens  renfermant  la  lettre  principale 
avec  des  esposans  négatifs,  ou  cette  même  lettre  en  dénomi- 
nateur; ce  qni  serait  contre  la  nature  de  la  question  , qui 
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exige  que  le  quotient  soit  de  même  forme  que  les  poljnomes 
proposés.  ' 

■2^0.  Pour  distinguer  les  poljnomes  entiers  par  rapport  à 
une  lettre,  x par  exemple,  niais  dont  les  cociïiciens  sont  quel- 
conques, des  poljnomes  ordinaires,  c’est-à-dire  des  poljnomes 
entiers  par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  nombres  parti- 
culiers qui  J’  entrent,  nous  conviendrons  de  désigner  les  pre- 
miers sous  la  dénomination  de  fonctions  entières  de  x;  et  nous 
appellerons  dioiseurs  relatifs  de  ces  poljnomes  d’autres  polj- 
noines  de  même  nature,  qui  les  divisent  exactement , dans  le 
sens  que  nous  venons  d’établir. 

7.41.  11  résulte  de  oes  définitions  que,  dés  qu’une  fonction  en- 
tière de  X a pour  diviseur  relatif  un  autre  poljnome  de  même 
es|ièce,  U produit  de  ce  diviseur  par  un  facteur  quelconque  in- 
dépendant de  la  lettre  principale,  est  encore  un  diviseur  relatif 
du  premier  polynôme. 

En  effet,  supposons  que  l|on  ait  > 


Ax" -f- Br"- * . -f- U 


+K'a?--  +...  + U-. 

Soit  K un  (acteur  quelconque  indépendant  de  x ; on  a né- 
cessairement / 


B' 


K(A'x"H-B*x-— K‘ 


U” 


M = 


et  le  second  membre  de  cette  identité  est  une  fonction  entière 
de  x;  donc  K (A'x"-+- B'x*— *-f-i . . . ) est  diviseur  relatif  de 
Ax" -f- Bx"-' -t-.  ... 

Ce  qu’il  fallait  prouver.  « 

Cela  posé,  nous  allons  démontrer,  sur  la  divisibilité  des  fonc- 
tions entières,  quelques  principes  analogues  à ceux  qui  ont  été 
i établis  en  Arithmétique  pour  les  nombres  entiers. 

343.  PaEMixa  raiNOiFE.  Toute  fonction  entière  D,  qui  divise 
•exactement  le  produit  A X B tfr  deux  autres  fonctions  entières, 

5i5.. 
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et  qui  est  première  avec  fune  dfeUts,  A , par  exemple  j divise  né- 
cessairement l’autre  B.  ‘ 

' (On  dit  que  deux  fonctions  entières  sont  premières  entre  clics  lorsqu'elles 
n'oni  aucun  fÜTiscur  commun  en  x.) 

Démonstration,  D’abord,  si  A est  indépendant  de  x,  la  )iro- 
]x>sition  est  évidente;  car  soit, d’après  l’énoncé, 

= Pz^  + Qx—  + ....  + Tx  H-  U ; 


on  a,  en  divisant  les  deux  membres  par  A , 


Ï)-Â*  +A^ 


T U 
A ^ A 


Or  , A étant , par  hypothèse  , indépendant  de  x , le  se- 
cond membre  de  cette  éfj nation  est  une  fonction  entière. 
Donc,  etc. 

Supposons  maintenant  que  \ soit  fonction  de  x , et  <lc 
degré  plus  élevé  que  D. 

Divisons  A p<vr  Dj  on  a l’équation 

A = DQ-f-R.  . . . CO. 


( le  reste  R est  différent  de  o,  puisqu’on  suppose  A et  D pre- 
miers entre  eux.) 

Multipliant  par  B et  divisant  ensuite  par  D les  deux  membres 
de  l’équation  (i) , on  en  déduit 


D ■ 


Or,  et  BQ  étant  des  fonctions  entières , il  doit  en  être  de 


même  de  ^ ; c’est-à-dire  que  D,  diviseur  relatif  de  AB,  l’est 

aussi  de  BR;  et  si  R était  indépendant  de  x,  comme  cela  pour- 
rait avoir  lieu,  la  proposition  se  trouverait  démontrée  d’apres 
ce  qui  a été  dit  tout  à l’heuic. 
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Mais  toit  encore  R fonction  Ac  x,  ot  divisons  D par  R;  on 
obtient  la  nouvelle  équation 

D = RQ'  + R'....  (a). 


(R' est  diflërent  de  o,  car  autrement  D serait  divisible  par  R, 
et  il  en  serait  de  même  de  Â , en  vertu  de  l’équation  (i)  ; ainsi 
A et  D auraient  un  facteur  commun  en  x,  ce  qui  serait  contre  ■ 
l’Lypo  thèse.) 

Ou  déduit  de  l’équation  (a), 

BRQ’  BR'. 

~ D D ’ 

RBrV 

or,  le  premier  membre  B , et  la  première  partie  — du  se- 
cond membre,  sont  deux  fonctions  entières;  donc,  il  doit  en  être 
BR* 

de  meme  de  -jp  ; c’est-i-dirc  que  D,  diviseur  relatif  de  AB  et 

de  BR , l’est  nécessairement  de  BR'  ; et  si  R'  était  indépendant 
de  X,  le  théorème  serait  démontré- 

Mais  en  supposant  encore  R'  fonction  de  x,  on  peut  di- 
viser R par  R',  ce  qui  donnera  un  nouveau  reste  R',  dififé- 
rent  de  o,  sans  quoi  R',  diviseur  relatif  de  R , le  serait  de 
D,  en  vertu  de  l’égalité  (2),  et  par  suite  de  Â,  d’après  l’é- 
galité (i);  donc  A et  D auraient  un  facteur  commun  en  Xy 
ce  qui  serait  contre  l’hypothèse.  On  sera  donc  conduit  à cette 
nouvelle  conséquence , que  D , diviseur  relatif  de  AB , BR  , 
,BR',  l’est  nécessairement  de  BR*. 

Observons  maintenant  que  les  degrés  en  a des  restes  R , 
R',  R*. . . . vont  en  diminuant;  donc,  comme  on  ne  ]ieut  ob-- 
tenir  un  reste  nul,  immédiatement  après  un  reste  fonction 
de  X (car  cc  serait  supposer  que  ce  dernier  reste  serait  di- 
viseur relatif  de  D et  de  A ) , on  doit  parvenir  à un  reste 
Rt")  indépendant  de  x , et  tel  que  le  produit  B X R^"î  soit  di- 
visible par  D;  cc  qui  exige  que  B lui -même  soit  divisible 
par  D. 

N.  B.  On  a supposé  A de  plus  haut  degré  que  D;  s’il  ep 


Sgo  DivisiBiLiri 

était  autrement,  on  diviserait  D par  Aj  du  reste,  les  opérations 
et  les  raisonncmcDS  seraient  les  mêmes.  , • ' 

a43.  CoNsi(joENCB.  Toute  fonction  entière  D,  première  avec 
deux  ou  plusieurs  autres  fonction»  entières^  k f B,  C... , ne  peut 
diviser  leur  produit.  ' 

Car,  pour  que  D divisât  ABC....  ou  A X BC , comme 

elle  est  première  avec  A , il  faudrait  qu’elle  divisât  BC. . . ; de 
meme,  pour  diviser  BC.  . . , ou  B X CE, . . , il  faudrait  que  D 
divisât  CE, .. . On  prouverait  ainsi  que  D devrait  diviser  la 
dernière  fonction  enticre,  ce  qui  serait  contre  la  supposition. 

2{4-  Second  phincipe.  Toute  fonction  entière  D,  du  t"  de- 
gré en  X,  qui  divise  le  produit  de  deux  autres  fonctions 
enivres  J doit  nécessairement  diviser  l*une  de  ces  deux  fonc-> 
fions. 

En  effet , supposons  que  D ne  divise  pas  A , il  ne  peut  être 
que  premier  avec  A ; donc,  en  vertu  du  principe  du  n®  242» 
D doit  diviser  B. 

2^5.  CoNsiQOENCES.  I®.  Toute  fonction  entière  D|,  dui"  de- 
gré en  X , qui  divise  A*,  et  en  généralj  une  puissance  quel- 
conque A"  d’une  fonction  entière  A,  doit  diviser  A.  Car,' A* 
est  la  meme  chose  que  AxA;  or,  tout  polynôme  du  i'* 
degré  enx,  qui  divise  ce  produit,  doit,  d’après  le  second 
principe,  diviser  l’un  des  facteurs.  , 

De  même,  A^  étant  égal  è A X A*,  fout  polynôme  du  i" 
degré  enx,  qui  divise  k?,  doit  diviser  A ou  A*;  et  ainsi 
de  suite. 

2®.  iSi  A s/  B sont  deux  fonctions  entières  de  x premières  entre 
elles.  A"  et  B*’  sont  aussi  des  fonctions  premières  entre  elles. 

Car,  tout  polynôme  du  degré  en  x,  qui  diviserait  à la 
fois  A"  et  B"',  devrait  -diviser  A et  B,  ce  qui  serait  contre  la 
supposition. 

» 

246.  TnoiSièMB  PBiNciPE.  Toute  fonction  entière  A , qui  est 
divisible  par  deux  ou  plusieurs  autres  fonctions  entières  D, 
D , D*  . . . , premières  entre  elles,  est  divisible  par  leur  pro- 
duit DD'D”.  . . . 


DBS  FONCTIONS  ENTlinXS.  . ' '3^1 

En  effet, on  a, par  lijpothèsc,  A=DQ , Q étant  uno  fonction 
entière  ; or,  D'  divisant  A,  doit  diviser  sa  valeur  DQ  ; et 
comme  D'  est  premier  avec  D,  il  doit  diviser  Q,  et  l’on  a 
Q=D'Q';  d’où,  substituant  dans  l’expression  de  A, 


A: 


: DiyQ'jOU  bien,gg7- =Q',  fonction  entière.  De  même. 


D*  divisant  A,  doit  diviser  DD'xQ*’i  mais  il  est  premier 
avec  chacun  des  polynômes  D,  D',  et  par  conséquent  avec 
DD'  ; donc  D'  doit  diviser  Q',  et  l’on  a 

Q'=D”Q'',  d’où  A-DD'D'Q*, 


ou  bien,  * 

Et  ainsi  de  suite. 

247.  ConsÉquencb.  Si  d,  d',  d*.  . . ^lanl  des  fonctions  en- 

tières premières  entre  elles,  une  autre  fonction  entière  K,  a pour 
diviseurs  relatifs  particuliers,  certaines  puissarwes  o£r  d , d',  d“. , 
savoir,  d",  d'*",  d''"".  . .,le  même  polynôme  A est  divisible  pt^ 
le  produit  d" . d'“'  .’d"”".  . . , et  par  tous  les  polynômes  qu'on 
peut  former  en  multipliant  deux  à deux,  trois  à trois...,  les  di- 
verses puissances  de  d , d',  d* comprises  depuis  la  pre- 

mière jusqu! à celle  dont  le  degré  est  marqué  par  n pour  d , 
par  n'  pour  d'. . . . 

Car  d,  d!,d!'.  . . étant  des  polynômes  premiers  entre  eux, 
il  en  est  de  même  de  J*,  <f*,  . . . if*. . . . (n®  246);  dès 
lors  les  produits  deux  à deux,  trois  è trois,  ....  sont  autant 
de  diviseurs  relatifs  de  A. 

248.  ScaoLTK  ciNênAU  Lorsqu'une  fonction  entière  P a 
été  formée  par  la  multiplication  de  plusieurs  autres  fonctions 
entières  P',  P",  P*,  P“® . . , , en  sorte  que  l’on  ait 

P==P'P"P'P»...., 

ce  polynôme  ne  peut  avoir  pour  diviseurs  relatifs  du  1*'  degré 
en  X,  que  ceux  qui  entrent  dans  les  diffèrent  polynômes  P,  P', 
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P*. . .J  ou  Ua  produits  de  ces  diviseurs  relatifs  par  des  facteurs 

indêpendans  de  x. 

C’est  une  conséquence  évidente  de  tout  ce  (jui  précède.  ^ 
Kous  pouvons  nctucllcment  passer  à l’exposition  des  pro- 
priétés communes  à toutes  les  équations. 

PROFRliTis  GiMénAI.£S  DES  ÉQUATIONS. 

o49-  Toute  équation  complète  du  degré  /»  (tt*  étant  un 
nomlire  entier  et  positif)  , peut,  par  la  transposition  des  termes 
et  après  la  <livisiou  des  deux  membres  par  le  coefGcient  de 
être  ramenée  à la  forme 

x’'‘-f-Px"-‘+Q-r"~*+- • ■ 4-Tx-f-U  =o;  « 

P,  Q,  U , ...  T,  U étant  des  coelTiciens  pris  dans  le  sens  algé- 
brique le  plus  général.  I 

Cela  posé,  l’on  appelle  racine  de  cette  équation  (vqy.  n“  g8), 
toute  expression^  de  quelque  nature  qu’elle  soit,  c’est-à-dire, 
numérique  ou  algébriquej  réelle  ou  imaginaire,  qui,  substituée 
à lu  pUue  de  x dam  l'équation  ^ rend  son  premier  membre 
c^tl  à o. 

a5o.  Une  équation  pouvant  toujours  être  considérée  comme 
la  traduction  algébrique  des  relations  qui  existent  entre  les 
<k>nnécs  et  l’inconnue  d’un  problème , on  est  conduit  natu- 
rellement à ce  principe,  que  todte  Iquation  a au  moins  une 
racine.  A la  vérité,  les  conditions  de  l’énoncé  peuvent  être  in- 
compatibles; mais  alors  on  doit  supposer  que  l’on*en  serait 
averti  par  quelque  symbole  d’absurdité,  tel  qu’une  formule 
renfermant , comme  opération  nécessaire , l’extraction  d’une 
racine  de  degré  pair  d’une  quantité  négative;  et  il  n’en  existe- 
rait pas  moins  une  expression  qui , mise  à la  place  de  x daus 
l’équation  satisferait.  Nous  admettrons  donc  ce  principe,  que 
nous  aurons  d’ailleurs  occasion  de  vériiier  par  la  suite,  pour  la 
plupart  des  équations  (*). 

(*]  M.  Csudiy,  profcsiCDr  à l’École  royale  PolyiccbDique,  a donne,  dans 
ses  leçons,  une  dvmoastration  complète  de  ecito  proposition;  mais  elle  n’est 
pas  de  natars  k èiourer  place  dans  les  Elémens. 
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Voici  maintenant  une  nouvelle  proposition,  que  l’on  peut 
regarder  comme  la  propriété  fon^mentale  de  la  théorie  des 
équations. 

a5i.  PnEMiiRE  PROPRiÉTi.  iSt  a est  racine  de  V équation. ... 
_j_  p^m— ‘ ^ + . U = O , le  premier  membre  de 

cette  équation  est  diouible  par  x — a ; et  réciproquement,  si 
un  facteur  de  la  forme  x — a divise  le  premier  membre  de  la 
proposée,  a est  racine  de  celle  équation. 

En  effet,  essayons  la  division,  et  vojons  ce  qui  doit  avoir 
lieu  quand  on  |)ousse  l’opération  jus(|u’à  ce  que  l’exposant 
de'j;  devienne  o dans  le  premier  terme  du  dividende. 

(Cette  opération  est  de  la  nature  de  celle  dont  nous  avons 
parlé  n®  289,  puisque  a,  P,  Q sont  de  nature  quel- 

conque. ) 


3-4-Pj— '+Q.I 

. .-t-Tx-t-C 

|x-a 

-hft 

X"~' 

a n 1 a > 

x—3  4-...-f-a— ‘ 

-+-P 

-t-P|  - -t-Pa 

-h  ?«"-• 

+Q 

-f-Qfl— » 

+... 

■f  q' 

*■ 

- 

-PT 

Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  manière  dont  s’obtiennent 
les  quotiens  partiels,  on  reconnaît  d’abord,  par  analogie,  et 
en.suite  par  un  mojen  déjà  eiuplové  plusieurs  fois  ( 3i 
et  86)  , une  loi  de  formation  pour  les  coefliciens  de  ces  divers 
quotiens;  et  l’on  peut  conclure,  i®.  qu’on  doit  avoir  m quotiens 
partiels,  2®.  que  le  coefficient  du  /«‘''"'quotient,  c’est-à-dire 
de  X®,  doit  être 

c— • 4.  Pa"-*  -f.  Qo"-5  4.. . . 4-  T , 

T étant  le  coefiicienl  de  l’avant-deruier  terme  de  lu  proposée. 

Donc,  en  inullipllant  le  diviseur  par  ce  quotient  et  rednisaut 
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avec  le  diTÎdende,  on  obtient  pour  reste 

a"  + Pa"-*  + (^—  +. . .4- Ta  + ü. 


Or,  par  hypothèse,  a est  racine  de  l’équation;  donc,c«  reste 
est  nulj  puisqu’il  n’est  autre  chose  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution de  a à la  place  de  x dans  l’équation  ; ainsi , la  divition  se 
fait  exactement.  \ 

Réciproquement , si  x — a est  diviseur  exact  de 
le  reste  a"  + Pa"“‘  -f-...  doit  être  nu/;  ainsi  (n®  a49)>  ® 
racine  de  l’équation. 

uSa.  Il  résulte  de  là  que,  pour  reconnaîtra  si  un  binôme  de 
la  forme  x — a est  diviseur  exact  d'un  polynôme  en  x , il  suffit 
de  voir  si  le  résultat  de  la  substitution  de  a au  lieu  de  x,  ect  ' 
égal  à O.  ' 

Réciproquement,  pour  s’assurer  si  a est  racine  d’un  po- 
lynôme en  X ^alé  à o , il  suffit  d’essayer  la  division  par  x — a. 
Lorsque  la  division  réussit,  on  est  certain  que  a est  racine  de 
l’équation. 

a53.  Remarque.  En  jetant  les  yeux  sur  le  quotient  de  la  di- 
vision effeetuée  u®  a5i , on  aperçoit  pour  les  coefficiens  la  loi 
suivante:  Chaque  coefficient  s^obtient  en  multipliant  celui  qui  * 
le  précède  par  la  racine  a,  et  ajoutant  an  produit  le  coefficient 
de  la  proposée  J qui  occupe  le  même  rang  que  celui  du  terme 
qu’on  veut  obtenir  dans  le  quotient. 

Ainsi , le  coefficient  du  3*  terme,  a*  -H  Pa  4 Q,  est  égal  à 
(a  -f-  P)a  -1-Q,  ou  au  produit  du  coefficient  précédent  a 4-  P» 
par  la  racine  a,  augmenté  du  coefficient  Q du  3*  terme  de  la 
proposée. 

Le  coefficient  du  4*  terme  serait 

(a*  + Pa  Q)  O + R 0“  + Pa*  + Qa  -f-  R. 

Nous  aurons  quelquefois  besoin  de  rappeler  cette  loi,  qui 
d’ailleurs  est  facile  à retenir. 


a54.'  SscoHnE  rRorRiévi.  Toute  équation,  à une  seule  ineon- 
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nue^  a autant  dt  racines  qu^il  y a d’unités  dans  l'exposant  de 
son  degré  J et  ne  peut  en  avoir  davantage. 

Soit  x"4-Px"’~*  + • «T-r  4*  U = o,  l’équation 

proposée. 

Puisque  ( D*  a5o)  toute  équation  a au  moins  une  racine , si 
l’on  (lésig;ne  par  a la  racine  que  l’équation  précédente  comporte 
nécessairement,  son  premier  membre  est  (n*  aSi)  divisible  par 
X — a , et  l’on  a l’identité 

• » 

Mais  en  posant  x""*  + P'x""* *+. . .=  o, 

on  obtient  une  autre  équation  qui  a au  moins  une  racine. 
Soit  h cette  racine , on  a (n®  aSi) 

X—  4-  P'x"-*  4-. . .=  (x  — h)  (x—  4-  P'x"-’4-. . .), 

égalité  qui,  multipliée  membre  à membre  avec  l’égalité  (i), 
donne 

x-4-Px— 4-...=C*-û)  (x— i)  (x"— 4-P'’x— *4-...)...  (a). 

Raisonnant  sur  le  polynôme  x""*  4~P*J?“~^+'*-  comme 
sur  le  précédent , on  a encore 

+ p»x"-s  +. , .«=  (x  — c)  (x— ’ + P*x"-^  4-. . .) , 

égalité  qui,  multipliée  par  l’égalité  (a),  donne 

x"+Px"“‘4--  • . = (x — fl)  (x — i)  (x— c)  (x*'~’4--”)— (3)* 

Remarquant  maintenant  que,  pour  chaque  facteur  du  i*' 
degré  en  x,  mis  en  évidence,  le  degré  de  xdans  le  polynome- 
quotient  diminue  d’une  unité.  Ainsi , lorsqu’on  aura  fait  res- 
sortir m — a facteurs  du  i*'  degré,  l’exposant  de  x sera  ré- 
duit à m — (m  — a)  ou  a;  c’est-à-dire  qu’on  obtiendra  un 
polynôme  du  second  degré  en  x,  qui  ( n“  98  ) est  lui -même 
décomposable  dans  le  produit  de  deux  facteurs  du  1*'  degré, 
(x  — A)  (x  — /).  Or,  comme  on  aura  déjà  mis  m — a fae- 
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leur!)  du  I*'  degré  eu  évidence,  il  s’ensuit  que  finalcmenl  on 

a l’identité 

x"‘+  Px’"— ‘ +...=  (x — a)  (x  — é)  (x — c^...(x — ir)  (x — I) . 

D’où  l’on  voit  déjà  que  le  premier  membre  de  la  proposée  est 
décomposé  dans  le  produit  de  ni  facteurs  du  premier  degré 

en  X. 

Cela  posé,  comme  à chaque  diviseur  du  premier  degré 
en  X,  correspond  nécessairement  (n®  aSi)  une  racine  de  la 
proposée , il  s’ensuit  que  les  m facteurs  du  premier  degré 
X — a,  X — b,  X — X...  dorinent  pour  la  proposée  les  m ra- 
cines a , b,  c-  . . . 

11  résulte  d’ailleurs  évidemment  de  la  proposition  établie 
u“  248,  que  le  poljnome  x*‘  4-  Px”‘~‘  -}-■  • • ne  peut  avoir 
d’autres  diviseurs  relatifs  du  1*’  degré,  que  x — a,  x — b, 
X — -c,.  . . . X X — /,  ou  le  produit  de  l’un  de  ces  divi- 
seurs relatifs  par  un  facteur  quelconque  indépendant  dex.  Donc 
l’équation  cllc-méinc  ne  peutavoir  pour  racines  quea,ù,c. .. 
h ,/,  puisque  l’existence  d’une  racine  «,difl'érente de  a, b, 
entraîne  l’existence  d’un  diviseur  relatif  x — et,  différent  de- 
X — a,x — b,....x  — /;  ce  qui  est  impossible. 

Donc  enfin , toute  équation  du  degré  m a m racines j et  ne  peut 
en  avoir  davantage. 

255,  liemarque.  11  existe  des  équations  qui , en  apparence, 
renferment  moins  de  racines  qu’il  n’y  a d’unités  dans  l’expo- 
sant de  leur  degré.  Ce  sont  celles  dont  le  premier  membre  est  le 
produit  de  facteurs  égaux;  telle  serait  l’équation 

(x  — ay  (^x — by  (x — c)*  (x  — d)s=o, 

qui  n’a  que  quatre  racines  différentes,  u , ù,  c ,(/,  quoiqu’elle 
soit  du  10*  degré. 

11  est  évident  qu’aucune  quantité  et,  differente  Ae  a ,b , c , d, 
ne  peut  la  vérifier.  Car  l’existence  de  cette  racine  et  entraî- 
nerait celle  du  diviseur  x—«,  dans  le  premier  membre,  ce 
qui  est  impossible  (n°  248),  puisque  x — «est  premier  avec 
X — a,  X — b,  X — c,  .r  — d,  , 
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Mais  la  proposée  n’eii  a pas  moins  dix  racines,  dont  quatre 
sont  éfjales  à a,  trois  égales  à b,  dfux  égales  à r,  ot  une 
égale  à d. 

Nous  verrons  par  la  suite  quë  ces  sortes  d’équations  sont  plus 
faciles  à résoudre  que  œlles  dont  les  racines  n’ont  entre  elles 
aucune  relation  déterminée. 

a56.  CoNsiqOENCB  de  la  seconde  proprUlé. 

Le  premier  membre  de  toute  équation  du  degré  m ayant  m 
diviseurs  du  premier  degré  de  la  forme 

x — a,x — b,  X — X — k,x — l, 


si  l’on  multiplie  ces  Aonse.xirs  deux  à deuxjtrois  àtrois^....  ow 
obtiendra  ainsi  (n“  24?)  autant  de  diviseurs  relatifs  du  second, 
du  Iroisicipe....  degré  en  a',  que  l’on  peut  former  de  combinai- 
sons difiërentes  avec  m quantités  prises  dcu\  à deux,  trois  à 
trois....  Or,  ces  nombres  de  combinaisons  sont,  comme  on  l’a 

m — 1 m — Z m — 2 ^ 

VH  n°  iDo , exprimés  par  m. — - — , m. — ^ — .. — ^ — ■ ....  Ces 

produits  sont  d’ailleurs  (n“  24^1  les  seuls  diviseurs  du  mémo 
degré,  que  le  premier  membre  de  la  proposée  puisse  avoir,  à 
moins  que  l’on  ne  considère  ensuite  les  produits  de  ces  divi- 
seurs relatifs  par  de*  facteurs  indépendans  de  x. 


Ainsi,  la  proposée  renferme  m . 


diviseurs  du  second 


degré,  m. î-  . diviseurs  dn  troisième  degnif  et  ainsi 

2 ^ 

de  suite. 


257.  G)mposition  des  équations.  Si , dans  l’équation  iden- 
tique r . 


a.- + Px">->  -f.. ..  = (x  — n)  (x  — 4)  (x— c)  . . . . (x — /) , 


on  effectue  la  multiplication  des  mffacteurs  du  second  membre 
(voyez  n®  i5i) , et  que  l’on  compare,  terme  à terme , les  deux 
membres,  on  parviendra  aux  relations  suivantes  entre  les  coef- 
ficiens  P,Q,R T,  U,  et  les  racines  a,  b,t,.  de  la 
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proposé , savoir  : . 

— a — b — c. . .. — k — /=P,  ou  + ■ • .+k+l  — — P ; 

oi-f- oc -4“ A/=Q,  . . t . 

— abc — abd  ..  .. — ;7t/=R,  ou  abc-^-abd.  . . . — R; 


zizabcd. . . . hl=\J  ou  abcd. . . . kl=±lJ. 

(On  a placé  un  double  signe  dans  la  dernière  relation,  parce 
que  le  produit — aX — ix  — c...  X — /,  est  plus  ou  moins 
abcd. ..kl,  suivant  que  l’équation  est  de  degré  pair  ou  impair.) 

Donc,  1*.  La  somme  algébrique  des  racines  prises  en  signes 
contraires^  est  égale  au  coefficient  du  second  terme;  ou  bien,  la 
somme  algébrique  des  racines  elles-mêmes  est  égalt  au  coeffi- 
cientdu  second  terme j pris  en  signe  contraire. 

2°.  La  somme  des  produits  deux  à deux  des  racines  prises 
avec  leurs  signes  respectifs jCst  égale  au  coefficient  du  troisième 
terme. 

3".  La  somme  des  produits  trois  d trois  des  racines  prises  en 
signes  contraires^  est  égale  au  coefficient  du  quatrième  terme; 
ou  bien,  le  coefficient  du  quatrième  terme,  pris  en  signe  con- 
traire, est  égal  à la  somme  des  produits  trois  à trois  des  racines 
prises  avec  leurs  signes. 

Et  ainsi  de  suite. 

Enb^^  produit  de  toutes  les  racines,  prises  en  signes  con- 
traires, est  égal  au  dernier  terme;  ou  bien , le  produit  de  toutes 
les  racines,  prises  avec  leurs  signes  respectifs,  est  égal  au  der- 
nier terme  de  Véquation,  pris  avec  son  signe,  si  l’équation  est 
de  degré  pair,  et  avec  un  signe  contraire,  si  l'équation  est  de 
d^ré  impair. 

Les  propriétés  démontrées  n*  98,  par  rapport  aux  équations 
dn  second  degré,  ne  sont  que  des  cas  particuliers  de  celles  qui 
viennent  d’étre  établies.  Le  dernier  terme,  pris  avec  son  signe, 
est  égal  au  produit  des  racines  elles*mémes,  parce  que  l’équa- 
tion est  de  d^ré  pair. 
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JV.  B,  On'a  suppoié,  dans  tout  ce  qui  précède,  le  coefficient 
du  premier  terme  égal  à l’unité.  S’il  en  était  autrement,  il  fau- 
drait, avant  d’établir  les  relations  ci-dessus  entre  les  ooefficiens 
et  les  racines,  il  faudrait,  dis-je , diviser  toute  l’équation  par  ce 
coefficient. 

TnÉOHIK  COMPLÈTE  OC  PLUS  GRAND  COMMUN  DIVlSEXra. 

s 

a58.  En  réfléchissant  sur  les  propriétés  précédentes,  on 
aperçoit  une  certaine  analogie  entre  la  recherche  des  diviseurs 
relatifs  de  dififérens  degrés  d’une  fonction  entière  de  x et  la  ré- 
solution d’une  équation.  En  effet,  il  résulte  de  la  propriété  du 
n®  a54,  que  tout  polynoine 

est  décomposahie  en  m facteurs  du  premier  d^é;  et  pour  ob- 
tenir cette  décomposition,  il  suffirait  d’égaler  le  polynôme 
à O , et  de  résoudre  l’équation  par  rapport  à la  lettre  prin- 
cipale X. 

On  voit  d’ailleurs,  d’après  cette  même  propriété,  qu’il  n’y 
a que  les  polynômes  do  premier  degré  qui  ne  puissent  pas  être 
décomposés.  > 

Ainsi , a* — ab-^bc  étant  un  polynôme  du  second  degré  en 
a , est  décomposahie  en 

/-  h-\-\/f>'—^bc\  / b — \/b'—^b~c\ 

^ — >’ 

lorsqu’on  pose  l’équation  a*  — ia  -f-  Ac  = o , et  que  l'on  résout 
cette  équation. 

Le  polynôme  — 3aA*-f-  aA'c  + 3Ac*  est  décomposahie 
en  deux  facteurs  du  premier  degré  en  A , que  l’on  obtien- 
drait en  résolvant  l’équation 

(ne  — 3o)  A*  -4-  3c*A  -f-  a’  = o , 
par  rapport  à A. 

11  est  aussi  décomposahie  en  deux  facteurs  du  premier  degré 
en  c ; mais  pour  obtenir  les  trois  facteurs  du  premier  degré  en 
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. a,  dont  il  se  compose,  il  faudrait  résoudre  une  équation  du 
3"“  degré. 

Si  l’on  a besoin  de  savoir  résoudre  une  équation  pour  obte^ 
tenir  les  diviseurs  relatifs  d’un  poljuome,  cela  n’est  pas  néces- 
saire pour  obtenir  ce  qu’on  appelle  le  plus  grand  commun 
dioiseur  relatif  de  deux  polynorties.  Les  anal^'stes  ont  même 
tiré  parti  de  celte  dernière  question  pour  la  résolution  de 
certaines  classes  d’équations.  Ainsi,  avant  de  pénétrer  davan- 
tage dans  la  théorie  des  équations,  il  est  nécessaire  que  nous 
nous  occupions  de  la  recherche  du  plus  grand  commun  di- 
viseur. 

Nous  traiterons  d’alx>rd  le  cas  de  deux  fonctions  entières  de 
X,  aprè.s  quoi  nous  coniidcrcrons  celui  où  les  deux  polynômes 
sont  entiers  par  rapport  à toutes  les  lettres  et  aux  coelllciens. 

Du  plus  grand  commun  diviseur  relatif 

aSt).  Le  plus  grand  commun  diviseur  rehitif  de  deux  fonc- 
tions entières  de  x est  le  polynôme  de  plus  haut  degré  en  x, 
qui  divise  à la  fois  les  deux  polynômes  proposés. 

Il  résulte  évidemment  de  cette  définition  que,  lorsque  les 
deux  jiolynomes  ont  été  divisés  par  leur  plus  grand  commun 
diviseur,  les  quotlens  résultans  ne  doivent  plus  renfermer  au- 
cun facteur  commun  en  x;  car,  s’il  en  existait  un,  le  produit 
de  ce  facteur  par  le  diviseur  déjà  considéré  serait  de  degré 
plus  élevé  en  x que  ce  diviseur,  et  serait  encore  diviseur  rela- 
tif des  deux  polynômes. 

Cela  posé,  soient  d,  d' , d*  les  seuls  facteurs  du  premier  de- 
gré en  X,  communs  à deux  fonctions  entières,  et  supposons  que 
n,  n soient  les  exposans  des  puissances  de  ces  facteurs, 
communes  aux  deux  polynômes,  comme  d*,  d'"',  d""“  sont  des 
diviseurs  relatifs  premiers  entre  eux , il  s’ensuit  (n“  a47) 
le  produit  d".  d’“’.  ûf'""  est  le  diviseur  relatif  de  plus  haut 
degré,  commun  aux  deux  polynômes,  puisque  tous  les  autres 
ne  peuvent  être  que  des  combinaisons  a à 2 , 3 à 3.  . . des 
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diverses  puissances  tle  c?,  c?',  d" , comprises  depuis  i jusqu’à 

»,  rij  n", 

Nous  pouvons  donc  établir,  comme  premier  principe,  r®.  qin> 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonctions  eti- 
tièrvs  est  le  produit  des  plus  hantes  puissances  de  tous  Us  di- 
viseurs du  l*'  degri  en  x , communes  aux  deux  polynômes; 
a“.  que  tout  diviseur  relatif  commun  à deux  fonctions  entières, 
divise  nécessairement  Uur  plus  grand  commun  diviseur  re- 
lalif. 

N.  B.  On  pourrait  encore  former  une  infinité  de  diviseurs 
relatifs  communs,  de  même  degré  que  mais  ce  se- 

rait (n“  240  en  multipliant  celui-ci  par  un  facteur  quelconque 
indépendaut  de  x. 

2G0.  Second  principe.  Le  plus  grand  commun  diviseur  rela- 
tif de  deux  fonctions  entières  est  le  même  que  celui  qui  existe 
entre  le  polynôme  de  plus  faible  degré  et  le  reste  de  leur  divi- 
sion, ou  du  moins,  n'en  diffère  que  par  un  facteur  indépendant 
de  X. 

En  effet,  soient  A et  B les  deux  polynômes,  D leur  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  Q et  II  le  quotient  et  le  reste 
de  leur  division , ly  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  tic 
B et  de  R;  on  a l’équation 

A = BxQ-f-R, 

d’où  l’on  déduit 


et 

D~D^D 


D’abord , D étant  diviseur  relatif  de  A et  de  B,  il  s’ensuit  que 
g et  sont  des  fonctions  entières  de  x;  ainsi,  il  doit  en  être 

de  même  de  pî  c’est-à-dire  que  D est  diviseur  relatif  de  B 

et  de  R.  Donc,  d’après  le  premier  principe,  D doit  diviser 
D',  qui  est  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  B et  R. 
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De  môme,  0',  divisinir  relatif  de  II  et  de  H,  l’est  aussi  de 
HQ  et  de  R,  et  par  conséi|unnt  , de  IXj R ou  A.  Ainsi  D', 
diviseur  relatif  de  A et  de  R , duit  diviser  1),  f|ui  est  le  plus 
grand  commun  diviseur  entre  A et  R. 

Les  deux  polynômes  D et  Ü'  sont  donc  réciproquement  divi- 
sibles l'un  par  l’autre,  ce  qui  exige  qu’ils  soient  de  meme  de- 
gré , et  par  conséquent  (11°  n5g)  qu’ils  soient  égaux  entre  eux  , 
ou  ne  dillûrent  l’un  de  l'autre  que  par  un  facteur  indépendant 
de  X. 

261 . De  ces  deux  principes,  résulte  le  procédé  suivant  pour 
trouver  le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  de  deux  fonc- 
tions entières  : 

Divisez  le  polynôme  de  plus  haut  depé  en  x par  le  second; 
si  la  division  se  fait  exacUmentj  le  second  polynôme  est  le  p.  g. 
c.  d.  cherché.  Si  vous  obtenez  un  resie^  divisez  le  second  poly— 

'nome  par  le  reste  ; en  supposant  que  celte  division  se  fasse 
exuctvmenlj  le  reste  est  le  p.  g.  c.  d.  entre  ce  reste  lui -meme 
et  le  second  polynôme,  et  par  conséquent  aussi  entre  les  deux 
polynômes  proposés.  Si  vous  obtenez  un  second  reste,  divisez 
le  premier  reste  par  le  second,  et  continuez  ainsi  l’opéra- 
tion jusqu’à  ce  que  vous  parveniez  à un  reste  qui  divise 
exactement  le  reste  précédent  ; ce  sera  le  plus  gratui  commun 
diviseur  cherché. 

Lorsqu’on  appliquant  le  procédé  ci-dessus,  on  parvient  à en 
reste  indépendant  de  x,  on  peut  conelurc  que  les  deux  polv— 
nomes  proposés  sont  premiers  entre  eux,  en  ce  sens,  qu'ils 
n’admettent  aucun  diviseur  commun  en  x;  car  le  plus  grand 
commun  diviseur  étant  (u*  zSt))  diviseur  relatif  du  reste  de  I 

chaque  division,  devrait  aussi  diviser  le  reste  indépendant 
de  X,  auquel  on  (st  parvenu , ce  qui  est  impossible.  j 

Nous  verrons  (n“  les  niodillcalions  que  l’on  peut , dans 
la  pratique  , apporter  à ce  procédé,  lorsqu’on  l’applique  à une 
certaine  classe  de  polynoxues. 

262.  Soit  maintenant  à déterminer  le  plus  grand  commun 
diviseur  relatif  de  plusieurs  fonctions  entières  A , C,  E...,  I 
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.Ap(u‘!oni  l)  le  p.  g.  c.  il.  enlrc  A et  B,  1/  le  p.  g.  c.  d. 
nnlrc  D et  C;  je  dis  que  !>'  est  aussi  le  p.  g.  c.  d.  de  A, 
B,  C. 

’ • i. 

En  efTef. , le  p.  g.  c.  d.  de  A , B,  C devant  diviser  A et  B,,‘ 
divise  leur  plus  p.'g.  e.  d.  D;  d’.iilleurs,  il  divise  aussi  C ; 
ainsi  il  doit  diviser  D' , qui  est  le  p.  g.  c.  d.  de  D et  C;  il 
ne  peut  donc  être  d’nn  degré  plus  élevé  que  D'.  Mais  D'  est 
évidemment  commun  aux  trois  polynômes  A , B,  C;  doue  en- 
fin, D'  est  leur  p.  g.  c.  d. 

On  prouverait,  d’une  manière  analogue,  que  !e  p.  g.  c.  d. 
D*  entre  D'  ct.E,  est  le  p.  g.  d, d.  cjitrc  A,  B,  C,  E;  et  ainsi 
de  suite. 

N.  Ji.  Dans  les  applications , on  commence  iiar  clierclier  le 
p.  g.  e.  d.  entre  1rs  deux  polynômes  de  plus  faillie  degré,  puis 
entre  celui  qu’on  a ainsi  obtenu  et  le  troisicinc  polynuiuo  le 
.plus  simple,  etc. 

2G3.  En  résumant  les  règles  précédentes, on  voit  que,  par 
une  suite  de  divisions  algébriques,  on  peut  toujours  obtenir 
le  plus  grand  commun  diviseur  relatif  entre  deux  ou  plu- 
sieurs polynômes  en  x,  quelle  que  soit  la  nature  des  coefli- 
ciens  des  diverses  puissances  de  cette  I.fire  prinei|ia!e. 

On  peut  encore  remarquer  que  tonies  les  fois  qu’on  opère  sur 
des  polynômes  rationnel.s,  c’est-à-dire  sur  dns  polynômes  qui 
ne  renferment  aucun  signe  de  l’extraclion  des  r.aeiurs,  r.apjili- 
cation  du  procédé  conduit  à des  quotieiis  et  des  restes  qui  peu-, 
vent  être  entiers  ou  fractionnaires,  mais  qui  sont  essentielle- 
ment rationnels.  Ainsi  le  plue  grand  commun  diviseur  relulifj 
auquel  on  panftenl  par  ce  procédé^  ne  peut  être  que  ra- 
tionnel. 


Du  plus  grand  commun  diviseur  algébrique  oxdinaire.  \ ■ 

264.  Les  polynômes  que  nous  allons  maintenant  considérer 
seront  de  la  nature  de  cens  sur  lesquels  nous  avons  opérédnns  le 
premier  cbapitrcj  et  nous  les  appellerons  des  polynômes  ralion- 
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nels  el  tniiern,  parce  que  leur  caraclère  consiste  en  ce  que,, 
composés  d’un  nombre  limité  de  termes,  comme  les  fonctions 
entUresj  ils  ne  renferment  dans  leur  expression  aucun  des 
signes' de  la  division  ou  de  l’extraction  des  racines  j c’est-à-dire 
que  les  coelCciens  numériques  ou  algébriques  sont  entiers,  et  il 
n’entre  dans  ces  polynômes  que  des  exposons  entiers  et  positifs 
pour  toutes  les  lettres. 

Un  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  facteur  ou  diviseur 
^ d’ui^  second  polynôme  de  même  nature , lorsqu’il  existe  un 
troisième  jmlynomc  rationnel  et  entier  qui , multiplié  par  le 
premier,  peut  reproduire  le  second  ; et  c’est  par  le  procédé  de 
la  division  algébrique  ordinaire,  qu’on  reconnaît  si  le  premier 
polynôme  est  facteur  du  second. 

Tout  polynôme  rationnel  et  entier  est  dit  premier  absolu^ 
“ lorsqu’il  n’n  pas*  d’autre  diviseur  rationnel  et  entier  que  lui- 
laème  ou  l’unité  qui  est  diviseur  de  toute  quantité  entière  ; et 
. deux  polynômes  rationnels  et  entiers  sont  dits  premiers  entre 
eiMr> lorsqu’ils  n’admettent  d’autre  facteur  commun,  ration- 
nel èt  entier  que  l’unité.  ^ 

' '265.‘*Ccs  définitions  étant  bien  comprises,  nous  regarderons 
comme  démontrée  la  proposition  suivante  (*)  : 2'out  polynôme 
premier  V (rationnel  et  entier)  ya»  divise  exactement  le  pro- 
duit A X B rfe  deux  autres  polynômes  rationnels  et  entiers j doit 
nécessairement  diviser  l'un  de  ces  polynômes}  et  voici  les  con- 
séquences qu’on  peut  en  tirer  i 

Premièrement.  Concevons  qu’un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier A soit  déjà  décomposé  dans  le  produit  de  plusieurs  facteurs 
premiers,  numériques  ou  algébriques,  mais  rationnels  et  entiers, 
et  que  l’on  ait 

A=P.P',r*P' PC’> 

( plusieurs  de  ces  facteurs  premiers  pouvant  être  égaux  entre 
eux).  ■■  ' * 


( ')  f^yr% , pour  la  (kmoRf traùou , la  nota  cpii  cat  à la  fin  da  l\>uvra^-v. 
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Il  résulte  de  la  proposiliou  qui  tient  d’ètre  énoncée , qu’aucun 
polynôme  premier  p différent  de  P,  P',  ne  peut  diviser 

"a  j car  pour  diviser  A , il  faut  que  p divise  P.X  ....P^*^  : or,  ^ 

s’il  est  diQ'érent  de  P,  il  ne  peut  le  diviser  ( puisque  P est  pre- 
mier), et  il  doit  par  conséquent  diviser  P'  P”  • • • • P^"^.  Par  la 
même  raison,  si  pest  différent  de  P',  il  doit  diviser 
et  ainsi  de  suite;  d’où  l’ou  conclurait  que  p doit  être  é^al  au  • 
dernier  facteur  P^"),  ce  qui  est  contre  Vhypothcsc. 

Ainsi , les  seuls  facteurs  rationnels  et  entiers  ejue  A puisse  ren- 
fermerj  sont  les  faeteüTs  P,  P’,  P”v . . . Pf"J,  dans  lest^uels  A est 
déjà  décomposé  J ou  les  produits  de  ces  facteurs  deux  à deux, 
trois  à trois,  etc,  ^ 

266.  Secondement.  Soient  A et  15  deux  polynômes  ration- 
nels et  entiers, D leur  plus  grand  commun  diviseur,  c’est-i- 
. tlire  (n®  34)  le  potynome  le  plus  grand  par  rapport  aux  expo-  ^ 
sans  et  aux  coejjieiens,  qui  divise  exactement  les  deux  poly- 
nômes donnés.  Si  l’on  désigne  par  A'  et  B'  les  quotiens  de  leur 
division  par  D,on  a (même  n”)  A = A'D,  B = B'D,  A' et  B 
premiers  entre  eux, 

Cela  pose,  4out  diviseur  premier  <f, commun  aux  deux  poly- 
nômes, ne  pouvant  diviser  en  même  temps  A’  et  B,  doit,  en 
vertu  de  la  proposition  fondamentale  (n“  265),  diviser  D.  11  est 
d’ailleurs  évident  que  tout  facteur  premier y?  qui  divise  A sans  • 
diviser  B , ou  réciproquement,  ne  saurait  diviser  D. 

Donc,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes  ra- 
tionnels et  entiers,  contient  comme  facteurs,  tous  les  diviseurs 
particuliers  communs  aux  deux  polynômes,  et  ne  peut  pas  ren- 
fermer d'autres  facteurs. 

C’est  le  premier  principe  du  n®  35  appliqué  à deux  polynômes 
rationnels  et  entiers-  , 

26^.  Troisièmement.  On  peut  reconnaître  facilement  que  D 
est  égal  à d" .d'"' .d’’"". . . d,d',  d“ étant  les  fadeurs  pre- 

miers communs  aux  deux  jvolynonies,  et  n , n' , n“ . , . . les  ex- 
posans  des  puissances  auxquelles  ces  fadeurs  sont  à la  foiscievés 
dans  les  deux  polynômes. 
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Lu  olTft,  cpitccvons  A et  B <léconn>»>.sês  cl.Tns  Icurt  raelcors 
]u  cniiers,  i.  t supposons  t|ia:  d entrant  un  certain  nombre  de  fois 
t!an*  K J cl  un  autre  nombre  de  fois  dans  B , d”  soit  la  plus  liante 
puissance  cuimnune  A A et  à B;  {jue  d'"',  d"*“,  d**"  soient  les 
plus  hautes  puissances  de  d',  d",  d’ conimuncs  à A et  à B.  Ad- 
mettons d’aiileurs , pour  fiser  les  idées , que  d,  d , d”,  d"  soient 
les  seuls  facteurs  premiers  cummuitsi  ou  aura  i 

A = A"  X (f"  X tf'"'  X d"''"  X f/*"  ", 

D = B'  X X d'"’  X d""'”  X «"‘*- 

A*  et  B”  sont  nccessaiicnient  premiers- ctilrc  eux;  car  si  quel- 
que facteur  premier  divisait  encore  A*  et  B',  ou  il  serait  l’un 
des  facteurs  d , d\  d'',  d",  auquel  cas  ii,  n,  n" , n“  ne  seraient 
pas  les exposans  des  plus  liantes  piiis.sancescoinniunes;  ou  bien, 
il  serait  dilTêfcnt  de  d,  et,  d’ , d’,  et  alors  cds  dernières  quan- 
tités ne  seraient  pas  les  seuls  facteurs  premiers  communs,  ce 
qui  serait  contre  riivpollièsc. 

Maintenant  il  est  clair  que  les  seuls  divi.seurs  rationnels  et 
entiers  communs  à A et  à B ne  peuvent  être  (n“  265)  que  les 
puissances  d,  d‘,  d',....  d",  d',  d'*,  et"’,  cT,  d“',....  d"’'",  ou 

les  prodiihs  de  cc'apuissances  deux  à-deux , trois  à trois  j (jaatre 
àqiuilre.  Or,  le  pins  grand  diviseur  qu’on  puisse  obtenir  ainsi, 
est  évidemment  le  produit  X X ff  “*  X Donc  D 
est  égal  à çc  produit. 

Ceci  prouve  encore  que  deux  polynômes  rationnels  et  entiers 
ne  peuvent  avoir  qu’un  seul  plutt  grand  commun  diviseur^  c’cst- 
à-dirc-un  seul  ilivi.spur  commun  dans  lequel  les  coeflicicns  et 
les.c.v|K)sans  soient  les  plus  grands  possibles;  tandis  que  deux. 
fonctions  ênliires  ont  une  inlinité  de  plus  granda  conimuna  di~ 
viseurs  relatifs  (rt“  25g.) 

268.  Quatrièmement.  On  peut ^ sans  aucun  inconvénient, 
introduire  ou  supprimer  J dans  l’un  des  polynômes  A ow  B , tel 
facteur  rationnel  et  entier  que  l’on  Juge  à propos j pourvu  que 
ce  facteur  ne  se  trouve  pus  déjà  dans  l'autre  polynôme.  Car  il 
est  cviiicnl  que  le  plus  graed  e>>jiiiauu  diviseur  cuire  les  d'jux 


Digitized  by  Google 


DU  n-us  oiia:<d  ooMyo.t  diviâtur. 
nouTcaux  polynômes  rcsle  le  même  qu’entre  les  polynômes 
proposés,  puisqu’il  doit  se  enmposer  des  mêmes  facteurs. 

2Gg.  Cirujuiimement,  P.issons  à l.i  démonstration  du  second 
principe  ctahli  n”  35. 

Oliscrvons  d’ahord  que  les  deux  polynômes  A et  B |)euvcnt 
toujours  être  supposés  tel»>  qu’après  les  avoir  ordonnés  par  rap- 
port à l’une  de  leurs  lettres  coiiununes,  a,  et  avoir  divisé  le 
polynôme  de  plus  liuut  degré , A par  exemple , par  le  second  B , 
on  ait  obtenu  un  quotient  entier  cX.  un  reste  de  même  nature, 
dans  lequel  le  plus  liant  exposant  tle  a soit  moindre  que  celui 
du  diviseur. 

En  cITct,  pour  que,  dans  cbacune  des  opérations  partielles,  le 
quotient  soit  fractionnaire,  il  faut  que  le  coefiieient  du  premier 
terme  de  cliaquc  dividende  partiel  ne  soit  pas  exactement  di- 
visible par  le  coelTicient  du  premier  terme  du  diviseur;  et  alors 
le  dénominateur  du  quotient  partiel  estcederniercoefTicient  lui- 
même, ou  l’un  des  facteurs  de  ce  coelTicient.  Or,  il  peut  se  présen- 
ter trois  cas  : ou  ce  cocflicicnt  divise  en  même  temps  les  coeûl- 
clensdes  autres  puissances  de  a qui  entreut  dans  le  diviseur;  ou  il 
a des  facteurs  communs  avec  tous  ces  coeOlciens  ; ou  bien , il  a 
avec  quelques  - uns  seulement  des  facteurs  comiuans  qui  n’en- 
trent pas  dans  les  autres.  (On  dit  dans  ce  cas,  que  tous  les  cocDî- 
ciens  sont  premiers  entre  eux.) 

Dans  les  deux  premiers  cas,  B contiendrait  comme  facteur 
ce  coelTicient,  ou  l’un  des  facteurs  de  ce  coelTicient;  et  puisque 
cc  facteur  ne  se  trouverait  pas  dans  le  dividende,  il  ne  saurait 
(n°  266)  faire  partie  du  plus  grand  commun  diviseur  entre  A et 
13.  Ainsi  (n°268)  on  pourrait  le  supprimer  d’avance  dans  B,  et  la 
question  serait  ramenée  à rccbcrclicr  le  plus  graud  commun 
diviseur  entre  A et  le  résultat  B'  de  la  suppression  de  cc  facteur. 

Dans  le  troisième  cas,  on  pourrait  multiplier  le  tlividonde  A 
par  le  multiple  le  plus  simple  des  dénominateurs  des  quotiens 
fractionnaires  obtenus,  lequel  multiple  serait  nécessairement 
premier  avec  R.  Le  produit  de  A par  ce  multiple,  .lyniit 
(n"  268)  avec  B le  même  plus  grand  commun  diviseur  que  celui 
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qui  çsislc  entre  A et  B,  on  pourrait  alors  opérer  sur  oe  produit 
A'  et  sur  B,  comme  sur  les  deux  polynômes  primitifs,  et  l’on  se- 
rait alors  certain  d’aroir  des  quotieus  entiers. 

Nous  pouvons  donc  admettre  à priori  que  les  polynômes  A et 
B satisfassent  à la  condition  ci-dessus  énoncée. 

1^‘Ia  posé,  je  dis  qu€  ^ p.g.c.d  entre  A B est  U mime  que 
te  p.  g.  c.  d entre  B R,  R désignant  le  reste  de  leur  divi- 
sion poussée  jusqu’à  ce  que  le  reste  soit  de  d^ré  moindre  que  B , 
par  rapport  à la  lettre  principale  a. 

En  effet , soient  Die  p.  g.  c.  d entre  A et  B , D'  le  p.  g.  c.  d 
entre  B et  R;  on  a l’égalité 

A=BxQ+R 

(Q  et  R étant  des  polynômes  entiers  );  d’où  divisant  d’abord 
pur  D et  ensuite  par  D' 

A_BxQ  , R a BxQ  R 

D ~ D **"  D D'  “ D'  D'  ■ 

Ces  deux  dernières  égalités  prouvent,  i“.  que  D divisant  A,  B 
et  par  <A>nséquent  BxQ,  divise  aussi  R;  ainsi  D, diviseur  com- 
mun de  B , R , divise  (n®  266)  E/  qui  est  le  p.g,  c.  d de  B et  de  R. 

2“.  Que  D'  divisant  R,  B et  par  conséquent  B XQ,  divise 
aussi  A;  ainsi  D'  diviseur  commun  de  A, B,  divise  D,  qui  est 
le  p.  g.  c.  d entre  A et  B. 

Puisque  D et  D'  divisés  réciproquement  l’un  par  l’autre , 
doivent  donner  un  quotient  entier,  ce  quotient  ne  peut  être  que 
l’unité,  et  l’on  a 

D = D';  c.q.f.d. 

270.  Nous  terminerons  l’exposition  de  ces  principes  par  une 
remarque  propre  à nous  guider  dans  la  question  qui  nous 
occupe. 

Suit  A un  polynôme  rationnel  et  entier  que  nous  supposons 
ordonné  par  rapport  à l’une  des  lettres  qui  y entrent,  a par 
exemple.  ‘ 

Si  ce  polynôme  n’est  pas  premier  absolu  (n®  264),  c’est-à- 
dire  s’il  est  déoom posable  en  facteurs  rationnels  et  entier'!,  il 
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peut  être  regardé  comme  le  produit  de  troit  facteurs  priuci- 
paux  , saToir  : •» 

I®.  D’un  facteur  monome  A|  commun  à tous  les  termes  de  A. 

( Ce  facteur  se  compose  du  plus  grand  commun  diviseur  qui 
existe  entre  tous  les  coelliciens  numériques,  multiplié  par  le 
produit  des  facteurs  littéraux  communs  à tous  les  termes)  ; 

2®.  D’un  factenr  polynom^A»  indépendant  de  a,  lequel  doit 
( 11®  3o  ) se  trouver  commun  à tous  les  coelliciens  des  diverses 
puissances  de  a,  dans  les  polynômes  ordonnés;  . 

3®.  D’un  facteur  polynôme  As  dépendant  de  a,  et  dans  le’* 
quel  les  coelliciens  des  diverses  puissances  de  a sont  premiers 
entre  eux  (n®26g)  ; en  sorte  que  l’on  a 

. ^ A Ai  X Ag  ^ A3.  « 

Quelquefois,  l’un  des  facteurs  A,,  A,  ou  tous  les  deux  se 
réduisent  h l’unité;  mais  du  moins,  telle  est  la  forme  la  plus 
générale  d’un  polynôme  rationnel  et  entier, 

11  résulte  de  là  que,  lorsqu’il  existe  un  plus  grand  commun 
di»iseur  D entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A et  D, 
on  a également 

D = D,  .Dg.Da;  ^ 

D,  désignant  le  pins  grand  facteur  monome  commun,  D*  le 
plus  grand  facteur  polynomO  indépendant  d’une  lettre  com- 
mune a,  et  Ds  le  plus  grand  facteur  polynôme  dépendant  de 
cette  lettre. 

Voici  d’ailleurs  le  moyen  d’obtenir  D,  : 

On  cherche  d’abord  U facteur  monome  A,  commun  à tous  les 
terme*  de  A.  Ce  facteur  est  en  général  composé  de  facteurs  lit- 
téraux qui  se  découvrent  d’après  l’inspection  des  termes,  puis 
d’un  coellicient  numérique,  que  l’on  obtient  en  appliquant  aux 
divers  coefliciens  numériques  de  Ale  procédé  établi  (Aritb. 
n®  1 56)  pour  trouver  le  p.  g.  c.  d.  entre  plusieurs  nombres  à 
la  fois. 

On  cherche  de  mime  le  facteur  monome  B,  commun  à tous  les 
termes  de  B;  puis  on  détermine  le  plus  grandfucteur  D,  commun 
à A,  et  à B,. 
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Ce  facteur  I)|  est  mis  à [>art,  coiiiinc  formant  !a  (irctuicre 
partie  du  commun  di\i  eur  clicrcli^.  On  supprime  d'ailleurs 
les  fadeurs  A,  et  B,j  dans  les  deux  polynômes  proposés,  et  la 
question  est  rainenêe  à clierclier  Je  p.  g.  c.  <!.  entre  deux  nou- 
teaux  polynômes  A‘  et  B'  délxirrassés  de  tout  facteur  mouome. 
C’est  donc  à ces  deux  derniers  polynômes  qu’il  convient  d’ap- 
pliquer le  procédé  dont  nous  allotis  donner  le  développement. 

S71.  II  pentse  présenter  plusieurs  circonstances,  eu  égard  nu 
noniln  e des  lettres  que  A’  et  B'  peuvent  renfermer.  , 

le.  A'  tT  B'  NE  nEKFEBMANT  Qo’bNE  SEULE  LETTRE  a. 

I Si  l’on  ordonne  A'  et  B'  par  rapport  à a,  les  coellicicns  seront 
nécessairement  premiers  entre  eux,  puisqu’ils  sont  numeriques 
ctqu’on'  a déjà  retiré  les  facteurs  raononies.  Ainsi,  dans  ce  cas, 
il  n’y  a lieu  à reclicrclier  que  le  plus  grand  facteur  commun 
dépendant  de  a,  savoir,  D3  {11®  270). 

Pour  l’obtenir,  on  commence  (n®  269)  par  préparer  le  poly- 
nôme de  plus  liaut  degré,  de  manière  que  son  premier  terme 
soit  exactement  divisible  par  le  premier  terme  du  diviseur. 
Cette  préparation  consiste  à multiplier  tout  le  dividende  par  le 
coefficient  du  premier  terme  du  diviseur,  ou  par  un  facteur  de 
ce  coefficient,  ou  (n®  36)  par  une  certaine  puissance  de  ce  coeffi- 
cient, afin  de  pouvoir  exécuter  plusieurs  opérations  de  suite, 
sans  de  nouvelles  préparations. 

Ou  effectue  alors  la  division,  et  l'on  pousse  l’opéralion  jusqu'à 
ce  qu'on  obtienne  un  reste  de  plus  faible  degré  que  le  polyneme 
qui  a servi  de  diviseur. 

On  chercha  si,  entre  les  coeffioiens  de  ce  reste  (cpii  ne  peu- 
vent être  que  des  nombres) , té  n'existerait  pus  un  facteur  com- 
mun qu'on  aurait  soin  de  supprimer,  connue  ne  pouvant  faire 
partie  du  p.  g.  c.  d.  clierclié;  apres  quoi , l'on  opère  sur  le  second 
polynôme  et  sur  le  reste,  comme  on  a opéré  sur  les  deux  poly- 
nômes et  D’  (n®  269). 

On  continue  celte  série  d’opèrulions  jusqu'à  ce  que  l'on  soit 
jtarvenu  à un  reste  diviseur  exact  du  reste  précédent,  aiuji^d  cas 
ce  reste  diviseur  est  le  p.  g.  c.  d.  Ds<jui  existe  cutre  A' et  B'; 
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cl  D,  X Ha  exprime  alors  le  j).  j;.  o.  tl.  cuire  A cl  U;  ou  bieuj 
Jusqu'à  ce  qu'on  troin-e  un  reste  indépendtmt  de  c’esl-à-ilire 
numérique^  cl  cVsl  iiti  ^igllc  certain  que  les  tleux  polynômes  A' 
el  B'  sont  premiers  entre,  eux.  -S  ’ 

A'  ET  B'  BEKEEBHAMT  DEUX  LETTRES  il  ET  6. 

Après  avoir  ordonné  ce»  p)Iynoincs  par  rapporl  à a , il  faut 
d’abord  procédera  la  reclicrelic  du  faclcur  polynôme  indèpeii- 
danl  de  a •J.'jo').  ^ 

Poui‘  cela , on  détermine  dé  abord  le  plus  grand  commun  dU'i- 
setir  A»  entre  tous  les  coej^iciens  des  diverses  puissances  de.  a 
dans  L^udy nome  . Ce  coniinun  diviseur  s’oblient  en  appli- 

quant le  procédé  (ii“  262)  relatif  à la  reclierclie  du  p.  g.  c.  d. 
entre  plusieurs  polynômes  a la  fois,  ainsi  que  la  règle  qui  a été 
établie  dans  le  cas  précédent,  puisque  ces  coetneiens  ne  renfer- 
ment que  la  seule  lettre  b.  On  détermine  dp  même  le  plus  grand 
commun  diviseur  B,  entre  tous  les  cotfpciens  de  B'.  Comparant 
ensuite  A,  et  0^ , o/s  :nel  à part  leur  plus  grand  commun  divi~ 
seiir  D, , comme  taisant  partie  du  p.  g.  c.  d.  eberebé  ; et  l'on 
sup2>rime  d'ailleurs  les  facteurs  A,  et  Bj  dans  K'  et  B’;  ce  qui 
donne  lieu  à deux  nouveaux  polynômes  A'  et  B"  dont  les  cociïi- 
ciens  sont  premiers  entre  eux,  cl  auxquels  on  peut  par  consé- 
quent appliquer  ce  qui  a été  dit  dans  le  premier  cas. 

Toutefois,  il  faut  avoir  soin,  pour  cliaque  reste,  de  s'as- 
surer si  les  coejjlciens  des  diverses  puissances  de  la  lettre  a ne 
renferment  pas  un  facteur  commun ^ qu’on  supprimerait  alorsj 
comme  ne  pouvant  faire  partie  du  commun  diviseur.  Nous  avons 
déjà  fait  voir  (n"  38j  que  ces  .suppressions  sont  absolument  in-i 
dispensabics.  ^ 

On  obtient  ainsi  pour  A"  el  B"  le  commun  diviseur  D3  ; el 
pour  les  deux  poly  nomes  A cl  B,  le  p.  g.  c.  d.  est  D,  X O»  X D3 . 

N.  D.  En  appliquant  à A*  et'  B"  le  procédé  indiqué  dans  le 
premier  cas,  on  reeumiait  encore  que  ces  deux  polynômes  sont 
premiers  entre  eitXj  à ce  signe,  qu'on  obtient  un  reste ^ soit  numé- 
rique, suit  fonction  de  I»^  mais  indépendant  de  a.  Alors  ,V  el  B 
n’ont  pour  p.  g.  c.  d.  que  ü,  XD,. 

"3".  a'  ET  B'  RENFERMANT  TROIS  LETTRES  O , k,  C. 
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Les  deux  polynômes  clant  ordonnés  par  rapport  à a,  on  dè- 
lurmine  d’abord  U p,  g.  c.  d.  indépendant  (/a  a ; ce  qui  se  fait  en 
iippliquaiit  aux  coetliciens  des  diverses  puissances  de  a , dans  les 
d«ox  polynômes,  le  procédé  du  n"  26a  et  la  rëgledu  second  cas, 
''puisque  0^  cocfliciciu  polynômes  ne  renferment  que  les  deux 
lettres 

y^je  polynôme  indépendant  D,  ‘étant  ainsi  mis  en  ioidence^ 
et  les  facteurs  et  15,  qui  l’ont  donné, étant  supprimés  dans  A.' 

et  b',  il  en  résulte  deux  polvnonies  A”  et  B*  dont  les  coeSiciens 
sont  premiers  entre  eux,  et  auxquels  on  peut  par  conséquent 
appliquer  ce  qui  a été  dit  dans  les  deux  cas  précédons.  ^ 

£t  ainsi  de  suite. 

Nous  engageons  les  )euncs  gens  it  se  bien  pétiétrer  du  procédé 
que  nous  venons  d’etablip,  et  de  son  esprit. 

Mous  allons  en  faire  l’application  à quelques  exemples. 

273.  Soient  les  deux  polynômes 

a”d‘  ^ c*d‘  — a*c*  + c*  .et  ^a'd  — aac*  + ac’  — ^acd. 

Le  second  polynôme  e.st  le  seul  qui  renferme  un  facteur  mo- 
nôme; ce  facteur  est  a.  En  le  supprimant  et  ordonnant  par  rap- 
port à d,  on  obtient  les  deux  nouvelles  expressions 

(a*  — c*)  — a*c* cd  et  (20* — 2ac)d— ac*-f- <d. 

Il  faut  d’abord  procéder  à la  recberebe  du  commua  diviseur 
indépendant  de  la  lettre  d. 

Or,  si  l’on  considère  les  coefficiens  a* — t*  cl  — a*c*  -|-  cl  du 
premier  polynôme,  on  observe  que  — a‘c‘  -j-  c*  peut  sc  mettre 
hous  la  forme  — c*(a* — c*);  d’où  l’on  voit  que  a“ — c*est  facteur 
commun  entre  les  deux  coefliciens  du  premier  jvolynome.  De' 
même , les  coelliciens  du  second , 2a*  — 20c  et  — ac*  -4-  td,  re- 
viennent à 2a  (a — c)  et  — c‘(a  — c)  ; donc  a — c est  facteur 
commun  entre  ces  coefliciens. 

Comparons  maintenant  les  deux  fuclciirs  a*  — c*eta— c. 
Comme  ce  dernier  divise  l’autre,  il  s’ensuit  que  a — e est 
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fadeur  commua  aus  deux  |iol}nomes  proposés;  et  c'est  le  di- 
viseur indépendant  de  d. 

Supprimons  d’ailleurs  a’  — c“  dans  Je  premier  polyncmc  , et 
fl — c dans  le  second;  on  obtient  pouij^les  rcsullats  de  cette  sup- 
pression d' — c*  et  20(i — c‘,  polj  nomes  auxquels  il  faut  aopli- 
(]uer  le  procédé  ordinaire. 

d'  — c*  1 antf  — c* 

— 4<^V*  J zad  + c' 

+ a.ac’d  — 4“’'^’ 

— 4<ï*e*  + 

Explication.  Après  avoir  multiplié  le  dividende  par  4«‘,  et 
effectué  deux  divisions  consécutives,  on  obtient  pour  reste 

4u*c*-4-c^,  polynôme  indépendant  de  la  lettre  principale  d ; 

donc,  les  deux  polynômes  d*  — c*  et  anrf  — c*  sont  premiers 
entre  eux.  Ainsi,  le  plus  grand  commun  diviseur  des  poly- 
nômes proposés  est  a — c. 

Reprenons  le  même  exemple,  en  ordonnant  par  rapport 
à a;  il  vient,  après  la  suppression  du  facteur  2 dans  le  se- 
cond polynôme, 

(d»  — c*)o*  — e*d*-{-cf  et  ada* — (acd  + c*)n  + c^. 

En  jetant  les  yeux  sur  le  second  polynôme,  on  reconnaît  fa- 
cilement que  les  coelEciens  des  diverses  puissances  de  a sont 
jircmiers  entre  eux.  Quant  au  premier  polynonie,  on  observe 
que  le  coefficient  — c‘d*-f-c*,  du  second  terme  ou  de  a", 
revient  à — c“(d*  — c*);  d’où  il  suit  flue  d*  — c*  est  facteur 
commun  aux  deux  coefficiens  ; et  comme  ce  facteur  ji’entre  pas 
dans  le  second  polynôme,  on  peut  le  supprimer  dans  le  pre- 
mier, sans  en  tenir  aucun  compte,  comme  ne  faisant  pas  partie 
du  commun  diviseur. 

Opérant  cette  suppre.ssion , et  prenant  le  second  polynôme 
pour  dividende,  le  premier  pour  diviseur  (afin  d’éviter  la  pré- 
paration) , on  a 
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I®.  2cd 

" + c’  ) 

O*  — c* 

— c* 

/ 

9.d 

reste — 2cd  I 

a -f-  2tfc“ 

-c*' 

+ f ' 

ou  bien , . . . a — c , 


en  supprimant  le  facteur  commun  (—  2cd  — c*)  ; 

2“.  a*  — r*  1 n — c 

-f-  «c  — c*  J a -f-  c 

O 

Explication.  Après  avoir  elTectné  la  première  division  , l’on 
üiitient  un  reste  qui  renferme  le  facteur  — 2td — c*,  dans  ses 
deux  coelficiens;  car  + — c(— 2r<i  •— c*).  Ce  fac- 

teur étant  supprimé,  le  reste  se  réduit  à a — c,  polvuoinc  qui 
divise  exactement  a* — c*. 

Donc,  U — c est  le  plus  grand  commun  diviseur  cberclié.  Les 
coramençabs  feront  bien  de  reprendre  le  même  exemple  , eu 
ordonnant  par  rapport  à c. 

273.  Il  existe  un  cas  assez  remarquable,  dans  lequel  oti 
peut  obtenir  le  plus  grand  commun  diviseur  plus  aisément 
que  par  le  procédé  général;  c’est  celui  ou  l’uu  des  deux 
polynômes  renferme  une  iettre  qui  ne  se  trouoe  pas  daiM 
l’autre. 

Dans  CO  cas,  comme  il  est  évident  que  le  plus  grand  coni- 
!nuu  diviseur  doit  être  indépendant  de  cette  lettre,  il  s’ensuit 
que,  si  l’on  ordonne  le  polynôme  qui  la  renferme,  par  rappoi  t à 
cette  lettre,  le  plus  grand  commun  diviseur  cherché-  sera  le 
même  que  celai  qui  existe  entre  les  coefficiens  des  diverses  puU~ 
sauces  de  la  lettre  principale  et  le  second  polynôme,  qui,  par 
hypothèse,  en  est  indépendant. 

A la  vérité,  on  sera  conduit,  par  ce  moyen , à déterminer  le 
plus  grand  commun  diviseur  entre  trois  ou  un  plus  graml 
nombre  de  polynômes;  mais  ceux-ci  seront  beaucoup  plus 
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simples  que  les  polynômes  proposés.  Souvent  même  il  atrivc 
que  quelques-uns  des  coefficieus  du  jiolynome  ordonné  sont 
des  luonoincs  , ou  bien,  que  l’on  reconnaît  â leur  seule  ins- 
pection qu’ils  sont  ['remiers  entre  eux;  et,  dans  ce  cas,  on 
est  certain  que  les  polynômes  propoics  sont  aussi  premiers 
entre  eux.  « 

Ainsi,  dans  rcxem[)le  du  n°  27?.,  traité  par  le  premier 
moyen,  après  avoir  supprime  le  facteur  a — c commun  aux 
deux  polynômes,  ce  qui  a donné  pour  résultats  , 

d‘ — c*  et  — c*, 

on  reconnaît  immédiatement  que  ces  deux  nouveaux  poly- 
nômes Sont  premiers  entre  eux;  car,  le  second  renfermant  la 
lettre  a,  qui  ii’enlrc  pas  dans  le  premier,  il  résulte  de  ce  qui 
vient  d’ctie  dit  que  le  commun  diviseur  doit  se  trouver  entre 
les  coelüciens  ad  et  — c*,  ce  qui  est  évidemment  impossible  ; 
donc , etc. 

Soient,  comme  application  du  cas  que  nous  venons  d’exami- 
ner, les  deux  polynômes 

36cy  -|-  3omp  -f-  i86c  -f-  5mpq, 
et  ^adq  — ^7.fg  -f-  u^nd  — ’lfgq- 

Comme  q est  la  seule  lettre  commune  à ces  deux  polynômes 
(qui,  d’ailleurs  , ne  renferment  pas  de  facteurs  monomes)  , on 
pourrait  les  ordonner  par  rapport  â cette  lettre , et  suivre  le 
procédé  ordinaire.  Mais  observons  que,  b se  trouvant  dans  le 
premier  polynôme  et  non  dans  le  second , si  l’on  ordonne  le 
premier  par  rapport  à b , ce  qui  donne 

(3cÿ -1- 1 8c)  t -f- 3omj3  + 

on  peut  assurer  que  le  p.  g.  c.  d.  eberebé  est  le  même  que  celui 
qui  existe  entre  le  second  polynôme  et  les  deux  coeificiens 

3c5T-f-j8c  et  3amp-\-5mpq. 

Or,  le  premier  de  ces  deux  coeflîciens  peut  se  mettre  sous  la 
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forme  3c(y  + 6),  et  l’autre  revient  à Smp[(j  +6);  d’où  il  suit 
que  y + 6 csl  le  seul  f.ictcur  commua  à ces  deux  coeOiciens,  Il 
suffit  donc  de  voir  si  îy  + 6,  qui  est  un  diviseur  premier j est 
facteur  du  second  polynôme. 

Or,  ce  polynôme,  ordonne  par  rapport  à q,  revient  à 

(4a£f  — •)fg)  q — 4 2^  + 24a<i  ; 

comme  la  seconde  partie  Oi^ad — est  égale  à 

6(4<h^  — s’ensuit  que  ce  polynôme  est  divisible  par 

y -j-  6,  et  donne  pour  quotient  ^ad  — 'jfg.  Donc  enfin  , 
jr  ^ p'*^  grand  commun  diviseur  des  deux  poly- 

nômes proposés. 

274.  B-  Oo  peut  reconnaître  dans  l’exemple  précé- 
dent, qne  ÿ -f- 6 est  diviseur  exact  du  polynôme 

{^ad — ’ifg)'!  + 7.f[ad — 4^.^>  P”*'  moyen  fondé  sur  l.a 
propriété  (n°  zSt)  de  la  théorie  des  équations. 

Faisons,  dans  ce  polynôme,  <7-f-6  = o,  ou  q = — 6;  il  vient 

X — 6 + o.^ad—^2fgy 

expression  qui,  simplifiée,  se  réduit  à o;  donc  q -h  6 est  divi- 
seur de  ce  polynôme. 

En  général,  ce  moyen  peut  être  employé  avec  avantage 
dans  presque  tontes  les  applications  du  procédé.  Il  consiste, 
lorsqu’on  est  parvenu  au  reste  du  i*'  degré  en  a ( si  a est  la 
lettre  ordonnatrice  ) , à égaler  ce  reste  à o , et  à en  tirer  Ut 
valeur  de  a. 

Si  cette  valeur,  substituée  dans  le  reste  du  second  degré, 
l’anéantit^  c’est  une  preuve  qu’il  y a un  commun  diviseur,  le- 
quel n’est  antre  chose  que  le  reste  du  i*' degré  simplifié  (n“  38  '. 
Si  le  restedu  second  degré  ne  devient  pas  nul  par  cette  substitu- 
tion, on  peut  conclure  qu’il  n’y  a pas  de  commun  diviseur  dé- 
pendant de  la  lettre  ordonnatrice. 

Il  y a plus  i parvenu  au  reste  du  second  degré  en  a,  l’on  n’a 
pas  besoin  de  pousser  l’opération  plus  loin. 

Véoompoeei  ce  polynôme  en  deux  facteurs  du  t*’  degré j ce  qui 
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se  fait  en  l’égalant  à o,  et  résolvant  l’équation  du  second  degré 
qui  en  résulte. 

Si  chacune  des  valeurs  de  a ainsi  obtenues,  substituée  dans 
le  reste  du  3*  degré,  l^aniantUj  c’est  une  preuve  que  le  reste 
du  second  àe^ré,  simplifié  j est  diviseur  commun;  si  l’une  des 
valeurs  seulement  anéantit  le  reste  du  3*  degré,  le  commun  di- 
> iseur  est  le  facteur  du  i*'  degré  en  a , [rationnel  et  entier)  (|ui 
correspond  à celte  valeur.  Enfin,  si  aucune  des  deux  valeurs 
n’anéantit  le  reste  du  3*  degré,  on  peut  conclure  qu’il  n’v 
a pas  de  commun  diviseur  dépendant  de  la  lettre  a. 

Nous  supposons  ici  que  les  deux  factdurs  du  i“'  degré  en  a 
sont  rationnels;  autrement,  il  serait  plus  simple  d’effectuer  la 
division  du  reste  du  3*  degré  par  le  reste  du  second  degré  ; et 
si  cette  dernière  division  ne  se  faisait  pas  exactement,  on  pour- 
rait assurer  qu’il  n’y  a pas  de  commun  diviseur  rationnel, 
juiisque,  s’il  y en  avait  un,  il  ne  pourrait  être  que  du  pte- 
inier  degré  en  a , et  devrait  se  trouver  dans  le  reste  du  se- 
cond degré;  ce  qui  est  contre  l’hypothèse. 

275.  Pour  faire  juger  de  la  différence  entre  le  procédé  du 
commun  diviseur  rclatifet  celui  du  commun  diviseur  ordinaire, 
nous  allons  d’abord  traiter  d’après  le  premier  procédé,  un 
exemple  dans  lequel  les  deux  polynômes  sont  non-seulement 
entiers  par  rapport  à x,  mais  encore  par  rapport  aux  autres 
nombres  qui  y entrent , parce  que;  par  la  suite,  nous  aurons  à 
opérer  sur  beaucoup  d’exemples  de  ce  genre. 

* Soient  proposés  les  deux  polynômes 


et 


6x*— 4^1 — iix*  — 3x“  — 3x—  I, 
4r*-i-  3x  — 5; 


O 


, r-  ü / < . q o n O / I • -^3 5 


1 
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Donc  — 3^‘  + taXlcp.g.c.d. 

Tablbau  des  Opérations  par  la  méthode  ordinaire. 


i“.  Multiplication  par 

ÿBx’’-  64x* — 176*^-  48*’ — 48*“ 


4x'+  2je*-i8x'+3j-5 


Ileslc  +3i2a.'-624»“+ï564c-i56, 
ou  I>ien,  supprimaat  le  facteur  i56, 

2x’ — 4**  + -* — '• 


-1  I2A''-+256x-I9'.Ox’+  72X—  16 


9.4'*'~*8 


a®,  — i8x*-l-3jt — 5 I a*^  — 4**"f“* — ' 

— aojf*-4-5x — 5 J 2x  -f- 5 ^ 

O. 

Donc  ajc^  — 4®’  + ^ — ‘ est  le  p.  c.  <i 

Eu  appliquant  le  procédé  du  n°  261 , sans  faire  subir  aucune 
préparation , on  parvient,  comme  on  le  voit  dans  le  premier  des 
'deux  tableaux  de  calcul,  au  résultat 


tandis  que  si  l’on  suit  le  procédé  du  n®  271 , avec  toutes  Ses  mo- 
difteatioDS,  on  obtient 

ox*  — 4^  + ® — * » 

pour  le  plus  graud  commun  diviseur  des  deux  polynômes. 
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Or,  cedernier  résultat  ne  diilere  du  précédent  que  par  le  fao- 
3q  ■. 

leur  qui  est  commun  à tous  le?  termes  de  celui-ci , et  que 
l’on  peut  mettre  en  évidence. 

D’où  l’on  volt  que  l’effet  produit  par  l’application  du  procédé 
sans  préparation,  c’est  de  donner  le  commun  diviseur  ordinaire, 
qui  existe  entre  les  deux  polynômes  (qu’on  suppose  ra«/onn<-/s  et 
entiers),  de  le  donner,  dis- je,  embarrassé  de  /acteurs  étrangers, 
mais  indéptndans  de  la  lettre  principale. 

Or,  comme  nous  verrous  par  la  suite  que  le  principal  objet 
qu’on  se  propose,  lorsqu’on  est  parvenu  au  commun  divisqur  de 
deux  fonctions  entières,  est  de  l’égaler  à o,  pour  en  tirer  des 
valeurs  de  la  lettre  principale,  on  conçoit  que  l’introduction  de 
ces  facteurs  étrangers  dans  le  résultat  ne  peut,  en  aucune  ma- 
nière, influer  sur  les  racines  de  l’équation  obtenue,  puisque  ces 
facteurs  peuvent  toujours  être  supprimés  dans  cette  équation, 
tant  qu’ils  sont  indépendans  de  la  lettre  principale. 

Ainsi,  dans  ce  cas,  il  est  tout4-fait  indifférent  d’employer  ou 
de  ne  pas  employer  les  motlifications;  et  lorsqu’on  les  emploie, 
c’est  seulement  dans  la  vue  de  simplifier  les  calculs. 

Nous  proposerons  encore  d’appliquer  les  deux  procédés  aux 
exemples  suivans  : 

4^^^  — 3jt'  — idx’'  -p 


+ 


I lor*  -+-  tue  — 


' ' { 6*^  -f-  20X*  — — 48**  + 22X  -f-  12; 

p.  g.  c.  d.  simplifié  = X*  — 5*  -f  3. 

r 

' -f-  — i5x®  -f-  i4** — i5x  -f- 

ti5xi  — -f-  47*’  — 2ix  +28; 

p.  g.  c.  d.  simplifié  = 5**  — 3x  -j-  4- 


§ H.  Transformations  dès  équations.  Première  partie 
de  V Élimination.  f' 


Nous  nous  proposons  de  réunir  dans  ce  paragraphe  les  prin 
cinales  transformations  dont  le  but  est  de  ramfener  la  résolution 
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d’une  équation  donnée,  à celle  d’une  autre  équation  plus  facile 
à traiter. 

3^6.  Première  transformation.  Évanouiestmenl  du  second 
terme  de  toute  équation,  • 

On  conçoit  qu’une  équation  d’un  degré  donné  est  d’autant 
plus  aisée  à résoudre , qu’elle  renferme  moins  de  puissances  de 
l’inconnue;  c’est  ainsi  que  l’équation  J*=Ç,  donne  sur-le-champ 
*=:±:  ^q,  tandis  que  l’équation  complète  x'  px  = q a be- 
soin d’une  préparation  pour  être  résolue. 

Or,  une  équation  quelconque  étant  donnée,  on  peut  toujours 
la  transformer  tn  une  autre,  c’est-à-dire  ramener  sa  résolution 
à celle  d’une  autre  équation,  prjvce  du  second  terme. 

Soit  en  efiiet  l’équation  générale 

*"• -f  P*"-‘  H- Q*-"-*  17=5  0. 

Posons  x=  u-\-  x',  U étant  uue  nouvelle  inconnue,  et  a/  une 
indéterminée  dont  nous  pouvons  disposer  à volonté;  il  vient, 
eu  remplaçant  x par  « -j-x'. 


ou,  développant  d’après  la  formule  du  binôme,  et  ordonnant 
par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  te, 


+P 


4.  m . x'* 

3 

4-  (/»  — I ) Px' 

+ Q 


+•••+/"  j 
-f  Px'--'  / 

+ . . . I 


= 0. 


, -fTx' 
-fü 


Puisque  x'  est  tout-à-fait  arbitraire,  nous  pouvons  en  disposer 

p' 

de  manière  qbe  l’on  ait  mjcf +P=o;  d’où  l’on  tire  x'  = . 

/n 

Portant  cette  valeur  dans  l’équation  précédente,  on  <d>tiendra. 


/ 


t 
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£tanouis«biiknt  du  sbcomd  tebme. 
tout  calcul  fait,  une  tranaformit  telle  que 

h"  + Q'«"—  + R'u"-’  + |-T'm  + U'  = o, 


4ai 


prtrée  de  second  terme.  Cette  équation  une  fois  résolue,  ou  ob- 
tiendra les  valeurs  de  x correspondantes  aux  valeurs  de  u,  en 

P 

remplaçant  dans  la  relation  x = it-f-x',  ou  x = u , 

m 

la  lettre  u par  chacune  de  ses  valeurs. 

D’où  l’on  peut  conclure  cette  règle  générale  : 

Pour  faire  disparaître  le  second  terme  d’une  équation , rem~ 
placez  l’inconnue  pur  une  nouvelle  inconnue  augmentie  du 
coe^ic  'unt  du  tecond  terme, pria  en  aigne  contraire  et  diviai  par 
le  degré  de  f équation. 

On  peut  reconnaître  d poateriori  que  cette  substitution  doit 
remplir  le  but  qu’on  s’était  proposé. 

En  effet,  soient  a,  b , c,  d. . . . les  m racines  de  l’équa- 

P 

tion  donnée;  il  résulte  do  la  relation  xssu  — — , qui  donne 

fn 

P 

u = r -I , que  les  valeurs  de  u sont 

Tf% 

“=«+— I 0 +.”»  + 

771  7Th  771  771 

la  somme  des  nouvelles  racines  est  donc 

P 

a b c -f-  d, , . , -f-  m 

tH 

mais  on  a (n®  257)  a b-\-  c + d-^- — P;  la  somme 

précédente  se  réduit  doncà  — P-f-P,  ou  à o ; ainsi , le  coefficient 
du  second  terme  de  1a  transformée  doit  être  nul  de  lui-méme. 

JV.  B.  On  a supposé  le  coefficient  du  premier  ternie  del’éqoa- 
tion  égal  à l’unité;  mais  si  l’équation  était  de  la  forme 

Kx”  Px"~'  -1-. . . .Tx  -f-U  = o, 

en  {losant  x—  u~\-  x' , on  obtiendrait,  pour  le  coelBcicnt  d« 
u”~',  tnkr'  P,  expression  qui,  égalée  à o,  donnerait. .... 


7-k-r: 


■ 
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x’  = — c’est»à-dîre  que,  clans  ce  cas,  le  dcDominateur  «le 

la  valeur  tlft  x'  serait  le  produit  du  degré  de  P équation  par  le 
coejjîcient  A du  premier  terme. 

Appl  Iquons  la  règle  précédente  à l’équation  a?  •\-px~q. 


Si  l’on  pose  x=«— elle  devient -f-p^u — 

ou,  elTectuant  les  calculs  et  réduisant, u* — ^=q; 


cette  équation  transformée  donne. 


par  conséquent ,.  on  obtient,  pour  les  deux  valeurs  de  x cor- 


respondantes , 


Au  lieu  de  faire  disparaître  le  second  terme,  on  peut 
demander  que  l’équation  soit  privée  du  troisième, quatrième...; 
il  sufiit  pour  cela  d’égaler  è o le  coefficient  de  u*“*,  . . . 

Far  exemple,  pour  chasser  le  troisième  terme,  on  posera,  dans 
l'équation  transformée  ci-dessus, 


m.  — jc'“  -f-  (m  •—  l)  Px'  -f-  Q=so, 

d’oh  l’on  déduira  pour  x'  deux  valeurs  dont  chacune  substituée 
dans  la  transformée , la  réduira  à 1a  forme  ' 

« J 

u”  -h  P'u™-'  -f  + T'u  -f  U'  = o. 

* 

f 

Au-delà  du  troisième  terme , il  faudrait  résoudre  des  équations 
de  degré  supérieur  au  second  , pour  obtenir  la  valeur  de  x"; 
.linsi,  pour  opérer  la  disparition  du  dernier  terme,  il  faudrait 
résoudre  l’équation 

X”  + Px'"-  -4- -f  Tx'  -f-  U = O, 

qui  n’est  autre  chose  que  la  proposée  dans  laquelle  ôn  a rem- 
placé X par  x'. 
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Il  peut  arriver  que  la  valeur  x'  = , qui  ( n®  376  ) fait 

disparaître  le  second  terme,  donne  paiement  lien  à la  disp.a— 
rition  du  troisiciue  ou  d’un  tout  autre  terme.  Par  exemple, 
pour  que  le  second  et  le  troisième  termes  disparaissent  à la  fois, 

P 

il  faut  que  l’équation  x'  = — — , puisse  s’accorder  avec  celle-ci 
. ZLni.  x'*  (m  — 0 Px' 4- Q = O . 


Or,  si  l’ou  remplace  dans  cette  dernière  ,x'  par ,11  vient 

* TTl 

m.— — — (m — »)•—  -I-Qi=o,ou(m — i)P* — amQ=o; 


'ainsi , toutes  les  fois  que  cette  relation  existera  entre  les  deux 
coeniciens  P et  Q, la  disparition  du  second  terme  donnera  lien 
à celle  du  troisième. 

*78.  Remarques  sur  la  transformation  précédente.  Formation 
des  polynômes  dérivés, 

La  relation  x = u -{-  x',  dont  nous  avons  fait  usage  dans  les 
deux  numéros  qui  précèdent,  indique  que  les  racines  de  la 
transfortnée  sont  égales  à celles  de  la  proposée,  diminuées  ou 
aughientées  d’une  même  quantité.  Tantôt  cette  quantité  est 
introduite  dans  le  calcul,  comme  une  indéterminée  dont  la 
valeur  est  ensuite  fixée  de  manière  à remplir  une  condition 
donnéci  tantôt  c’est  un  nombre  particulier  et  donné  à priori  j 
(|ui  exprime  une  différence  constante  entre  les  racines  d’une 
première  équation  et  celles  d’une  autre  équation  que  l’on  veut 
former. 

En  un  mot,  la  transformation  qui  consiste  à remplacer  x |>ar 
u-+-x'  dans  une  équation,  est  d’un  usage  très  fréquent  dans  U 
théorie  des  équations.  Or,  il  existe  un  moyen  assez  simple 
d’obtenir,  dans  la  pratique,  la  transformée  qui  résulte  de  cette 
sulistitution. 

Pour  cela . intervertissons  l’ordre  des  termes  dans  u x'\ 


4^4  HEMàRQUBS  IUH  Là  THàHSFORMÀTIOM  l'IliciDSNTi:. 

c’est-à-dire  remplaçons  x par  x'  -\-u,  dans  l’cqualion 

X" -f.  Px”^' -f  Qx"-« -1- Rx“-3 -I- . . . . Tx -+■  U = O ; 

on  trouve,  en  déreloppant  et  ordonnant  par  rapport  aux  puis- 
sances ascendantes  de  u , 

é 


Si  l’on  fait  attention  à la  manière  dont  se  composent  les  coef- 
ficlens  des  diverses  puissances  de  u,  on  verra  que  le  coefficient 
de  u°  n^eat  autre  chose  que  le  premier  membre  de  la  proposée j 
dans  lequel  on  a remplacé  x par  x';  nous  désignerons  doréna- 
vant ce  coefficient  par  X'. 

Que  le  coefficient  de  u*  se  forme  au  moyen  du  précédent  ou 
de  X',  en  multipliant  chacun  des  termes  de  X'  par  Vexposant 
de  X dqns  ce  terme ^ et  diminuant  cet  exposant  <£uni  unités 
nous  appellerons  Y'  ce  coefficient. 

Que  le  coefficient  de  n*  se  forme- au  moyen  de  Y',  en  multi- 
pliant chacun  des  termes  de  Y'  par  l" exposant  de  x'  dans  ce 
terme,  divisant  le  produit  par  1,  et  diminuant  ensuite  l’ex- 

. ' . Z' 

posant  de  x'  dune  unité.  En  appelant  — ce  coefficient,  il  est 

clair  que  Z'  se  forme  au  moyen  de  Y',  comme  Y'  se  forme  au 
moyen  de  X'. 

Eu  général,  un  coefficient  de  rang  quelconque,  dans  la 
transformée  ci-dessus,  se  forme  au  moyen  du  précédent,  en 
multipliant  chacun  des  termes  de  celui-ci  par  t exposant  de 
x'  dans  ce  terme,  divisant  le  produit  par  le  nombre  des  coef- 


-1-  m*  ’ 


-J-  Px'— l)Px'”-‘| 

-f-Q*'"-*+(m— a)Qjr'” 

+ 

+Tx  -ht 


^(in— a)p^,„ 
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Jiciens  qui  pricèdent  celui  que  l'on  con&idèrej  et  diminuant  en- 
suite l’exposant  de  x!  d’une  unité. 

11  y 

Cette  loi,  d’après  laquelle  les  coefQciens  X',  Y',  —,  — 5.... 

dérivent  les  uns  des  antres , est  évidemment  une  conséquence 
immédiate  de  celle  qui  régit  les  différées  termes  de  la  formule 
du  binôme  [voyez  n°  iSa). 

Les  expressions  Y',  Z',  Y',  W' . . . sont  appelées  les  poly- 
nômes dérivés  de  X',  parce  que  U se  déduit  ou  dérive  de  Y' 
comme  Y'  dérive  de  X'  ; V'  dérive  de  11  comme  11  dérive 
de  Y',  et  ainsi  de  suité-Y*  est  dit  le  premier  polynôme  dérivé, 
11  le  second . . . j rappelona-nous , d’ailleurs,  que  X'  n’est  autre 
./  ..chose  que  le  premier  membre  de  la  proposée,  dans  lequel  on  a 
remplacé  x par  x' 

N.  B.  On  aSupposé  le  coefficient  du  premier  terme  de  la 
proposée , égal  à i;  s’il  était  quelconque, la  loi  de  formation  des > 
coefilciens  de  la  transformée  serait  absolument  la  même , et  le 
coefficient  de  u"  serait  égal  à celui  de  x*”. 

Pour  faire  connaître  l’usage  de  cette  loi  dans  la  pratique, 
proposons-nous  de  faire  évanouir  le  coefficient  du  second  terme 

de  l’équation  x*  — iax’-|-i7x*  — gr-f-7  = o. 


“+-4’ 


Il  faut,  d’après  la  règle  n*  376,  poser  x 

X ;=  3 -f-  U,  ce  qui  donnera  une  transformée  du  4*  degré  et  de 
la  forme 

X'+Y'u+ -u*  + ^u»  + Mf=o;  * 

a 2.0  J. 

’ Il  V’ 

et  tout  le  réduit  à calculer  X',  Y',  —,  — :r. 

’ a a. 3 

Or  on  a,  en  vertu  de  la  loi  précédente,  . - 

X'  = (3)'— ia.(3)’+i7.(3)*— g.(3^’+7,  ou  X'=— 110; 


Y'  =4  (3)'-36.(3)*+34.(3)’-9,  ou. 


Y'=— ia3  ; 


s- 


I 
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4^6 

=6.(3)*-36.(3)>+i7 I =-  37  , 

a 

V'  V' 

^=4.(3V-«a 

Ainsi,  la  transformée  dcTÎetit  a*  — 37a*  — ia3a  — 1 10  =:  o. 
Soit  encore  proposé  de  transformer  l’équation 

4x^— 5x*  + 7X  — 9 = 0, 

en  une  autre  dont  les  racines  surpassent  de  ïuniti  chacune 
des  racines  de  la  proposée. 

Posons  la  relation  a = x + • i en  résulte  x = — • + »> 

Z' 

ce  qui  donne  la  transformée  + X’a  -f-  — a*  + 4“^  ~ 

X'  = 4-( — 1)’—  5.(-<-i)*-h7.(—i)‘— 9,00  bien  X'= — 15\ 

Y'  =ia.(— 1)* — 10. ( — 1)‘+7 Y'=  39; 

Z'  Z' 

^ =ia.(— i)*— 5 -=—17; 

V'  V'  , 



Ainsi , la  transformée  devient  4«’ — > 7“*  *t" ^9“ — = o . • . 
On  peut  s’exercer  sur  les  exemples  suivans  : 

Faire  évartouir  U second  terme  dans  Us  équations 

I®.  X* — ioxt+7X^+4j? — 9=®’ 

{Résultat.  a* — 33u* — ii8a*  — i5aa  — 73=0.) 

a®.  3x^-f^i5x*-l-25x — 3=o? 

{Résultat.  3a* — =o.)  [/^qy.  n®  277.] 

l'ransformer  ^équation  3xt—  i3x*  + 7X* — 8x~9=o,  en 
une  autre  dont  Us  racines  soient  plus  petites  que  chacune  des 

racines  de  la  proposée  j de  la  fraction  j ■ 

I 
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( Résultat.  3u* — Qu^— 4«* — — U — =3  0.) 

9 9 

Nous  aurons  souvunt  occasion  de  rappeler  la  loi  de  formation 
des  polynômes  dérivés.  ' 

279.  Ces  polynômes  jouisseat  d’une  propriété  très  remar- 
quable, que  nous  pouvons  faire  connaître  dès  à présent. 

Soient  X ou  1“  Pj:”"'  -f-  Qx™"*  . . . . = o , nne  équa- 

tion proposée,  et  a , é,  c,  /,  les  m racines  de  cette  équation , on 
a (n°  257)  l’équation  identique 

0 

x™  -f-  Px""*-!- = (x — a)  (x  — 6)  (x — c) (x — /)• 

Cela  posé,  remplaçons  x parx'-f-u,  ou  pluUt  parX-+-u 
( pour  éviter  les  accens)  ; il  vient 

(x+  u)” 4- P(3: -H «)"’“'+•  • ..  = (x-t-u  — o)(x-f-u — i). . . .; 

ou  bien,  changeant  dans  le  second  membre,  l’ordre  des  termes, 
et  regardant  x — a,  x — b,.  ..  . chacun  comme^  une  seule 
qua'ntité,  «... 

(X'4-u)’’-f-P(x-f-K)'“ =(n-J-x — a)(u-+-x — é)...(u-+-x— f). 

Or,  si  l’on  effectue  les  multiplications  dans  l’un  et  l’autre 
membres,  on  obtiendra  d’abord  pour  le  premier  membre , en 
vertu  de  ce  qui  a été  dit  dans  le  n“  précédent , t 

2 

X -f*  Xn  -f-  — n*  -f-  . . . . + U*  ^ 

2 

X étant  le  premier  membre  de  la  proposée,  et  Y,  Z, . . . .les 
polynômes  dérivés  de  ce  premier  membre. 

Quant  au  second,  il  résulte  du  n°  257,  1°.  que  la  partie  af*- 
fectée  den®  ou  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  (x — a) 
(x — A)  ....  (x — /)  des  facteurs  de  la  proposée; 

2®.  Que  le  coefficient  de  u'  est  égal  à la  somme  des  pro- 
duits m — I à m — I de  ce^  m facteurs; 

3®.  Que  le  coefficient  de  n*  est  égal  à la  somme  des  produits 
m — 2 i m— 2 de  ces  m facteurs;  et  ainsi  de  suite.  ■* 
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D'ailleurs,  il  y a ideuUté  entre  les  deux  membres  de  la  der- 
nibro  équation;  ce  qui  veut  dire  (n*  188)  que  les  coefllciens 
des  mêmes  puissances  sont  égaux  dans  ces  deux  membres. 

Ainsi  l’on  a X=(® — à)  {x — i)  (x — c)  . . . . ( x — /),  ce 
que  l’on  sait  déjà. 

T ou  le  premier  poljnome  dérivé,  égal  à la  somme  de» pro- 
duit» m—~  I d m— I de»  m facteurs  du  premier  degré  de  U» 
'•  proposée;  ou  bien  encore, à la  somme  des  quotiens  que  foi» 
obtient  ert  divisant  X par  chacun  des  m facteurs  du  premier 
degré  de  la  proposée;  c^est-à-dire  algébriquement , 


— ou  le  second  polynôme  dérivé  (pris  avec  le  diviseur  2)  égal 

à la  somme  des  produits  m — 2dm  — 2 des  m facteurs  de  la 
proposée;  eu  bien  encore,  égal  à la  somme  des  quotiens  que 
l’on  obtient  en  divisant  X par  chacun  des  facteurs  du  second 
> degré  ; o’est-à-dire 


+ 


a (x — u)(x — b)  (a — a){x — c) 

et  ainsi  de  suite. 


l) 


280.  Seconde  transformation.  Faire  disparaitre  Us  dénomi- 
nateurs d’une  équation. 

Une  équation  étant  donnée,  on  peut  toujours  la  transformer 
' en  une  autre  dont  les  racines  soient  égales  à un  multipU  ou  à ui» 
sous-mulüpU  donné  de  celles  de  la  proposée. 

Reprenonsl’éqnationx“+Px“"‘4  Qx""*+...+Tx4*U=o , 
et  désignons  par  y l'inconnue  d’une  nouvelle  équation  dont  les 
racines  soient  K fois  plus  grandes  que  celles  de  la  proposée.  Si 


l’un  posey=Kx,  il  en  résultex= 


y . 

K’ 


d’oà,  substituant  et 


chassant  le  dénominateur  R**  du  premier  terme. 


y»+PRy“^’+QR'y'"“>-j-RK’>’"-’+...-*-TK"-’y-|-UR-=o, 
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équation  dant  les  coefficiens  sont  égaux  à ceux  de  i«  proposée, 
multipliés  respecliTemeot  par  K®,  . . . K". 

Cette  transformation  est  principalement  utile  pour  faire  dia^ 
parailre  les  dénominateurs  d'une  équation , sans  donner  au  prr^ 
mier  terme  df autre  coefficient  que  l'unité. 

Soit,  |K)ur  fixer  les  idées,  l’équation  du  4*  degré 


x»4-  |x*+3X*+*-*^+?  = o, 


c 

r 


ê 


si  l’on  fait  dans  cette  équation, x = ^ , y étant  une  nouvelle 
inconnue  et  K une  indéterminée,  il  vient 

, . oK  , 'cK*  «K»  , pK4 

y +-j-y 

. Cela  posé,  il  peut  arriver  deux  cas  : 

Ou  les  dénominateurs  b,d,fyh,  sont  premiers  entre  eux  ; 
dans  cette  hypothèse  , comme  K est  tout-à-fait  arbitraire, 
posons  ^=bdfk  J produit  de  ces  dénominateurs;  il  vient 

adfh  cb^df'h*  eb^éPfbi^  .y  -\-gb^d^fV  = o , 

équation  dont  les  coeiTiciens  sont  entiers  et  dont  le  premier 
terme  a pour  coefficient  l’unité. 

On'  a,  d’ailleurs,  pour  déterminer  les  valeurs  de  x corres- 
pondantes aux  valeurs  de_y,  la  relation  x=s  bdfh  ‘ 

Ou  bien,  les  dénominateurs  renferment  des  facteurs  com- 
muns; et  l’on  rendra  évidemment  les  coefficiens  entiers  ,^en 
prenant  pour  K le  plus  petit  multiple  de  tous  les  dénomina- 
teurs. Mais  on  peut  encore  simplifier  davantage,  en  observant 
que  tout  se  réduit  à déterminer  K de  manière  que  K',  K®,  K’., 
contiennent  les  facteurs  premiers  qni  composent  é,d, y,  A,  à 
des  puissances  au  moins  égales  à celles  qui  entrent  dans  ces 
diOérens  dénominateurs. 

7 _ «3 

'TS’o* 


5 5 

Ainsi, soit  l’équation  x*  — g — ■*“ 


12 


Ç)O00 
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Si  , 5it* 


Poson3*=-^;  il  vient  — i 


Scr 


i3/i« 

9000 


= o: 


soit  fait  d’abord  i égal  à 9000,  qui  est  yiultiple  de  tous  les 
autres  dénominateurs,  il  est  clair  que  les  oocfliciens  deviendront 
des  nombrw  entiers. 

Mais  si  %nf' décompose  6,  12,  i5o  et  9000,  en  leurs  fac- 
teurs, on  t^iLTe 

6=2X3,”^  12=  2*x3,  i5o=2X3x5‘,  90oo  = 2®x3’x5*-, 

« I ' , 

et  en  faisant  simplement  é = 2 X 3 X 5,  produit  des  facteurs 
simples  diilcrens,  on  obtient  ‘ 


i,*=2*X  3*x  5*,  i-'=2’x3^x5\  = 2+ X 3<  x 5* -, 

d’où  l’on  voit  que  les  valeurs  de  i,  i\  i^,  i*,  contiennent  les 
facteurs  premiers  2,  3,  5 à des  puissances  au  moins  égales  à 
celles  qui  entrent  dans  6,12,  i5o  et  9000. 

Donc,  l’hypothèse  ir=2X  3 X 5 = 3o,  suffit  pour  opérer  la 
disparition  des  dénonsinateurs.  Il  vient  en  dffet,  par  la  substi- 
tution , 

, 5. 2. 3. 5 , , 5.2‘.3‘5*  , ■j.2».3*.5’  i3.2*.3'.5»  ' 

2.3  2“.3  2.3.5-  2^.3‘5'  “®’ 

ou  réduisant,  5.5._y^-+-3.3.5*.j'* — '].ii\3*.5.y — i3.2.3*.5=o, 

ou  bien  enfin,  y* — 25^'-f-375y* — 1 260^ — 1 1 70  = o. 

tl  y a des  circonstances  on  l’on  est  obligé,  dans  l’expression 
de  k , d'augmenter  l’exposant  de  l’un  des  facteurs  premiers 
d’une  ou  de  plusieurs  unités.  Mais  on  doit  sentir  la  nécessité  de 
ne  prendre  pour  t que  le' plus  petit  nombre  po.ssible;  autrement, 
ou  obtiendrait  une  transformée  dont  les  coefficiens  seraient  ex- 
trêmement grands,  comme  on  en  peut  juger  en  calculant  la 
transformée  résultant  de  la  supposition  de  ê = 9000 , dans  l'é- 
quation précédente. 

, Voici  de  nouvelles  applications  : ‘ 
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. ï 7 • I • • y 

d’où  i? 

y— 75=0; 

. , i3  , , ai  , 3a  , 43  . * V 

a®.  ** K * ~'s. — * ~h  s — ==  * = — -!T-ë^  , 

la  4<*  O®®  **.3.5 


J>-x 


ou  X 


— 2- 
60  ' 


d’où  ^ — SS^+iSgojf* — io'jooy* — gaSSoo^'-f  9<7aooo=  o. 

*8i.  Les  transformations  précédentes  sont  celles  dont  l’usage 
est  le  plus  fréqnent;  il  en  est  encore  d’autres  assez  usitées,  dont 
nons  ne  parlerons  que  lorsque  l’occasion  s’en  présentera , parce 
qu’elles  sont  trop  simples  pour  être  traitées  séparément. 

En  général , le  problème  des  transformations  doit  être  regardé 
comme  une  application  du  problème  de  Véiiminaticn  entre  deux 
équations  d’un  degré  quelconque  à deux  inconnues.  En  effet, 
une  équation  étant  donnée,  supposons  qu’on  Tenille  la  transfor- 
mer en  une  autre  dont  les  racines  aient  arec  celles  de  la  propo- 
sée une  relation  déterminée. 

Désignons  par  F (x)  =0  l’équation  proposée  (elle  s'énonce 
fonction  do  x égale  o) , et  par  F'(x  , j>)  = o l’expression  al- 
gébrique de  la  relation  qui  doit  exister  entre  la  première  in- 
connue X et  la  nouvelle  y \ la  question  se  réduit  à tâclier  d’ob- 
tenir, au  mojren  de  ces  deux  équations,  une  nouvelle  équation 
CH  yt  qui  sera  alors  l’équation  demandée.  Lorsque  l’inconnue  x 
n’entre  qu’au  premier  degré  dans  F'  (x,  y)  = o,  la  transformée 
est  facile  à obtenir  ; niais  si  elle  y est  élevée  à la  seconde , troi- 
sième. . . . puissance,  il  faut  avoir  recours  aux  méthodes  d’éli- 
iniiiation. 

Donnons  une  première  idée  de  cette  théorie , qui  joue  un  si 
grand  rôle  dans  l’analyse  algébrique. 
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a8a.  Éliminer  entre  deux  équations  d’un  degré  qiielconque 
à deux  inconnues  J c’est  parvenir j après  une  suite  d’opérations 
exécutées  sur  ces  équations,  à une  seule  équation  qui  ne  ren- 
ferme que  fune  des  inconnues^  et  qui  donne  toutes  les  va- 
leurs de  celte  inconnue  propres  è vériCcr  les  deux  équations, 
en  même  temps  que  des  valeurs  correspondantes  de  l’autre 
inconnue. 

L’équation  , fonction  de  l’une  des  inconnues^  k laquelle  on 
parvient,  se  nomme  I’équation  finalb;  et  les  valeurs  de 
l’inconnue,  tirées  de  cette  équation,  sont  appelées  valeurs 
convenables. 

De  toutes  les  méthodes  connues  d’élimination,  la  méthode 
par  le  commun  diviseur  est,  en  général , la  plus  expéditive; 
aussi  c'est  celle  que  nous  allons  développer  ici. 

Soient  deux  équations  d’un  degré  quelconque  à deux  in- 
connues 

y)~o,  T* (x,  y)  = O, 


ou  plus  simplement  encore,  ' 

A = o , B = o. 

Supposons  Véquation  futaie  en  y obtenue,  et  tâchons  de  rc> 
connaître  quelque  propriété  des  racines  de  cette  équation , qui 
puisse  nous  servir  è former  cette  équation. 

Soit  y = i l’une  des  valeurs  convenables  de  jr;  il  est  clair 
que , puisque  cette  valeur  vérifie  les  deux  équations  en  même 
temps  qu’une  certaine  valeur  de  elle  doit  être  telle  que,  si  oa 
la  substitue  dans  l’une  et  l’autre  équations,  qui  ne  renferme- 
ront plus  alors  que  l’inconnue  x,  ces  équations  admettront  au 
moins  une  valeur  dé  x commune^  et  à celte  valeur  commune 
doit  nécessairement  ( n®  aSa  ) correspondre  un  commun  divi- 
seur en  X.  Ce  commun  diviseur  sera  du  premier  degré  en  x,  ou 
d’un  degré  snjsérieur,  suivant  qiCé  la  valeur  particulière  ^=C 
il  correspondra *une  ou  plusieurs  valeurs  de  x. 
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Réciproquement,  toute  valeur  de  y qui,  substituée  dans 
«les  deux  équations,  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x,  ' 
est  n^essairemenl  une  valeur  convenatfle ; car  alors  elle  vé- 
..^Ce  évidemment  les  deux  équations  en  mémo  temps  que  la 
valeur  ou  les  valeurtif  de  x.  tirées  de  M commun  diviseur 
égalé  à O. 

a83.  Remarquons  d’ailleurs  c[\]l  avant  aucune  substitution,  lee 
premiers  membres  des  iqltatioi^  ne  peuvent,  en  général , avoir 
un  commun  diviseur,  fonction  des  deux  inconnues  ou  de  l’une 
"^«J’elles  seulement.  ^ 

Supposons  en  cITct;  pour  un  instant , que  les  équations  A=>o, 
B ^ O , soient  de  la  forme 

A'XD  = o,  B'xD  = o, 

D étant  fonction  de  x et  de  y- 

En  posant  séparément  D = o,  on  obtient  une  seule  équation 
à deux  iuconiiues,  qui  ’peut  être  satisfaite  par  une  infinité  de 
systèmes  de  yeieurs.  D’ailleurs,  tout  système  qui  anéantit  D, 
rend  également  nuis  A'D,  B'D , et  satisfait  par  conséquent  aux 
équations  A =-o,  B = 0. 

Ainsi,  l’hypotbëse  de  l’existence  d’un  commun  diviseur  en  x 
et _y, entre  les^eux  polynômes  A et  B,  entraîne  la  conséquence 
que  les  équations  pro[i03ées  ^sont  indéterminées,  c’est-à-dire 
susceptibles  d’étre^ satisfaites  par  une  infinité  de  systèmes  de 
valeurs  de  x et  dey.  Dès  lors,  il  n’y  a pas  lieu  à déterminer  une 
équation  finale  en  y,  puisque  le  nombre  des  valeurs  de  y est 
infini.  _ * , 

Si- les  deux' polynômes  A et  B étaient  de  la  forme  k!  X D, 
B'  X I)  > D étant  fonction  de  x scnlement,  on  concevrait  l’é- 
quation D = 0,  résolue  par  rapport  à x , ce  qui  donnerait  une 
ou  plusieurs  valeurs  pour  cette  inconnue.  Chacune  de  ces  va- 
leurs, sul>slituée  dans  A'xD==o  et  B'xD=o,  en  même 
temps  qu’une  valeur  dey,  tout-à-fait  arbitraire,  véryierait  ces 
deux  équations , puisque  D devient  nul,  par  l’effet  seul  de  la 
substitution  de  la  valeur  de  x.  Ainsi,  dans  ce  cas,  les  deux  équa- 

28 
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lions  proposées  admettraient  bien  un  nombre  fini  de  râleurs 
pour  X,  mais  une  infinité  de  valeurs  pour  j-;  et  il  ne  pourrait 
alors  exister  d’équation  finale  en_y. 

Donc,  toutes  les  fols  que  deux  équations  A = o,  B O’, 
seront  déterminées^  c’est-à-dire  toutes  les  fois  qu’elles  n’ad- 
mettront  qu’un  nombrt  limité  de  systèmes  de  valeurs  pour  x 
et  y , leurs  premiers  membres  ne  pourront  avoir  de  commun 
diviseur  fonction  des  inconnues, avant  aucune  substitution  par- 
ticulière faite  pour  l’une  d’elles. 

284.  De  là  il  est  aisé  de  conclure  un  procédé  pour  obtenir 
l’équation  finale  en  y. 

Puisque  la  propriété  caractéristique  de  toute’ valeur  conye- 
nable  de  y est  que , substituée  dans  les  prentiers  membres  des 
deux  équations,  elle  leur  donne  un  commun  diviseur  en  x, 
qu’ils  n’avaient  pas  auparavant  (à  moins  que  les  équations  fie 
soient  indéterminées,  ce  qu’on  ne  suppose  |>as),  il  s’ensuit  que 
sij  aux  deux  polynômes  proposés  et  ordonnés  par  rapport  à x , 
on  appliqué  le  procédé  du  plus  grand  commun  diviseur  , 
on  nen  trouvera  généralement  pas  j mais  en  continuant  l’opé- 
ration conUtnablfmentj  on  parviendra  à an  reste  indjpeiCdant 
de  -X  et  fonction  de  y , qui,  égalé  à o , donnera  l’éqiMtion  fihale 
demandée  ; car  toute  valeur  de  y,  liinic  de  cette  équation,  roe^ 
nul  le  dernier  reste  de  l’opération  du  commun  diviseur;  <sHe 
est  donc  telle  que,  substituée  dans  le  reste  précédent  ,elle  rénd 
ce  reste  diviseur  commun  des  premiers  membres  À et  B.  Ainsi, 
chacune  des  racines  de  l’équation  ainsi  formée  est  une  valeur 
convenable  de  y.  ’ * 

285.  En  admettant  que  l’équation  finale  fût  complètement  ré- 
solue , ce  qui  dounerait  toutes  les  valeurs  convenables,  il  faudrait 
ensuite  obtenir  les  valeurs  correspondantes  de  x.  Or,  il  est  évi- 
dent qu’il  suffirait , pour  cela'  de  substituer  les  différentes  valeurs 
de  J dans  l’ avant-dernier  reste,  d’égaler  à o les  polynômes  en  x 
qui  en  résulteraient  fiel  d’en  tirer  les  valeurs  de  car  ces  poly- 
nômes ne  sont  autre  chose  que  les  diviseurs  eu  x qui  deviennent 
coiuniuiis  à A et  B. 
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Mais  comme  l'équation  finale  est7 en  général,  H’un  degré  su- 
périeur an  second,  nous  sommes  forcé  de  renvoTcr  à un  autre 
chapitre  la  seconde  partie  de  la  théorie  de  l’élimination,  laquelle 
partie  a jiour  objet  de  dilerminer  tous  les  sYsriMEs  de  valeurs^, 
propres  à vérifier  deux  iqtmliunsei*iui  degré  quelconque  à^déhx’^ 
inconnaos.  “ ' , ■ 

Nous  nous  proposons  également  de  rcreiiir  sur  laAnéthodcq'iii 
■vient  d’étrc  esposée,  pai'cé  qu^le  a quelques  ihconvéniens  que  -' 
iHMis  tâcherons  de  faire  disparaître^  Mais  notre  Ini^était  priuoi- 


palemcnt  ici  de  faire  voir  comment,*  èq'ùatùins  dfin  liêgré^.  t 
quelconque  étant  données,  on  peut,  sans  supposer  laVésolurt^i^ÿJ^^  • ^ 
A -c 


d’aucune  équaliva,  parvenir  àjsûe  autre  équation  rie 
mant  plus  que  l'une  des  deux  inconnues' qui’ entrent 
proposées.  ^ ' 

•e  286.  SrTon  avait  trois  équations  (i),  (a)  et  (3), renfermant 
les  inconnue»  X , J»  et  z,,^ur  obtenir  l'équation  finale  en  z, 
c’est-à-dii'c  l’équation  l'enfernïant  toutes  les  valeurs  de  l’Incon- 
nue Z,  susceptibles  de  vérifier  les  trois  équations  eu  niémè  temps  . 
que  certaines  valeurs  de  x et  iey,  il  faudrait,  en  regardant  y, 
comme  connu,  éliniiner  x entre  les  équations  (i)  él  Ça)  , puis  ^ 
'entre  (i)  et  (3),  d’après  la  méthode  du  n“  284’,  ce  qui  (râmlai- 
rait  à deux  équations  en^  et  x,  auxquelles  on  appliquerait-lo 
même  méthode  pour  éliminer^.  - ■*  ■ 

Meme  raisonnement  pour  4 équations  à 4 inconnues,  etc»  ' 
Pour  le  moment,  nous  nous  lx>rnerons  à une  seule  applic^ 

tion  générale  de  la  méthode  d’élimipation. 

« • • ' ? 

287.  Soit  proposé  le  problème  suivant:  < 

Une  équation  du  degré  ni  à une  seule  inconnue  étant  donnée, 
on  demande  lene.  autre  équation  dont  les  racines  soient  une 
certaine  combinaison  de  deux  quelconques  des  racines  de  la 
proposée. 


) 


Soit  x--f-Px”-’4-Qx'-*-f-...-|-Tx4-ü  = o,  ' 

l’équation  proposée;  appelons  x',  x*,  x*. , . . les  racines  de 

28.. 


* . 
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celle  cqualion , et  désignorts  par  u l’inconnue  de  l’équation 
qu’on  veut  former. 

Si  nous  considérons  deux  quelconques  des  racines  de  la 
proposée,  x'  et  x"  par  exemple,  on  doit  avoir,  par  hypothèse, 

«=F  ...(0, 

[la  lettre  F,  qqi  s’énonce  fonetUm  dt , exprimant  ici  un  certain 
système  d’opération»  à effectuer  sur  les  deux  racines  et  x% 
pour  obtenir  la  valeur  de  m]. 

D’un  autre  «ôté,  puisque  x'  et  *'  sont  des  racines  de  l’équa- 
tion donnée,  on  doit  avoir  les  deux  relations 

+ P*'  • V . + T*'  + U = O . . .*(3) , 

x;'"  4-  P*'""'  + . . L/  + U .=:  O . . . (î). 

Les  équations  (i),  (2)  et  [3)  peuvent  donc  être  regardées 
comme  les  équations  du  prohlëme;  et  toutes  les  fois  ({ue  la 
nature  de  la  combinaison  ou  fonclion^  exprimée  par  la  Iptire 
F,  sera  connue  et  définie,  il  suffira  d’éliminer  J et  *'  entre 
ces  trois  éijuations.  Uèqxtation finale  en  u sera  l’équation  de- 
mandée. En  effet,  le  résultat  ne  renfermant  plus  aucune  trace 
des  deux  racines  particulières  x'  et  x“ , puisqu’on  les  atira  éli- 
minées,, conviendra  à toutes  les  racines  x',  x",  x*. . . . , et  aura 
par  conséquent  pour  racine,  une  combinaison  (exprimée  par 
le  caiactère  F)  de  deux  quelconques  des  racines  de  la  pro- 
posée. 

288.  PropjRms-nous , comme  cas  particulier  de  la  question 
précédente}  de  déterminer  une  équation  dont  le»  racines  soient 
Us  difiérences  entre  deux  queiopnqaes  des  raciiies  d’une  équa- 
tion donnée.  C’est  ce  qu’on  appelle  I’êquahon  aux  ’owrk- 


R£KC£S., 


Solutioh..  Soient  x*  Px““*  -fr  • • . =0,  l’équation  pro- 
posée, x',  .'. . ses  irt  racines  j et  appelons  u la  valeur  de 

l’une* qiidéonque  différences  ■* 


*"  — * J 


— x^ , x’  — x",  x"  — 1 


I 


i*  • *•*. 


DJt  l'^ÜATION  aux  DlFF^JlSMCBk  4^7 

On  a d’abord,  en  vertu  de  l’énoncé,  cet^il||ii:eqiiëre  relation 


(li;/ 

H’aillenrs,  ^ et  x'  étant  des  racines  de  la -{Proposée , doi-' 
vent  y satisfaire,  et  donnent  par  conséquent* 


‘ =o...!  (â)V  ‘ 

x'- + Px'-T' 4,  . . . . = O. . . . (3); 

et  il  s’agirait  (n®  287)  d’éliminer  ar*  entre  les  équations  (i),  - 
(2)  et  (3).  . ; 

Mais  comme  de  la  relation  (i),- on. déduit  x"  = 4;'4-u» 
d’où,  substituant  dans  l’équation  (3), 

(*  + P(*' + • • • • =^(4):^.  - • 

il  s’ensuit  que  'jj^ueetion  est  ramenée  à élinilner  x'  entre  les 
équations  (a)  et  (4)<  ' , 

. Or,  l’^oation  (4)  développée  prend  (n®  278)  la  forme  ' 

■ - ; 2'  i.  y . . - . 

■ X'+Y>+^a’  + ....+^  = o; 

-,  * 2 » • 

et  si  l’on  observe  que  X'  n’est  autre  cliosë"  que 

ff  -y- 

»'»  + Px'’"-*  + , . . . . ..  ^ 


.Vvw'  r 


ir. 


espiwion  qui  doit  être  nulle  lË’après  la  rcMiW (a),  la  der» 
. nière  équation ,, débarrassée  du  terme  X'  et  divisée  ensuite 
par  U ^qy.  le  iV.  ^.)  fi  SS  ’it '! 

.>  *-  . t -- 

' '■  - -gi  ’ ■ - * • 

Donc  enfin,  l'équàtion  cbercbéc  résulte  de 'l’élimination  de«' 
entre  les  deux  équations  ^ T *,  ■ 

•’  x-=«, 

Z'  J-'V' 

Y' -i — « + — =u*4- 

. ' 2 a.3  ‘ ^ V 

. . / ■'  •;  - ® 
Ainsi,  règle  générale:  Pour  former  Inéquation  aux  dlffi- 


t », 
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re/tcfs  des  racines  Une  i-quation  propoeèe  j il  faut  éliminer 
X entre  l rqiulticmr  'S!  =.  o , q\i’eÿdcclu:t  de  la  proposée  en 
J reiu  plaçant  j;  para;',  et  l'éqüatkmrijui  résulte  de  la  substi- 
lutioii  de  \i  à la  place  de  x ^‘.cetie  résultante  étant  d’abord 
débarrassée  de  sdn  dernier  terme  X',  et  divisée  ensuite  par  u. 

N.  II.  I®.  Dans  la  pratique,  on  se  dU|)Cuse  de  mettre  l’accent'  ' 
sur  la  lettre  x,  c’est-à-dire  qu’on  éliirtinc  directement  x entre 
la  proposée  X =b,  ou  a;’" -f  Px"—‘ . =0 , et  l’équatiou 

Y + -u+  . . . -f-u"'~'  = o,  dans  laquelle  Y,  - , sont  com- 

Z' 

posés  en  x comme  Y',  —....,  sont  composés  en  x'. 

Le  résultat  d«  l’élimination  est  éiidemmcnt'fiï’jiiême. 

2°.  Apr^  avoir  posé  ilans  l’équation  X = o,*  + Màla  place 
de X,  ce  qui  donne 

X Yu +- M* -+-... -J- u"  = o,  : 

on  ptuet  le  terme  X , comme  formant  le  premier  membre  de  lu 
propo|ée,  et  l’on  obtient  une  nouvelle  équation 

Z 

'■  M ^ -f-  M"  =;  O , 

dont  tous  les  termes  sont  diflsibles  par  m , ou  , ce  qui. revient 
au  même  , qui  e.st  satisfaite  par  «=  o.  Cela  doit  être  , puisque 
parmi  les  diffcreuccs  entre  les  racines,  il  faut  compter  celle' 
qui  «Uriste  entre  chaque  racine  et  elle-iucme;  mais  si  l’on  sup— 
|>riine  ce  facteur  u,  l’équation  ne  renfermé  plus  alors  que.  /ea 
différences  entre  l’uneqtielconque  des  racines  et  toutes  lesmUrts. 
Or,  ce  sont  les 'seules  diirércnces  que  nous  aurons  liesoiii  de 
considérer  par  la  suite. 

289.  Soit,  par  exemple,  à déterminer  l’équation  aux  diffé- 
Ttnces  des  racines  dé  T équation  6j;  — 5=3  o. 

On  a d’aliord , en  vertu  de  la  loi  de  formation , n“  278, 

= x’  — 6x  — 7 , 


Y = 3x’  — 6,?  = 3x, 

, a a;3 


Dit 


r 


..  * . 


iljUAftiV*  AUX  CAHRit^DEA  niFF^aEKCM. 
ce  r)iii  tonne  ^ deÉA  ùquatioDS 

— 6jt— 7 = 0,  .,  -J  . . ' 


4% 


«•V 


y-  3x* — '6  -4“3*vm-+«>*=o, 

i9 


•Çnlre  i^iicilcs  il  faut  éliminer  x. 

Si  l’oA  applique  a cfes  deux  équations  le  procédé  du  n®  284, 
on  obtient  pour  l'éqnation  liuale  en  «,*  ' 

U®  — 36i/*  + 3a4“*  "H  4%  ~ ®‘ 

C’csl  l’équation  aux  différences  des  racines  de  la  proposée. 

ago.  Composition  et  forme  de  l’équation  ^ux  différences. 

On  peut  reconnaître  à priori , pour  toute  équation  du 
degré  m , ]&  foriîtc  et  la  composition  de  Véquation  aux  diffé- 
rences des  racines  de  cette  équation. 

Désignons  toujours  par  x' , x’ , x" . . . \j  les  racines  do  la  pro- 
l^josée,  jiar  u l’une  quelconque  des  dilTérences’^et  remarquons 
que,  si  l’,unc  dçs  différences  est  x"  — x,  il  en  existe  nécessai- 
rement une  autre,  x'  — x",  qui  ne  diffère  de  celle-là  que  par 
le  signe  ; «fc’est-à-dire  qu^,  sr  • est  une  valeur  de  u,  — • 
en  est  nécessairement  une  autre;-  de  même,  C étant  une  ra- 
Cipe,  — ff  en p.st  une  autre,  etc...^ _ ■ 

Donc,  le  premier  membre  dç  îéquation  en  u peut  être  mis  , 
sous  la  forme  f 

a)  (m  + a)(u— >C)  (u  — y)(“  •+■>)•  ••=  <>»  . 


e 


J 


ou , multipliant  les  facteurs  deux  if  deux, 

(m*  — — C“)  (u® — y*J.  . . 7=^0. 

Donc  cette  Quation  est  de  degré  pair»  et  de  plus , ne  renferme 
que  des  puissances  de  degré  pair  5é  l’inconnue;  c’est-à-dire 
qu'elle  est  de  la  forme 

-f-  Q'u^+  . . . . + ü'  = O. 

Le.^egré  a»  est -d’ailleurs  égal  à i),  oû  bien 

(n°  149),  au  nombre  d’arràngcmens  deux  à deux  que  l’on  peut 
üaire  avec  un  nombre  m de  Ictires.  ^ 

Si , dans  l’équation  précédente,  on  ))OSC,  pour  simplifier, 
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df.  l’abaimem^t  des  iQ9ATI^I|,'’'  . 
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w*  — ;* J elle  devient 

a-4-P's-‘+Q'i— + . / ‘ 

équation  d’un  d^ré  sous-doublc,  n,  ou  dont  les  ra-  - 

oines  sont  les  carrés  dés  diférences  entre  les  racines 

* ‘ ‘'ans  la  relation  «‘=2;  à la  place  de  u, 

ses  différente»  valeur»  - x',  xt-  d obtient 

^ L’équation  en  2,  à laquelle  on  est  parvenu  touti  l’beure, 

8 appelle,  pour  cetfb  raison,  Véguaiion  aux  carrés  des  diffé- 
rents ;e.\.on  la  considère  prdinaircnient  de  préférence  à l’équa- 
tion aux  différences,  portihe  étant  d’un  degré  sous^oubU. 

Ainsi , dan»  j'exemple  du  n«  précédent,  l’équation  aux  diffé- 
rences  est  du  6 degré,  ce$t-à-dire  d’un  degré  marqué  par 

I ' . . ’ ou  par  6.  Elle  ne  renferme  que  des  puissances  de 

degre  pair}  et  si  l’on  poM  «*==  s,  elle  devient 

**  36s* -f- 3x4* -f- 45g  = 0,  * 

équation  dont  les  racines  sont,  les  carrés  des  différences  dh 
racines  de  la  proposée.  ^ ‘ 

L’équation  auxdifférencer.ouaux  carrés  de»  différences,  nous 
sera  très  utile  par  la  suite.  » 

§ m.  Des  Équations  susceptibles  d’abaisseirmit.  ^ 
* ^ / 

On  comprend  sous  ce  titre,  toutes  les  équation»  dont  deux 
ou  plusieurs  racine»  ont  entre  elle»  des  relatidhs  particu- 
lières, parce  qu’en  général  on  peut  .faire  dépendre  1a  résolu- 
tion  de  ces  équations  de  celle  d’autres  équations  de  degré 
mcuidre.  Telles  sont  les  équations  qui  ont  des  racines  égales, 
o’est-a-flire  dont  le  premier  membre  est  (n»  aSô)  le  produit  de 
plusienrs  facteurs  égaux  de  différente  espi  ce. 

^ Les  méthodes  qui  se  rapportent,  à cos  clâsscs  d’équations 
s appellent  méthodes  d'abaissement^  et  doivent  être  regardée», 


DIgitized  by  C< 

■ — II»  I r* — ( - 


V 


TuéoRLB  DBS  XACIBES  éoALZfl.  44 

jufqn’it  Dn  certain  point,  comme  une  branche  <le  la  Iranslor-  ,■ 
niiU,iua<ics  équations,  puisque  le  but  général  de  celte  tbéori?ést  ^ 
de  ramener  la  résolution  d’une  équation  à celle  d’nnc  équaliàa 
plus  simples. 

r MëTUODB  des  RACINES  BG4DE8.  'p 

291.  Dire  qu’une  équation  a des  racines  égales,  c’est  dire(n“255) 
que  soirt^iremier  membre  a des  facteurs  égaux  ; dès  lors,  le  pre- 
mier poljuome  dérivé  qui  (n®  279)  est  la  sommé  des  produits 
m — *i  à m— i^cs  /li  facteurs,  contient  dans  Ses  différentes 
{tariies  au  moins  une  fois  le  facteur  qui  entre  plosieurs  fois  dans 
la  pivposée.  Donc,  il  doit  eitifler  un  commun  diviseur  entre  le 
premier  membre  de  la  propage  et  son  premier.polynome  dérivé4 

Mais  de  quelle  manière  Bè  commun  divistur  , se  composc-t-il 
au  moyen  des  facteurs  égaux  d^  la  proposée  ? c’est  ce  qu’il  s’agit 
maintenant  de  développer.  f 

29a.  Une  équation  étant  donnée^  on  demande  de  recohrutttre 
si  elte  a des  racines  égales j et  de  déterminer  ces  racines ^ s'il  est 
possible,  , ’ 

^ Désignons  par  X le  premier  membre  de  l’équation 

. . . .-f  Tx  U = O , 

> r 

et  supposons  qu’il  renferme  n facteurs  égaux  à x — a,  n fac- 
teurs égaux  à X — b,  n"  facteurs  é^ux  c. . . , et  con- 
tienne en  outre  les  facteurs  simples  x- — />,  ^ — ?»  — r.. 

en  sorte  que  l’on  ait  •* 

X=(x— ü)*  (x— 6)»'  (x— c)"' ....  (x— /))  (x— ?)  (x— V) .... 

Si  l’on  considère  Y,  ou  le  polynôme  dérivé  de  X,  on  a vu 
■(n®  279)  'que  ce  polynôme  est  la  somme  des  quotiens  de  là  divi- 
sion fie  X par  chacun  d(s  m facteurs  du  premier  degré  la 
proposée.  Or,  comme  X renferma  « facteurs  égaux  à X — u» 

X 

on  aura  d’abord  n quotiens  partiels  é^ox  à ^ même  rai- 

sonneraont  pour  chacun  des  facteurs  égaux , x — b,  rc—e. . . f 


< 

V-’' 
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d’ailleurs,  od  ne  p^l  former  qu’uo  seul  quotient  égal  è-'ï. 

X X . . ^ . 

• Ainsi,  T est  iiecestairemcni  dé  la 


foriiiCT 
nX 
X — a 


¥= 


i-q  X — I 

J»  <-v 
71  A 

■X — b 


«*x 


X — c 


+•...+ 


X 


X 


x—p 


av4-r 


D’après  celle  cuniposilr^  du  polynôme. il  est  visible  que 
(x— (x — i)*^"**,  (x — sohl  dès  facte^irs  com- 
muns  à toutes  les  parties  de  ce  polynôme;  donc  le  produit 
— a)"~'  (,r  — 6)*'“'  (x  — est  un  diviseur  rela- 

tif de  Y;  d’ailleurs  X rcnferine'antri'ÿtiâ'eniincnt  ce  diviseur^,' 

ainsi  X et  Y ont  pour  commun  diviseur 

— «)■”'  (x — bY'~'  (x  — je  dis  maintenant  que 

c’est  leur  pins  grand  commun  diviseur.  En  eDet,  les  facteurs 
premiers  deX  sont  x — a,  x — i,  x — c. . . et  x—p,  x — y, 
— 7-...;  ols^^  ne  ^ut  avoir  pour 'diviseurs,  x—p  , X — g, 
® , puisque  chacun  d'eux  est^laotéur  commun  à toutes 
les  parties  de  Y,  à l’exception  d’une  seule,  j- 
. * Donc  enfin,  le  plus  grand  commun  divj^r  de  X et  de  Y est 
D = (x-.a)— (x— 6)-'-(x— 

c’est-a-dire  que  ce  plus  grand  commun  diviseur  su  compose  du  ‘ 
produit  des  facteurs  gui  entrent  plusieurs  fois  dans  la  pro- 
posée, élevés  à une  puissance  moindre  dune  unité  que  dans 
la  proposée.  ^ t ,,i.  i . 

293.  De  là,  on  peut  conclure  la  méthode  suivante  : 
'Eour^reconnahrè  •«  une  équation. X = o renferme  des  ra- 
cines égales , yôrTTir»  Y ou  le  polynôme  dérivé  de  X;  puis  cher- 
cliès  (n“  261  ) le  plus  gra^d  tthe^mun  diviseur  relatif  entre  X 
et  Y;  si  vous, n’en  trouver  pas,-.Péquation  n’a  pas  de  racines 
égales  ou  de  facteurs  égaux.  ' * 

.SI  vous  en  trouvez  un,  cl  que  ce  commun  diviseur  D soit 
du  prcmier.dégréjon  de  la  forme  x — h, posez  x — h=0,  dois 
s = h i^otj^tgjouvez  alors  conclure  que  féquàtiona  deux  racines 
égaUs'(f^pll^_  n"a  qu'une  seule  espèce  de  racines  égaies,  dont 
vous  pddvee^a  déliaiTasser  en  divisait  X par  (x — A)*.*  • 


•s* 
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Si  D est  du  second  degré  en  x,  V iquation  'Q  = 05 

il  peut  arriv.eiç  deux  cas  : ou  les  deux  racines  sont  égalés,  on 
elles  sont  inégales. 'i“.  Si  vous  trouves  D = (v  — 7/)*,  rous 
pouvez  conclùfKque  f J^uatioii  a trois  racines  egalss  ^ 11,  et 
ne  renferme  qwitne  seule  espèce  de  racines  égales  j dont  vou.s 
jiouvcï  la  debarrasser  eu  divisant  X par  (x  — lifi.  si  D est 
de  htforme  A)  {^x  — /i'),  c’est  que  la  propoèée  <1  deux 
racines,  égalÀ^à  h,  et  deux  racines  é^ïes  à li  , dont  on  la  dé- 
barrasse  en  divisant  X par  (x — A)*  (x  — A )*,  ou  par  D*. 

SuppoéoDS  maintenant  que  D soit  d’un  degré  quelconque;  il 
faut  J pour  connaîtrq.lo^  espèces  de  racines  égales,  et  le  nombre 
des  racines  de  chaque  esj^^e,  résoudre  complètement  C équation 
D =:  o ; et  toute  racine  simple-^de  D = o sera  double  dans  la 
proposée;  tâute  racine  doultle  </«  Ds=o  sera  triple  dans  lapro- 
posie  ; et  ainsi  de  suite.  ' • . 

2g4-  Appliquons  celte  mélliodc  à quelques  )exemjtles 

On  demande  si  f équation  ax* — isx’ igx’ — 6x  + g=  o, 
a des  racines  égales. 

On  a (n“  a^8J,‘:pour  le  polynôme  dérivé, 

8x’^36x*  + 38x  — 6. 

Or,  en  eberebant  (n*  a^S)  le  plus  grand  commun  diviseur^ 
entre  ces  deolx  polynômes,  on  trouve  D = x^ — 3=o,  d’uu 
X = 3 proposée  a donc  deuatracincs  égales  à 3. 

Divisant  son  premier  membre  par  (x  — 3^*,  on  obtieut- 

at*-f-i=o;  d'où  x^ii-V^  — a. 

Ainsi  l’équation  est  complètement  résolue  et  a pour  racines, 

• ' 

3-  3,  +-v/^  et  — -v/^. 

’ ’ a a 

Soit  pour  second  exemple  J x* — ax^-J-3x^— 7ar*-f-  8x — 3=o; 
on  a pour  le  pclynonie  dérivé,  • Sxir-Sx^-f-gx* — i4x-4-8, 
ç^iour^ commun  diviseur, — X* — ax-f-'  ou  (x; — 

doue  1»  prop^^^a  $roje  racines''é^le’s  à't. 


-ÿ  e® 


1 


t 

1 . 
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DiTisant  son  premier  meftibre  par  (x—  i)*  ou  par. 
x’ — 3x*-f*3x — If  on  trouve  pour  quotient, 

•»  ’ 

"^x*  + x + 3 = o;  d’oii 

.■«:  ■ ' ^ 

l’équation  est  donc  encore  complètement  résolue. 

Soit  ta  nouvelle  équation  ' ' ' 

' ■ ’k- 

x’+  Sx  « + 6 1‘— 6rt  — 1 5x^— 3x*  + 8x  -4-4  ='o 
le  poljnome  dérÎTé  est  ' * , 

* •7x*  + 3oj::®-f.3ox<— û4x®  — 45x*— 6x-f-8; 


/ 


et  l’on  trouve  pour  commun  diviseur,* 


x*^3x*+o:* — 3x— a.’  - 


J 


j. 


L’équation  x^+3x’+x* — 3x — a==o,  ne  peut  pas  élt-e 
immédiatement  résolue  ; mais  en  lui  appliqt^nt  la  métliodo 
des  racines  égales,  c’est-à-dirè  eh  recherebant  le  comniuii 
^ .diviseur  entre  le  premier  membre  et  son  poljnome  dérivé*^ 
_4x^“I“9x’  + *x  — 3,  on  trouve  pour  commun 'diviseur,  x-J-i; 
cequi  prouvequex+ientreo«carr^dansx*+3x’-}"X* — 3x— n, 
; et  aucube  dans-le  premier  membre  de  la  proposée. 

• Divisant x<+3x*-4-x* — 3x — apar(x+i)*  ou  x*+ax-f-i , 

• il  vient  pour  quotient , x*-f-x— a,  poljnome  qui,  égalé  h zéro, 

donne  les  deux  racines  xx=  i ,x=-r^  ou  les  deux  facteurs 
X — I etx-f-a-On  a dontf  . - 

■ . .V.  ’ ^ 

ar<  + 3x*4-x* — 3x— a=(x+ O^Cx.— 0(x+a).  , 

• Ainsi , le  premier  membre  de  la  proposée  est  de  la  forme 

4 

' " (x-f-0’(x— 0*Cx  + a)*; 

ou  bien,  en  d’antres  tert|ps,  l’équation  a /rots  racines  égales 


■■■  ' . • V ■ 


r.Z 
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1% 


^-fraaf' — ^^-c* — 35x*+48-*  i^=o,  . 


' (x  •- a)*,  (x  — 3)*  (x  4- 1 )’ 


V*4'^f*+  9J*— >?)r<4-a7;iJ  — 33x*  + 27x-^  9=0,  . 

>395.^^i’en  appl iqu^al  la’iné^luMle  pré<j£lenle,pn  obtient 
une  éqtiaj^n  D=o,  ^r^ttipériebr  au  second  , comme 
cette  équation  pj^t  elle-méinc  être  soumisSià  la^'thode,  on 
'Vt4.U:5S 


O en 
espèces 


^ I^Vèut  souvent  'ainsi  à o|>érer  ,U  décomjtqt^'fioii  ttt  U : 
•fe^frc^W^fcM’on  .counatt , par  pe  moyen  l«*  iliflcrcutes  especes 
(ÎFncip^  de  i’éqtiation  X^  ç-,  et  le  nombrq>db  radhes 
de  chaque^  esfjsce.  Quant  aux  racines  simples  ==  o , on 
^commehcepatdë^gepwtte  équation  t|c^  facteur^jl^ux  qu’elle  ^ 
renferme  , et  l’équation  résultante , que  nous  pouvons  désigner  ' 
par  X'=o,  él|int  résolue^  &it  connaître  ces  racines  simples. 

Il  y a um;  yprcqiistance  ou  les  ,^cines  égales  de  X==o 
ne  peuvent^S  être  dé^v^tesjtÿiiiédiatcmegt,  c’est  celle 
où  l’équal^n  D=g  n’a  que  des  racmes  inégales,  auquel 
cas  toutes  "ces  racines  sont  doubles  dans  la  proposée}  et 
leur  détermination  ne  peut  >e  finira  Iqu’cn 'lésoliant-  l’équa- 
■ q,  d.’après  des  méthodes  .que  nous  exposerons  ulté- 

riêtù'emenfe  •-  ' *• 

290.  Mau  pour  ne  rien  laisser  à désireF  sur  cette  «atièreÿ^ous 
allons  faire  voir  que,  quelle  que  koij  l’équation  proposée,  ü elle 
renftr^  des  racines  égales,  on  peu/trtoi^urs  faire  dj^t^re  sa 
rés4F«^<io»  de  celle  ifune  suite  d’équations  donYla  p^ün  ne 
renferme  que  les  racines  simples  de  l^npopo^,  une  sél^ide,  les 
racines  doubles  (c’cst-à-diié,  les. racines  qui ’^'entreqt  deux 
foH),u/;e  Azetnrs  tn^lM^etc.  . “i- 

effet,  soi^— O l’équation  proposéèf^t  d&ignons  par 
X'îç^  produit  dMfacteün  du  preiùier  degré  qui^rrespondent 
aux ’éacines  sîm|)les  j par,l^le  produit  des  facteurs  dn  premier^ 

, degré,  correspondant  aux  racines  doublas;  parX'^X’» le 

. produit>Ucsjft|^curs  qprrespondant'aux  rtmlncé  lr)ples^  qua- 


druples ....  ; en  sorte  que  Pon  ail 


.c5 
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Il  résalte  de  ce  (fui  a élé  dit  n®  açja,  que  le  plus  grand  copiitaan 
dlvisci^  entre  X et  son  polj-iiouie  d(jr ivé  Y , est  de  la  fonrie 

' D = X' . X"* . X”> . X’4. . . . , ' 


puisque  les  facteurs  (igaux  de  la  pv(>pos(-e  doivent  entrer  dan»  D 
i une  puissance  moindre  d’une  unité  i|^Ue  dans  la  prpfKXiée. 

Cela  po'sêi  opérons  sur  D comme  nous  avons  6p^  sur  -X  , ej 
désignons  par  D' le  jdus  ^'and  commun  diviseur,  quj  eiietè 
entre  D ejt  son  polynôme  dérivé.  On  a ^ ^ ^ 

^ D'==X*.X’’*^’V  ‘ 'r 

. V?  ’ ■ - ' ‘ r 

On  trouverait  de  mémo  , en  opérçnt  sur  ooniine  on  a opérÀ 

DetX,'  ' 




sur 


i i 


« • D'’=X*T^- 


(Nous  supposerons,  pour  fixer..  l^-ûlips,'^que  5 soit  le  plus 
grand  no(nJ>redc^/ois  qu’uoe  même  racine  puisse  entrer  dans 
J’équation  prof^tf^,  c’é^à-tlire  que  l’équation  D*=o  ncren- 
, ferme  plus  que  des  ra<sîîi«S:Simplc8.)  «*•  .r 

ActupHemenl, ai  roB^ivisqsucccs«i<ementX'pnrD,Dpar_^D', 

' D'  par  D",  D"  par  L)",  c’t_,qu’on  désigne  jwr  Q , (V,  Q*,  Q*,  les 
quotiens  obtenus,  il  viu^  ' 

' - X 

Q= 


D 
D 


= X'.X\X''.X^^», 

É«  ^ ^ 


il 

.4 


. Q'=  ^ =x*.x-.x»,  x^■ . :py 

<y=&=x-.x" . x-,^  S ^ 


,ji.'  ' ' n' 


'Srî 


- ' * • . ' r r*  ^ 

H.  Divisant  enfuife4J  par  Q',  Q'  par  1^  par  Q*  cl  Q*  par  D*, 


t 
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«Il  trouve  enfin  * • . - > — ’ 

ei  ‘ 

^ ^ et  lr^x*.« 

j/  4^  fc-  ' *4-  *- 

V ■ J 

D’où  l’on  v«#it  fjiie,  par  le  moyen  de  trois  ^sternes  d’opéra- 
tions, savoir  une  série  d’opérations  du  comninn  diviseur  ot  deux 
séries  de  divisipus,  on  parvient  à Uolop  successivement  1^  fac- 
teurs X',X%X-,  X”  et  X’,  qpi,  égalés  séparément  à o,  don- 
nent, U première,  )es  racines  simples,  la  seconde,  Iq^  racines 
douilles^  etc.  ‘ % 

V oici  ^le’tableau'de  ces  diverses  opérations?^ 

X =X'X'”X'Tf‘’*X’* 

0 =X.'X*X'X^»X^ 

D=^X'X‘'^X‘”X»^ 


D'=X*Tt‘”X«'' 

D'=X"’X»*  \;. 

D*=X'’=o 


Q'=*X*X"X’X’ 

4>  . 

Q'^rX^'^X* 


Q" 

or 


=:X"  = 6‘ 


yy 


= X'’';=o. 


n'r 


J , 


, , ^ 

Il  ést  à remarquer  d’ailleura  que  le  degré  de  \'~o  expnme 
le  nombre  des  racines- tîmpleÿ'dè  ja  proposée,  lé  degr^^de 
X"  = O,  le  nombre ‘des  racines  ^6bblcs,  celui  de  X*s=  o',‘  lè* 
nombre  des  racines  triples ;.elc.,j’rt'  U résolution  complète  de 
ces  éi|uatioih  fait  opnnaitre  les  düTérentes  espèces  de  racines 
doubles,  triples,  quadruples,  etc.  . ' ' 

Ainsi  la  méthode  des  racines  égates  b’est/pa»,  en  gé’nëralj 
une  mélbode  de  résolution  complète,  niais  bien  une  méthode  - 
*d’ abaisse mhit.  Ce  n’est  que  dans  lé  cas  oà  les  équations  X'= 

■ X"=  O , X'*  = o . né  libnt  que  du  premier  oiv  du  seéb'nd  de- 
gré, qu’oit- peut  obtenir  iiumédiateuicnt  tooîes  les  racines  dç 
l’équation  proposée.  , -'H?'' 

297.  On' peut  appliquér  la  d)>corie  des  ^racines  égales  à la 
rechcrebe  des  relations  qui  doîveiii  éxfster  cotre  les  co^diens' 


r -, 

« 

s 
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V 
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APPLICATIONS 

d’un'poljnomi^Wf^  stecwd  , trt>/sièine. . . . degré,  poor 
<^ue  ce  pol^qoaie  soit  un  caMé/un  et^. t parfait.  Il  aulüt 
^K)ur  cela  «le  former  le  pbiypome  dSiré  du  puT^ci^e  pro- 
puis  AlVÛpriiner  (n°- aS^VJa  condition  nécessaire  pour 
r^de  ce  polydoole  dérivé  suk' cll'riscur  relatif  du’  poljnonie 
proposé.  - , '• 

Sojt,  par  exemple,  le  trinôme  dû  scconddegiré  ax*+û-f-hc-, 


•dont  le ‘polynôme  dérivé  est,^^i;.+  b. 


4"®  ~ 

appliquant  à ces  deudEraljmonles  le  procédé  d^  coipmûa 
(lilitear  aT8c  scs  modSlcationl^,  îm  trouve  poar 
^t-«  l’on  suppose. Bc—A“=t>,  ou  zox-f-d 

^-itérai  le  i|t^B..^raad  cmiumf^  diviseur  ent^  c et 

àbn  dériyé,;qni  n’est  auj^c^hosc  qué'a^-f*^  lui-méine;  ainsi 
^’on  peut  rp^^der  ax'-‘  -i-fc'-He  coinnre“tp’ carré  de  2o*-f*  b, 
i un  facteur  quclèonque  près,  indépendant,  de  x.  > 

On_a  vujçp  effet  (n“  112J,  qu#  é*-‘-4ac=jO,  est  la  condi- 
tion ttéoessair^ et  'raffisante  pMfr  qu’un  trinôme  du  second 
degré  soit  un  carré  parfait. 

„ ® * - '*  • 

^ Soit  encore  le  polynôme. . . . i . . . as*  + *t* 

dont  le  dénvé  est 3ax*  -f-  2ftjf*-f-  • 

en  cliii^lian^e  plus_  grand  conunun  diviseur,  on  trouve  pour 
t^fte',.(6ac^2b*)s  + gaJ  — idlj;,Or,  en  écrivant  que  ce  reste 
>-es.t  oui , on  étalilit  la  condition  que  3oi'-4~26x-f-c  ^st  corn— 
m'uu'drHsqm.^ntre  le  polynôme  et  son  dérivéj  n^is^ce  reste* 
t|^itért>l  nul , quelle  que  soit  la  valeur  de  x;'  aip^  (ti*  i&),  on 
rftéparéi^ent .6oc  — 2Û*=o,9a«f — _be.^p.  En'eflet,  la  pre- 
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mtbre  de  OBS  deux  conditions  donne  c==~, 
!<x'  i -'T! -.'*■01*-' 

hc 

d=^: 

9« 


'^lyijécotide, 
ÿnume  proiwséy 


d’où , $iAslltûant  da 
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Même  raisonnemeDt  pour  ]cî  polynômes  du  4* j 5*....  degré. 

298.  Le  procédé  du  commun  diviseur  sert  encore  dans  d’autres 
cas  à abaisser  le  degré  d’uné  équation  : tel  est  celui  où  l’ou  donne 
d’avance  une  certaine  relation  entre  deux  des  racines  de  l’équa- 
tion proposée.  ' ■ . f ' 

Soit,  pour  fixer  les  idées , l’éqjintion  générale  ** 

. +Tar  + U=o *(i), 

et  supposons  qu’entre  deux  des  racines  a e\.  b,  l’on  ait  la  rela- 
tion b=ia+h  {i  et  /t  étant  des  nonibij^connus  et  donnas 
à priori').  , f.7 { 

Puisque  l’équation  (ÿ^  dôit  être  satisfaàéi<ip/;r  les  rl^m  quan•^ 
tités  a et  fto  4"  /<>  'I  s’I^l^it  que , si  l’on  met  dans 
tion  itx  -f  ^ ù la  place  de  n,  ce  qui  donne  la  nouvcll^iélfflûtt!^ 


.(^*4-  A)'"  + P(é*4-A)"*“'-|-....+  TÇ^tx  -f-  h)  -H  U==ib^.^) , ^ 

les  deux  équations  (i)  et  (3)  doivent  étr«  satisfaites  par  une 
même  valeur  a ; donc  (n®  aSs)  il  doit  exister  un  commua  di- 
viseur telatif  entre  leurs  premiers  membres. 

Ainsi,  en  appliquant  à ces  deux  polynômes  le  procédé  du  plus 
grand  commun  diviseur  relatif,  et  galant  à o le  diviseuri^l|i^ 
tenu,  ou  en  tirera  la  valeur  de  Ib  racine  a.  Cette  valeur  éta^'C 
substituée  dans  la  relation  h~ha-{-h,  fera  connaître  la  Valeu^ 
correspondant^  de  ù.  , v 

Si  cè  commun  diviseur  est  du  premier  degré  en  x,  on  peut 
conclure  que  deKx  racines  seulement  de  l’équation  ont  entiie 
elles  la  relation  donnée.  S’il  est  du'seéond  degré,  c’est  qu’il 
existe  dtux  couple»  de  racines  qi4qoui$sent  de  cette  propriété; 
et  leur  déterminât  ion  ne  présente  enooreaùcnne  diiliculté.  Après 
qiloi,  l’on  pourra  diviser  le  premier  membre  de  la  proposée  par 
chacun  des  facteurs  du  premier  degré,  qui  correspondent  aux 
racines  obtenues. 


^5o  ‘ 4U»BM^k»PLïCATI0N«  ' 

‘ ,En  général,  soit  D le  coninVun  diviseur  auquel  on  ést  par- 
Venu.  La  résolut  ion  de  l’équation  proposée  nedéj)er.d  plus  que 
de  la  résolution  de  D = o et  de  l’équation  qu’on  obtient  en  divi- 
sant le  premier  membre  de  la  jiroposcc  par  cbacun  des  facteurs 
du  premier  degré  correspondant  aux  racines  de  D=o,  et  à 
celles  qu’on  a déduites  de  la  relation.  A 

Soit , pour  exemple,  l’équation  ' i ■ 

ioV+48r* — 7ijf -t*  3o'=  o . . . .(i^  ^ ^ 

nons  supposerons  que  deux  ides' racines  a et  A sont  liées 
>N]^r  la  relation  bs=ta-\-  t.  ^ / 

^ En  mettant  ar^Tf- 1 pour  * dans  la  proposée  et  développant 
les  calculs,  on  oistient , toute  réduction  faite,  n 

""  8*t — 3ar®  + 36xî  — 74; — a = o. 

• -ApPlIîï^P^^  prenviers  membres  de  celte  équation  et  de  la 
propméé,  le  procédé  du  commun  diviseur,  ou  parvient  au  di- 
viseur relatif  * — 2',  ce  qui  donne  ■ 

. ; 7 X — a = o,  d’où'  * ou  a =2. 

\ 4 ‘ 1 

'Cette  Valeur  de  a Abstituée  dans  la  relation  A=i2a-f-i, 
donne  ensuite  A = 5. 

Le  premier  membre  de  la  proposée  est  donc  divisible  par 
• (x  — 2)(*  — 5)  ou  X*  — 7X-H10; 

^en  effectuant  oct|e  division , on  a pour  quotient  . 

^ * 5 

— 4.3=0,  d’où  x = -±i-v't3. 

i-  a a 

dL’équation  proposée  se  trouve  donc  ainsi  complctepient  ré- 
solue. . , 

399.  On  peut  déduire  comme  cas  particulier  de  l’analyse 
précédente , le  principe  fondamental  de  la  Ibéorie  des  racines 
égales.  n“  291.)  , ' 

Soit  fait  A=o  dons  la,  relation  A = éa-}-A;  elle  devient 
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• A ' 


' ' no  roïiMON  nivisKOR.  / ' A5t 

’i ■=  *a,  et  Vétioatioii  (a)  du  n°  298  se  rcdûit  à 

; af” -4- P/i”-' -j- Tit . X + U = O. 

.Maîs‘’cômnie'on  doit  avoir  pour  la  nicme '»aleur  de  J, 

^ ar-‘4.Px»--4.Q,v"’-‘4..._ +Tx4^.U  = g, 

^ » >1 

, on  peut  substituer  à l’une  dq  ces  ctyiatioiis  le  résultat  de  leur  , . ^ 

soustraction,  ce  qui  donne  . ' ■ - 4 

, );r"’ + PXi^-'— 1>— • 4.  . . . T :f-  T(i—  I>  tSTO, 

OU  bien, observant  que  (X*— i)jf  «livîse  tous  les  termes doe^le-ci, 
et  effectuant  alors  celle^ivision,  . 

. + i)*”“^+....  + T = o. 

* f _ V ' 

, Actuellement  si,  outre  l’hypotbèse  de  /<  = o,-ou  suppose  • 
k=  I , ce  qui  retient  à dire  que  deux  des  racines  b et  a sont 
égales, -l’équation  piéccdenle  devient  ' 

/7ur'".‘  + P(/B— Ox^-'  + QX/n— 2)*"-3_{S.  ' 

équation  ^dojit  le  premier  mensbre  doit  avoir  un  commuft  ifivi-,  . ’ ’ 

seur  rcl^ÿtj|Mrec  ceiuÿ  de  la  proposée/.  ^ ' 

Mais  i)Pj(.'"7'’‘  + »»  • » -f-T  n’est  aùirecbosa 

( 11“  a^Sj-Aaefe^lynomc  dérivé  du  premier  membre  de  la  ' 

proposée  + +Tx4-Ü=n.  . ' • ' 

Donc  enCn,  d^ns  le  cas  ou  cette  dernière  équation  a des  ra— ’ 
cines  égales,  H doit'exUier  un  coinhiun  diviseur  entre  le  pre- 
mier  membre  dextUe  éqnution  et  son  polynôme  dèlàvt  (*).  ' ■ ' ' 

' , , des- ÉQUATIONS  JliciPRQQtTBS.  ' ■ ' 

^ . * a ■*»  , . ’e 

^ 3oo.  Il  existe  i^nc  classe  remarquable  d’équations  suscep-  *• 

tibies  d’abaissementj  ce  sont  celles  dunsdesquellês  les  ^:ejpciene 
• ‘‘‘  vé 


c*( 


f } Ce  iTinde  lie  (li;iuonstiaSi4n  tltrpriucipc  tiv  la  tl:iioric  des  vsciucs  ciijle 
« ilù  ,i  M.  Pôinsoi.  ^ 

a - r e 

-»9-. 
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r 
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DES  ÉQüATiONs  sitarBOQtms. 

à égale  distance  des  extrêmes  sont  r^ùux  ehtre  eux.  Tell»  sont , 
le»  équations  ^ 

i=o>  **+/>Jf'+yJf’+î,*‘+7'*+>==<>- 
Ot»  les  appèMe  équations  r^proqties^  parçc  qu’elles  jouisscnjt 
de  cette  pr«y)riclé  , que’si  a est  une  quantité  propre 

rifier,  - est  nécessairement  une  autre  racine. 
a ' ’ y 

En  effet,  considérons  la  première  des  deux  équations  ci- 
dessus,  puisque  a est  suppo^  racine,  on  a^  • 

a*  + /)a^  + ÿo*_+  /w  -I-  i ==o;  , 

' -■  I 4,  , ^ 

mais  actuellement,  si  l’on  substitue  - à la  place  de  Je,. si  rient 

' t * ‘'r  • ' • ■ 

oubien,  . ‘1 +pa  + + «‘ = o,  - ■ ' * 

> ^ ^ ' 

égalité  qui  n’est  autre  chose  que  la  précédente  renversée. 

On  volt  donc  que  les  éacines  de  ces  équations,  oonsi^rées 
deux  à deux”,  sont  inveréA  ou  réciproques  les  unes  des  autres^ 
tl’üù  11  suit  que  la  moitié  des  racines  étant  détermiuce,  le» 
‘autres  peuvent  s’obtenir  en  divisant  l’unité  par  cluiçune  des 
premières  .'Aussi,  nous  allons  faire  voir  que  la  résolution  r(e 
toute  équation  réciproque  peut  être  raibenée  à celle  d'une 
‘èquatmn  d’w’n  degré  sous-double.  *’ 

. Breimm,  pour  llxer  les  idées,  Féquatloq  du  6*  degré, , 

si  l’on  divise  l'équation  proposée  par  (3  étant' la  moitié  du 
degré  de  i’éqnÿtién) , elle  pVend  la  Jodtue 

4- P 4- î (a; -f  + r = o. 

f - ■ . , »»  I ' ' 

Cela  posé , sent  Ait  x - = x ; il  en  résulte 

. . . 

/•  *■'  X* XJE-^l=30, 


* ' 

A 


f y 


■fi'-  ” 
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s - Mÿ  ÉQUATIONS  BÉCirROQtïS?  4^3 

équation  qui  doni^ra  deux  vajeurs  de  x'  correspondances  à une 
'même  valeur  de  e;  ainsi  l’on  pourra  obtenir  les  vlilears  de  x, 
dès  que  a sera  connu.  , V" 

Or,  on  dÿduit  successivement  » , 


de  l’équation 


..  iT''.  ''. 


. > ' . -V 

.4-  *+-=*»'-  ^ 

X 


1°.  en  élerpnt  arfitarré  et  transposant,  x*  + ^ = **  — 3 ; 

' ' 7 ''■■‘•‘S.  * 

a”,  çn  multlpliai^ces  deux  nouvelles  équations  entre  elles/ 
x’+x-f- - — aa;  d’où  x*  + — , = x*  — - 3a. 

Substituons  ces  expressioiu  de  x+  ^ 

dans  l’éqnation  ci-dessus;  il  vient' 


a’  — 3a  -f  p(a*  — a)  + ya  -+-  r = o,' 
ou  réduisant^  a^  '+pz'  -f-  (ÿ  — 3)a  -f-  r —,2p  = o. 


^ équation  du  3*  degré,  tandis  que  la  proposée  est  du  6*.  On 
raraènérait  de  la  même  manière  une  équatioh  du  4*>  >(>*> 

12*....  degré,  à une  équation  du  2*,  4*,  5*,  6*...^deg^é.•  ■* 

11  nous  reste  encore  à considérer  les  équations  réciproques  de 
degré  impair.  • é 

Soit,  par  exemple,  l’i^uation  ‘ ' 

•r.  . ' *4  ' ' ‘ 

^ +/>a:  + I = O. 

Il  est  d’abortl  évident  que  — i est  racine  de  cette  équation, 
car  si  l’on  remplace  x par  — » , on  obtient  pour  résultat  de  la 
substitution,  ^ P~~  <1 <I  — p i t expression  dont 
tous  les  termes  s’entre-détruisent.  (Il  en  serait  de  même  pour 
toute  équation  réciproque  de  degré  impair.  ) 

Il  résulte  de  là  (n“  aSa)  que  le  premiër  membre  est  divisible 
■ par  X -f-  et.en  elTectuant  cette  divisioq,  on  obtient,  d’après 
la  loi  de  formation  n®  a53 , ' , . • - ‘ ’ 


45.', 


mtti.  ÉQUATtOIi*  BiciPROQUM. 


^ -f  I P 
‘■’î  t + q 


O,-*  + I ^ — l 

P 


» * 

X rf  I '—  O, 


«qoaLiou  réciproque  de  de^ré  pair,  sur  laquelle  on’peut  opérer 

couimc  il  a élc  dit  ci-dessus.‘  , 

• ,*t  \ 

» 3ot..  N.  B.  Los  racines  d’une  équation  de  jlegré  impair  sont 
encore  réciproque^  deux  à deuxj  toutes  les  fcis  que  les  ajelTi— 
cieus  des  termes,  pris  à é^alc  distauce  des  c&trèmcs, sont  ^'a<rjr 
et  de  signes  contraires.  ’ ^ ' 

Soit,  par  exemple , l’équation  , ■ • ' 

‘ Z,,  ar® -j- + gx*  — qx'  — ,»r— i = o;  . 

^ ^ ■ 

si  l'on  remplace  x par  - , elle  devient  , 


, j?  ^ x'  X^.^  XÎ  X , ’ ^ , 

ou  clia.ssant  les  dénominateurs  et  cliangeant  les  (igycs, 

3?  + pX^ qx^  qj^  — px — 1=0.  _ • 

Donc,  a étant  une  des  racines  de  cette  Cquatiou,  ^ est  ncccs^ 

sairement  une  autre  racine.'  ^ . 

D’ailleurf,  il  est  visible  que  i vérifie  l’équation;  et  si  l’on 
fectue  la  division  par  x — ■,!,  il  vient ''V.  -><• 


x+  + 1 
+>  1 


+ t 
+ P 
+ î- 


•c*  +»«  I 
+ P 


X 


é'quatipn  dont  les  coerficicns  à ^ale  distance  des  extrêmes  sont 
rgtiiix  et  de  même  signe. 

. ' Cette  oh.servation  est  de  M.  Fie^naud,  qiiiTa  con.sigiiée  dons 
ses  jVü/ff.s  sur  l’Àlgibre  de  HerMul  (|  age  i53,  ii“  3Si). 

■ 3o2.  elppLcatious.  Iscit  l'équation  genéra'e  à deux  tcruies 
x" — I = o;  celte  équation  a éridemiu^t  i pour  racine;  et 


■C  A 


•-V 


r; 

- 

- 


DBS  igOATHnn  sicirBOQUESk  . ^4^5 

«n  effectuant  la  division  par.x—  i , on  trouve  (n®  3i)^Mur 
quotient,  - . ’ 

x"'“' -4- + x""*-!-.  • • •+ + ' =^»  ^ -•.•  ■• 

' ' /^  '''  J.*  ■“ 

équation  réciproque  de  degré  pair  ou  impair, dont  la  resalutinn  ’ 

,,  peut , an  niojen  des  principes  précedens,  être  ramenée  à la  ré^  '4i' * 

' solution  d’une  équation  de  .degré  sous-double.  . ^ . ' ■■• 

Soit, -par  ciemple,  l’équation  x*-»-l  = o;  • /. 

’ * • ï . > V. 

on  a , en  Hlvisaut  par  x — i , _ 

" X* x®  + JC -+■  i'=o  j , . 

équation  que  l’po  peut  mettre  sous  la  fbrme 


JC*  *f.  — -4*  X f *t*  t ' 

X X • .. 


; O. 


Posons  X + - = *,  d’où  x’  — ax  4-1  = 0;  il  cn-résutte 

T*  , » 


i-  ■ - X*  4-  a + A = **»  X*  4-  A — ’ 

Reportant  CCS  valeurs  dex+  -*t  de  x®-4-—  daps  l’équatiooi 
»*  — a-t'*4-i  = ‘>, 


; - 

t * V 


l’on  obtient 
on  rétluisant, 

donc  . . 

’ ’ - ‘ . 
d’ailleurs,  l’ équation  x*  — sx  4-  i = o ' donne 

j=  4; 


a*4-»-fi==o; 
* = - 


. K • 

V 


X- 


donc  en 'substituant  àr  la  place  de  z scs  deux  valeurs,  ôn  a,  toute 
réduction  faite , 

V O ^ 

X = •— ^ i:'A V/5  ± I y'io  2V^5.i/— ' „ 

-4  v4'  4 ■ ' 
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4«\  • TUÉURIE  DES  VOHCTlOMfl  SYHÉTEIQrES* 

' L’cquetioa  x'" — i ==  o,  pput  encore  être  résoltie  ciora— 
'^jWemeut  par  le  Diêille^moj'en.  . 

.‘•  ffl&ti  elTet.  on^JcijLj.  ’ ' .*c  • *• 

- i)  (x*  + î)  = o.  ■ . 

/fOn  connaît  déjà  Tcsïâcines  de  Véqualion  jp® — i = o ; quant 
a ôoTIes  de  l’équation  i = o,  comme,  par  l’échange  de  x ^ 
en —X,  elle  devient  x® — i=o,  on  voit  que  fout  se  réduit 
à prendre  avec  des  signes  contraires  les  racines  de  cette  des-^ 
n'icre  équation. 

• . * ■ - . , i 

§ III.-  Théorie  des  fonctions  symétriques,  " 

' 

Pour  compléter  l’ensemble  des  matériaux  nécessaires  à la  ré- 
solution des  équations  d'un  degré  quelconque,  il  nous  reste  à 
exposer  l'une  des  théotêies  les  plus  curieuses  et  les  plus  impor- 
' tantes  de  l’Analysç  ; c’est  la  théorie  des  fbitcliom  symétrique». 
.Le  célèbre  {..agrange  en  a fait  la  base  d’une  méthode  pour  ré- 
soiid^Q  les  équations  du  troisièino.et  du  quatrième  degré.. 

(Les  candidats  pour  l’Ëcole  Polytechnique  peuvent,  sans  m- 
, convénient,  passer  ce  paragraphe,  que  nous  n’avons  placé  ici 
que  pouF  nous,  confurmer  à'  Ui'  marche  que  nous  nous  sommes 
tracée,  t 

■ 3o3.  On  appelle  fonction  symétrique  des  racines  d’une  éqna- 

.•tittn,  toulo  expfession  algébrique'qui  renferme  ce»  racines^  com- 
binées qbsolunient  de  la  même  manièrej  soit  entre  ellesj  soit  . 
avec  ^‘autres  Ainsi , la  somme  a-f-6-f-c-f-... 

des  racines  d’une  équation,  la  somme  ad de* 

leurs  produits  deux  à deux,  la  somme  a^-f-'abd-t-....‘tle  leurs 
produits  trois  à .trois.... , sont  dites  des  fonctions  symétriques. 

Le  caractère  distinctif  d’une  fonction  symétrique  est  qu’el/e 
cônserx-e  la  menu  valeur  numérique , que^ue  permutation  que 
ffon  fasse  entre  Us  racines. 

Nous  avons  déjà  vu  (n"  a5^)  que  P,  Qj  R, . . . . T , U étant 
les  coeiHiciens  d'Ono  équation,  on  a 'entre  les  racines  et  ses 
coefiieiens,  les  relations  a •+•  6 -47  c -f-  < * i .j.  = — - P. . . . . . 
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4,67 


ab  ac~\rod -4-' =Q<.-  •••  > abcd, . . = ± U ; non*  allons 

voir  maintenant  que'touto/ônct/on  sytnétrique  rationnellejde cea 
mêmes  racines j peut  être  exprimée  également  au  mojen  des 
coeiTiciens  de  l’équation. 


3o^.  SomiAes  des  puissances  semblables  des  racines  df une 
èqiuition.  I.tfs  plus  simples  des  fonetions  symétriques,  et  celles 
au  moyen  desquelles  on  peut,  eomme  nous  le  verrons,  for- 
mer foutes  les  autres)  sont  J es  sommes  des  puissances  s«^n- 

blables  des  racines,  telles  que  a + + c 

• • • t et  en  général,  . . . . , 

n étant  un  nombre  entier  quelconque. 

Or- je  dis  que,  sans  connaître  les  racines,  il  est'  possible 
d’exprimer  les  sommes  de  leurs' puissances  semblables,  au 
moyen  des  coelBclené  P,  qui  sont  des  quantités 

connues.  . ' ■ , ‘ ’ 

Soit  en  effet  x”-+-Pjc'"“'4'Qj^"î“*+Rx^“^ — +Tx-f-U=o-, 


l’équation  proposée,  et  désignons  ses  racines  par  a,  h ,c,d. . . 
Si  l’on  divise  sncçessivement  le  premier  meralire  p.~.r 'chacun 
des  TO  facteurs  du  premier  degré,  x — a , x — b , x—c,  • . . 
on  obtiendra  (n°  261),  pour  les  différens  quotiens,  * 


x"~'-fo 

4-P, 

+Pa* 

■f  Pu* 

4 , ' ' 

4-Q 

■ 4-Qa 
, +R  ■ 

* ' 

' » 

» 

> -f-PA 

+PiV 

■ 

+Q 

+QA, 

• 

- +R 

. • 

. . . -fa"  ‘ ' 


-fPa"-» 

, -f Qa"-*  ; 

■/»% 


-fi"""' 
4P6— • 
. ^ -fQ6— ^ 

-f-. . . . 

. 4-T  ; 


et  ainsi  de  s4^ , pour  chacun  des  facteurs  x —^ç,  x — d.-..^ 


« 


458  »o>t>tATioii  -DF9*  nnssANCF^  sEjret,  tmirs 

Maintenant;»!  i'ou  fait  la  s<.iiHirR  du  cc«  m.qaotlens,  et  , 
que  l’on  jiosc,  pour  plus  Je  simplicité,  6 -f-c+. . .e=S, , 
n*  + />"+c*+  • • . • =8,,  a’’’-+"6*  + c’H-  ! , =83',  . 

^ ^m-i  _j_  ^m-i  _f_  . . _ ^ ^ (,n  obtient  CYidciuuient 

pour  cette  somme,  ' , . . 


, -^-mP 


a->-*+S. 

+PS. 

+mQ 


-H’S. 

+QS. 

•^/nR. 


V.  • ■ +QS«_3 

+ RSml4 

4-.  . . - 


' • , ■ , 3 ' ■ • , . +"»T. 

■*  ' • . * ' 'î,  ' 

D’un  autre  cété,  l’on  a vu  (n”  279)  'que  T,  ou  le  polynomi. 
déi'ivé  du  premier  membre  de  là  pro|K)s6e,  représente  aussi  la^ 
somme  des  m quuticns  de  la  division  de  X par  x — a,  x—b, 

X — e. . . . ; or,  on  a (n®  278)  ■■  _ 

♦ i 

Y=/i«"— +(«- 1 )Px”— -f  (n»-2)Qi"-3+(m-3)Rx"7-<4-...+T. 

-n 

Donc,  en. comparant, terme  à terme  ces  deux  expressions 'ieSm- 
ti(£ues  de  la  somme  des  m quotiens,  on  obtient  les  relations 

S,  + mP=(m — i)P,  "ou  simpliriant,  S,r+-P=t»; 
S,+r5,+mQ=a(m— a)Q,  ou  bien^  S,+PS,+3Q=o; 

Sj -l“Pb,*f"QSi-l-/nR— (//i-“3)R , ou  S3“|-PSa-f*Q'^i”l"5R^^o  \ 


V V •. 


■Sm-t  +.  PS»—'.  +..,,-4-mT  = T,  . 

•'  / \ 

ou  Sn,_,  *1-^  PS.,_,  -^^QS»_s  (m— i)T  = 6. 

La  première  formule  donne  d’abord  la  valeur  de  S,  en  forfctiori 
de  l’i  la  seconde  donne  ensuite  S,  en  fonction  de  P,  Q et  de  S,) 
ainsi  de  suite  : enjin  , la  dernicre  fait  connaitre  S»_ , , au  m0>  ea 
de  P,  Q,  IL  . .T  cl  de  S„_ S»— 3.  ' . , qui  sont  oeuscs  connus, 
d’aprèa.les  relations  préc^eutes. 


t 


nés  DACHVES  v’xrsr.  ^quatios.  4h^  » 

Pâlir  étendre  ces  forinutes  au  cas  d’une  pnissancfe  <(«eîcbnr]ue, 
lejirenoils  l’équation  prp[Kisée , et  remplaçons  x par  cliacune 
tics  racines  a , b , c,  d. . . \ on  a les  égalités  ‘ * ' 

O-"  + Pfi'"-  + Qa""''  +. . . .H-  Trt  4-  U = O,  ^ 

- Z."  4-  Pi-"-  + Qi-"— ''+..^4-  Ti  4-  U = O, 

• i\. 


Multipliant  toutes  ces  égalités  respectivement' par  c",  6", 

e". et  ajoutarit  les  produits  terme  à terme,  on  obtient,d’aprës_ 

les  notations  convenues,  ’ is  . 

Sm^rn  4 PSm-*Ji— 1 4 QSi»-Hi_»  *4  • • • •4.TSa^l  4 ^ S»  ^ 
Cela  posé, 'voici  l’usiige  de  celte  formule  : ' 

^Soit  ra  = o,  d’oi  S«=  So=o'’4i‘* -4“C®4  • • • 
clic  devient  ' * • , 

’ s«  4- PS„ J 4 QS«_'.  4- • - . 4 TS.  4 '«U  = o.  , 

Cette  dernière  formule'so  lie  immédiatement  avec  la  dcrnicrts 
;dcs  foianutes  oliler^ji's  ci-dessos-  ,* 

Soit  fait  ensuite  /i=  i , 2,  3, '4,^. . . ; on  trouve 

S,«+.i  4 PSm  ''^4  QSoi_i  4- ••^'•4  TS»  4 US,  *=  o,’ 
*4  Püm-f.1  Q'>m  4*  • ••4  iSs  4 US»  = O,*' 

, Sm-és  4 4 4-  •••4  4 US3  = O, 


Il  est  facile  de  reconnaître,  d’après  l’inspection, de  çes  for-  • 
mules,  que  les  sommes  des  m, ^premières  puissances  étant  for- 
mées, les  suivantes  forment  ( n“  191  ) une  série  récurrente 
dont  i’édiclle  de  rnlulion'  est  la  somme  des  in  cocHîciens 
P,  Q.  R T,  Ü,  d'ê  1 a proposée,  pris  en  signes' con- 
traires. ^ . ' • 

La  formule  4 PSm+b-’i4-‘.  • • peut' donner  également' 
les  somuM's  des  puissances  entière*  et  négatives*  Ru  cfi'et  * 
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• 4^  • . ,*  APPLIOATlDNâ.  • 

soit  d’abord  «œ— 'i;  il  en  résalte  . • ^ <■ 

Sro_i  PSm_a  TSo  -f"  US_i  = O, 


• A > 


équation  d'où  l’on  peut  tirer  la  valeur  de  S_,  en  fonction  de 
S*;— I,  Sit  Soj  sont  censés  connus.  , 

Soit  encore  n = — 2,  n = — 3.;.;  on  obtiendra  de  nou- 
velles formules , qui  donneront  S,  en  fonction  de  Sm_,,  S„_s ... 

Sa-,  S_, — , puis  S_j,  en  fonction  de  Sb_4  , S„_3...  S_i, 
S_i;  et  ainsi  de  suite-y  ^ . ’ ’ i . 

/ Concluons  de  \k'qu'iir^h^uité^i^qu«t6onque  étant  donnée^ 
on  peut  toujours  J san»  connaflre  ai^  tacinèSj  obtenir  les  sommes  ' 
de  leurs  puissances  ^emblables^  le  degré  de  la  puissance  étant 
un  nombre  entier  quelconque  positif  ou  négatif.  ^ ^ _ 

Soit,  pour  exemple ,^1’cqnation 

>,  ‘ /■ 

' " — 7X* — X-f-6: 

On  a pour  cette  équation  particulière,  ^ 


:o. 


' = >.  9 = -7.  T=-i,  U = 6. 


ce  qui  donne 


s.=— P=— I,  ' -54  \ : 

S,= — P^, — 2Q=i  + i4=i5,  ■ . 

Sj^s-jPS,— QS, — 3T= — 15 — 7-f 3ï= — ‘ . 

5^=— PS3 — QS, — TS, — — * — *4=99»  .***, 
Ss= — PS^—QSs — TS»-i-ÜS,= — 99 — t33-l-i5-f-6=-^2i  i * 
Sii= — PSÿi— QS4-J-TS3 — ^US»=2i  i-f  6g3— 19 — 90=^95, 


. . . . i ...V  

— Sj— PS.— QS,— *TS,._tq — '5  — 7-f-4_  1 
t ..  U ' “ , 6 • • ~6’  ' 

. K‘  * I ' 

■s.— PS,— QS„— TS_,  + 85 


S_.= 


‘36’ 


* ■ DÎiT'  ~g-byC>*^i4j' 


. ^ ^ 


ivÀDlTlUN  b’vvB  VO»ntoy  STMilRIQUB  QVELCONQirE.  4^1, 
Ces  valeurs  peuvent  être  âi'iéinent  vprifîéeti  car  Vécfuation 
a fi^inée  par^la  multipHcalion  des  facteurs  j—  i -,^10.' -f-  > ,*■ 
X.— a,.x-f- 3,  ce  qui  donne  +1,  — t,  +a,  et 
lea  quatre  racines.  , 

Considérons  maintenant  d’autres  espèces  de  fomif^s  syme- 
triques.  U ' ' ' ' ' • < 

3o5.  On  divise  les  fonctions  ^métriques  ràiwntmlij^  en- 
tières des'  racines  d’une  équation,  ed' fonctions  symétrises  à - 
une  lettre^  à deux  lettres^  à troU  lettres  /etc. , 

* "Les  fonctions  .symétriques  à une  lettre^,  sont  celles^dont 
chaque  terme  ru  renferme  qu’une  racine;  telje  est  la  fonction  , 
n"  -J-Vi*  , que  nous  savions  déjà  3o4)  exprimer  au 

iapyen  des  ooefficiens  de  l’ équation.  > " 

Les  fonctions  à ideux  lettres,  sont  celles  dont  chaque  terme 

renferme  deux  racines;  telle  est  la  fonction^. 

a«cr  -i-  b"af  -J-  . . . , dont  il  est  aisé  de  cou- 

cavoir_,la  formation,  en  prenant'tous  les  arrangemens  d^ux,' 
à deux  des  m racines,  et  affectant  les  deux  lettres  de  oh.'iqae 
produit,  des  exposans' respectifs  n et  p\  d’nà  il  suit  que  le 
nombre  total  des  termes  de  cette  fonction  e$t'(n^  i49)  ^al'à 
m (m  — >)/  , ' 

Les  fonctions  à /roû'*  lettres,  sont  celles  dont  chaque  ternie 

renferme  trois  rattrtes;  telle 'est  la  fonction. 

a*h^c'>  H-  épe^^  -t^éWct  -f-. . . . , que  l’on  obtient  jen  forma'iit 
t0us';les  armngemens,  trois  d trois j des  m racines,'  et  affec- 
tant les  trois  lettres  de  chaque  produit,  des  exposans  respectif» 
n,pf  q;  ainsi  le  nombre  total  des  termes  est  marqué  paP' 
in{m — et  ainsi  de  suite.  ■ 

Comme,  un-terme  quelconque  d’une  fonction  symétrique  à 
plusiems  lettres  étant  écrit,  'on  peut  obtenir  tous  les  antres 
en  substituant  à l’arratigcmeqt  des  lettres  qui  entrent- dans  ^ 
ce  terme,  les'^uutres  arrangemens  dont  les  m lettres  sont 
susceptibles,, et  conservant  au;(  exposans  le  même  ordre,' on' 
est  conveliu^  pour  abréger , de  re|;>réscnter  les  fonctions  à 
une,  deux,  trois...  lettres  , de  cette  manière  : T. T.o'ir,  , 


> - 
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‘ . _ ^TALt^T^  „ - 

T . o"i'’/-* . . . .•  ; 'c’e*t  àvd'i'i’^R.l'on  place  en  avant  cTe  Pur» 
des  Icrnil^^dpja  fonction , Ij  lèl^e  ï ; et  ces  notations  cqii îvâlent 

rï^'.foiiii^ioQs  dont  nous  venofts  de  pfclcr.^onl  dites  lit?  Jfônc- 
iious  syiHill^uex  èlémentairex. 

On  ;^»t;>tjjipB>evoir  ensuite  que  tous  Ic^ernjcs  d’une  mèriic 
roii(;Uijn  toient^lTertês  de  coclBcicns;  mais  pour  quC'ln  fonc- 
tion^ioft  ^kyniWhj  UC,  il  ^ue  Ions  ccs'cot^fru'ioiis  soient 

et  ilors  ou  peut  rm^ri'  c«  ooellidcnt  en  façlfür  conmitui.  - 
l^/est  aiiisi  que  lV«prc»sioii  i^u'b*  -f-  ^a'V’  + • •*  que 

l’on 'suppose  sviuctriquc  en  a’, b,  peut  stf  iiiellrc  sousTo^ 

forme 4“^'***  • •)»  ou  ^T/a’A*.  . ' J 


pose. 


Lnliii  un  pol}noisfiJ^#ctrique  en  a,‘b,c. . . peut  être coni-.t 
sc.flp  la  réunion,  )w addition  ou  souci^'acHon , de  plusieurs 


fonctions  syniitti^es  èltmentaires  ^ ai 
proposé  .'3p'C  ' loucliuii  sjinélrj 


auquel  cas  le  polynôme, 
sjinélrjquc  complexe  j^en'  ce 
qu’elle'^âiiferv^ti'plusieufs  fouctioni  de  la  forme.  ^ . a. . . . 

• T. O*,  ^.c^,  . .y  niais  iVen/lM^on  d'une  fonfcliuii 

sy  métrique  Complexe  est  ôs-idriqnient  ramenée  à celle  de  .cha- 
cune des  fouclioi'S  clémenlaiios  <|ui  la  cuiuposcnt.  Passons  donc 
à la  ilélcrmiiialion  de  celles-ci.  i ■ ' ' 


Èvalualiou  des  fonclio^  symélrupscs  à ^dtuxj  trois.. . lettres. 


3o6.  On  a déjà  donné  (ii“  3o4)  des  formules  pour  évaluer 
les  fonctions  telles  que  T. a*,  qui  n’est. autre  clioscque  S,.  ■ 
Clierclions  à évaluer  la  fonction  à dpux  lettres.  ï.n'A^.  Pour 
cela  multiplions  entre  elles  les  deux  expressions  . , 

ti"  -f-  6*  -1-  t"  -{- d"  T. a*  ou  S„, 

\ . af  If  -}-  -f-  df  -J-..  .•,=  T ,af  ou  S,,. 

^ « 

■-Le  second  meiulire  est  T.û'’xT,a<’,  ou  S,  X S-. 

e ' 

'■  Quant  au  premier  incmlirc , il  peut  arriver  deux  cas  dans 
la  multiplicalion  : ou  les^deux  ternies  du  mnltipl^iLle  et  du 
multiplicateur  out  la  mé^ie  lettre,  et  dans  ce  cas}  |froduit 
partiel  est  l’un  des  termes  de  la  fonction  T. a"'*’'’.  . .. 
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‘ d’unb'Eonction  8YMÉrniQOB  Qwn/xïXQWE.  ifA 

-Om  bien,  les  ileim  termes  ont  îles  lettres  <lifTcrentes,  auquel 
cas  le  produit  partie!  est  un  Itîrnie  de  lîi^  fonction  T.a*6^. 
Cuninic  d’iiillciirs  le  produit  total  iluil  être  svmélrique,  puisque 
ses  deux  facteurs  de  sont,  il  s’ensu  ue  le  prciuicr  lueitlhrc  a 

■pour  expftssion , ' • 

Ainsi  l’oii  a l’cquatioM 

d’où  l’on  déduit  - T.n’’i'’  = T.a"xT-o’’ — .(i); 

les,  fonctlons.T.a*, T.o'’,-T.a"'*'^,  ou  S»,  Sp,  Sn^.p,■  étant  con- 
nues, d’après  les  formules  du  iV*  3o4  ,,  celle— ci  pourra  servir  à 
(lèlci'tuiner  Icules  Itufvnciidus  à deux  lelire».  - 

• '5-.  V 

307.  Cas  particulier.  Si  dan»  Cette  formule,  oii  suppose  n~p, 
ciiX'onstance  ipii  arrive  asse*  souvent’,  le  second  meiiilire  se 
réduit  St  (T.a")’— 'TjC**  ou  (S,)’  — S„.  Pour  savoir  ce  que 
devient  le  premier  (qui»  en  apparence,  se  réduit  à il 

faut  ul)scrvcr''quc  L’on  a ■ ' > . • 

oy,  dans  l’bypotlièsc  de  /t:àpjE||lf(ous  les  termes  de  ce  polynonM 
devieunent  égaux  deux  à deuxj  savoir,  tClf  et  b"af,  ü"t<’  et 
tW. , . f ddne  T.ü“ù^  se  réduit  réellement  à 2'r.o*ù“,  c’est-â-’ 
dire  au  double  do’  la  foncliim  exprimée  par  T. 0”^*,  dont  le 
nombre  des  tenues  n’est 'plus  (u*  3o5)  le  nombre  des  arrange- 
niens,  mais  bien  le  nombre  des  combinaisons  detus'a  deux. 
•Dope,  en  supposant  n=j>  dans  la  formnic  (1),  on  trouve 

aT.a*3"=(T.a»)»-;-T.a’»;  J’oùT.a»ù-=  -V-—  L-  (2). 

3o8i  Tiebons  maintenant  d’évaluer  la  fonction  T.o"ifc^. 
Pour  y jiarvcnir,  multiplions  entre  ella§  les  équations  . - 

a"bf  +Q"hf  + u’'dr  -f.  ...4-  4-. . .=:T.û*ù'’, 

^ 4.  i?  4.  4- cf» -p.  . ..  'îv  . . =T.a’.  ' 

On  a d\ibord  ^ poQr  le  proil uît  des  seconds  membres^ 
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T.a*6<’X  T*o^;  «luaiit  aux  premiers  tnembres,  o6 'doit  obtenir 
trois  espècçs  de  fonctions*symétriques  pour  le  produit  total. 

< Car,  ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  a 
la  lettre  du.  terme  multiplicande,  affectée  do  l’exposant  n, 
auquel  çis  le  produit  partiel  est  un  des  ternies  de  la  fonc- 
tion « -i  _ . . ^ 

Ou  Illettré  du  tfcrroe  multiplicateur  est  sen^blal^lc  à la  lettre 
du  terme  multiplicande,  affectée  de  l’exposant /i;  et , dans  ce 
cas,  le  produit  partiel  appartient  à la  fonction  T.a”bi’'*^. 

Ou  bien  , elle  est  dillérenfe  des  deux  lettres  qui  entrent 
dans  le  terme  multiplicande  j et  alors  le  produit  partiel  est  un 
des  termes  de  la  fonction  T.  a" , ’f  n , i 

DoAc  enfin,  le  produit  total  dès  deux  premiers  membres  st 
pour  expression,  T. + T. -}-T.  • .• 

' Ainsi , l’on  a pour  nOu^^oIIe  équation,  ^ 

■ T.a^-*^bP  -I-  T . a'bi^  T.  a’ifci  = T . a’bf  X T . à» ; 

d’où  l’on  déduit  ; . • ■ • ' . . 

i ) - * • ' • ' 0 

T.a'bPcf  = T.û"i<'X  T.o*-p  . . (3). 

Le  second  membre  de  cette  formule  ne  se  composant  que  de 
fonctions  à une  ou  à deux  lettres,  .elle  peut  servir  à^éialuer 
toutes  1m  fonctions  à trois  lettres.  , ' ' 

' 3og.  Cas  particuliers,  i”.  Supposons  deux  des -trois  expoaans 
égaux,  par  exemple;  la  formule  (3)  devient,  en  obser- 

vant que  le  premier  membre  se  réduit  à 2T,ç*6'’t'’,  puisque  tous 
les  termes  de  la  fonction  générale  T*a"ù^çt  sont  alors  ^aux 
deux  à deux,  elle  devient,  dis-je, 

aT . a'tf’cP  = T . a'i'’  X T . — T . — T . c" A V : 

' » . ' ■ 


d’où  l’on  déduit  ' . ‘ ‘ . 

-r.  .1.  . T.û«À?XT.a»’  — — ‘ 

T.a*bfcr  = X — 

çl  celte  nouvelle  formule.^rvira  pour  toutes  les  fonctions  à 
jroû  lettres  dont  deux  exposans  seront  égaux.  y , 


D’trsi  roxcTioN  sYMirmoPE  QiTE:cwnüE. 

, a*.  Supposons  tes ,/ro*s  esjWsnns  é{;aux  , c’etr-inîire  n^p^q-, 
le  premier  mçmbreOe  la  fiSrmule  (3)  se  reluit  à (îT . 
parce  que  (ous  les  termes  (ii°*i 48)  ilevieiiiienl  éj^aiix  six  à s/ary 
(railU'urs  T|n*6^  est  alors  éjjiil  à 2Ï.fi*A",  et  les  iléus  teniujS 
T.a’ù’’'*'^  deviennent  T.a“"i",  lonctions  iden- 

ti<|ues;  donc  là  formule  (3)  donne,  d.viis 'ee  .cas  particulier, 
6T . ==  aX . ï • — aT.a'‘"i*,  et  par  cObsequenI , 


T.a'6fc*  = 


T«n' 


— T.c*‘'è* 


...  (5). 


On'porvicndralt  à ce  même  résultat , d‘4«Ra  formule  (4), 
en  observant  qoe”rt=^  donne  ^ 3T.o*£*c*,' parce 

que  tous  les  termes  de  T.a*(!i^e^déviennent‘êgau\  l^SSish  trois.  ’ 
Pour  peu  qii’on  rcflécbisse  sur 'la  marclie  qui  vient  d’être 
suiyic  pour  évaluer  H est  aisé  de” voir  ce 

qu’il  faudrait  faire  pour  l’cvalualioa  des  fouctious  à quatre 
lettres,  à cinq  lettres,  etc.  ■ 


Zlo.  Nous  avons  déjà  observé  (n*  3o5)  que  toute  fonolion 
sjniétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation 
n’est  que  le  résultat  de  la  réunion,  par  addition  ou  sousiracijon, 
des  fonctions  T. a",  T.o'i'’,  . .,  nous  sommes  donc 

en  droit  de  conclure  ce  lliéoi-ème,  qui  est  un  ilcsplus  beaux 
et  des  plus  iniportans  'de  l’Analyse^  algébrique  : Toute  fom~ 
i^ou  symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équa-^ 
tien  peutj  sans  (pie  l’on  çounaissc  scs  racipes,  être  évaluée  au 
.moyeU^des  coee^'ietés  de'V équation.  ^ 

JV.  B.  Il  en  est  de  meme  d’une  fonction  symétrique  ralioq-,^. 
Tielle  et  fractioiuiairc ; car,  si  l’on  conçoit  que  Wbs  les  termes 
soient  réduits  au  même  dénouvmiteur , obJiara  une  seule  ex- 
pression fractionnaire,  dont  le'nmfiérateur  devra,  d’apri'S  le 
caractère  distinctif  d’une  fonction  symélriqne  (n“  3o3)  , être,, 
ainsi  que  Ic  dénominateur,  une  fonction  symétrique  ration- 
nelle et  entii're;  donc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions 
séparément ^ on  obtiendra  la  valeur  de  la  fonction  proposée. 

' 3ii.  Applications  de  la  théorie  des  fondions  syméhiques.  ■ 
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T.a*6^XT.o^;  cillant  aux  premiers  membres,  où  doit  ol)ténir 
trois  espèces  de  foncfionsisj^mélriques  pour  le  produit  total. 

Gir,  ou  la  lettre  du  terme  multiplicateur  est  semblable  «• 
la  lettre  <lu  terme  multiplicande,  affectée' fie  l’exposant  ■'w,'* 
auquel  t^s  le  produit  partiel  «st  un  des  termes  d^la  fonc- 
tion < I , . . 

Ou  Udettre  du  t^me  multiplicateur  est  semblal^le  à la  lettre 
du  ternie  multiplicande,  affectée  de  l’exposant />;  et , dans'  ce 
cas,  le  produit  partiel  appartient  à la  fonction  T.a’’b^. 

Ou  bitn , elle  est  ditlérenté  des  deux  lettres  qui  entrent 
dans  le  terme  multiplicande;  et* alors  Id  produit  partiel  est  un 
des  ternies  de  la  fouclionT.a"f»^é*.  , ' 

DoOc  enfin,  le  produit  total  des  deux  premiers  membres  te 
pour  expression,  T. + 

' Ainsi , l’on  a pour  n 

' Tfa-^6<’-l-T.a' 

d’où  l'on  déduit 

n»  . 0 

T . = T X t. O»  — T . — T . ..  . (3). 

Le  scc^ftd  membre  de  cette  foriiruTc  ne  se  composant  <^uc  de 
fonctions  ù une  ou  à deux  lettres,  .elle  peut  servir  à,évaluer 
toutes  1m  fonctions  à trois  lettrés.  , ' ' ^ ' 

309.  Cas  particuliers,  i*.  Supposons  deux  des-trois  exposans 
égaux,  p'=xq,  par  exemple;  la  formule  (3)  devient,  enobscr*- 
vant  que  le  premier  membre  se  réduit  à 2T,^a*A^i'’,  puisque  tous 
les  termes  de  la  fonction  générale  T^a”A^cf  sont  alors  égaux 
deux  ù deux,  elle  devient,  dis-je,'  . ; • 1 

aT . a*btcf^  = T . a-Af  X T . a'  — T . a'+rbt  — T . a" A*f  ; 


«i^ÿclle  équation,  • 

■At^  4- T . a'I'c»  ==  T . a-A^  X T . a»  ; 


d’où  l’on  déduit 

r ■ ^ / 

'çl  celle  nbuVelle  formule ^rvÎM  pour  toutes  les  fondions  à 
/rots  lettres  dont  deux  cxjHisans  seront  égairx.  ,v  . 


O’dSB  rOiTCTlÔK  .STMiVBIQVK  QÜE:  LONOCX-  4^5 


. a*.-  Supposons  \n. trois  esjwsans  i^aux  , c’eû-inliri’ 
le  premier  memlire  tle  la  formule  (3)  se  rétlui.t  à 
parce  <|ue  tous  les  termes  deviennent  éi^aux  six  à s/.r; 

d’ailleurs  Tui’fct’  est  alors  éjjal  à 2T.d*i",  et  les  deux  tTines 
dc-vienneiit  T.a’"i“,  T. 0*6.'“',  funclions  iden- 
tifpies;  donc  la  formule  (3)  donne,  daiis.'ce  .cas  particulier, 
6T.o*6*c*  = aT.o*'6*xT-a*  aT.a*"6*,  et  par  conséquent , 


T.,^s-c-=  . . (5).  ÿ, 

On  jvaryienilrait  à ce  même  résultat , d’iiipiw  la.  formule  (4), 
en  observant  que  n = p donne  = 3T.o"6V",  parce 

<jun  tous  les  termes  de  T. o*6^c^ deviennent  égaux  trais  à trois,  ' 
Pour  ped  qù’on  réfléchisse  sur 'la  marche  qui  vient  d’élrc 
suiyie  pour  évaluer  T.o"6f ,'’T.o*6^c*,  H est  aisé  «Je' toir  ce 
q^u’il  faudrait  faire  pour  l’évaluation  des  fonctions  à quatre 
lettrés,  à etn^  lettres,  etc. 


^3lo.  Nous  avons  déjà  observé  (n°  3o5)  que  toute  fonction 
symétrique  rationnelle  et  entière  des  racines  d'une  équation, 
n’est  que  le  résultat  de  la  réunion,  par  additipn  ou  sauslracljon^ 

des  fonctfous  T. a",  T.a"6f,  T , nous  sommes  donc 

en  droit  de  <»nclure  ce  théorème,  qui  est  un  des  plus  beaux 
et  des  plus  iniporlans  de  l’Analyse  algébrique  : Toute  foni— 
tj,on  symétrique  rationnelle  et  ea^ière  des  racines  S une  équa-^ 
tion  peut  J Sjins  <pie  l’on  pnunaissc  scs  racines,  é'/rr  évaluée  au 
,'moyen^des  coeJ^ienSs  de  V équation.  , 

JV.  B,  II  en  est  de  même  d’une  fonction  symétrique  ralioq— 
nelle  et  fractioiwaire ^ car,  si  Ton  conçoit  qno  toès  les  termes 
' soient  réduits  au  même  dénom^oateur , oA-Jttira  une  seule  ex- 
pression fractionnaire,  dont  le’nuihératcur  devra  , d’après  le 
caractère  distinctif  d’une  fonction  symétrique  (n“  3o3)  , être,. 
ainsi  que  le  déuominalcur , une  fonction  symétrique  ration- 
nelle et  entière:  donc,  en  évaluant  chacune  de  ces  fonctions 
séparément^  on  obtiendra  la  valeur  de.  la  fonction  proposée. 

3 II.  Applications  de  la  théorie  des  fonctions  eyméti'ûjues. 


4t)6  Ai’fiari^TioNs  ■ , ' ’i-  . 

La  tlicoric  des  fonctions,  symétriques  donne  le  moyen  de  ré- 
soudre cette  question , que  nous  asons  déjà  traitée  (n“  385)  par 
le  secours  de  l’élimination  : Une  équation^  dont  on  ne  connail 
pas  les  racines,  étant  donnée,  former  une  nouvelle  éqiuition  qui 
ail  pour  racine  une^fcrUiine  combinaison  de  deux,  trois,  etc., 
quelconques  des  raciiips  de  la  proposée. 

Jour  fixer  les  ^idées,  supposohs  d’abord  que  l’on  Teuille' 
fbttder  une  équation  dont  je^aevus  soient  la  somme  de  deux 
fàtlconques  des  racines  de  Véquulion  = o. 

"^{ent  a,  b~'c,^--  les  racines  de  celte  équation;  celles  de 
la  nourelle  équ»tioo,  que  nous  appellerons  Z = o , seront 
a+  b , a c , a -f^»  ^ + c..y,  :cl  leur  nombre  sera  exprime 
par  le  nombre  de  sommes  ou  de  combinaisons  diG'ércntes , deux 
à deux,  que  l’on  peut  faire. ajrec  les  m lettres  a,b , c,  d...., 

V m(m — !)•  . , , 

c’est-^dire  ( n®  i5o).  par — ; ainsi  ce  nombre, 


m{m — I ) 


- . F( 


eprésente  déjà  le  degré  de  l’équation.''’’ 


Quant  B la  composition  de  ses  coelBciens , comme  { n"  n5q  ) 
le  coeificient  dii  second  tçrme  ëst  égal  à la  somme  des  racines 
prises  en  signes  contraires,  il  a pour  valeur.  ■'  • ' 

’ — (a+.^)-^(“  + 0 — + 

■»  . • ‘f 

expression  dans  laquelle  a,  b,  c entrent  foules  de  la  même' 

manière;  ainsi  celle  fonctiorf'  s5'm^iquc  rationnelle  et  en- 
tière peut  s’exprimer  au  moyen  dés' eoeIHcien§  P,  Q,  R. . , 
de. la  proposée.  ' ^ 

J,  (6n  a de  même,  pour  le  coefficient  du  troisiènic  terme,  la 
* sdinme  des  pfcduits  deux  à deux  des  mêmes  quantités,  c’est-à- 

dire  , (a  -f  b)  ç)  -t-  (a  -+r  6)  (i  + cj  -1-  (c  é)  (é  + c)  -f-... , 

exprcss'ion  qui  est  encore  symétrique  en  a,  b,  c.,..,  et  peut 
. par  conséquent  s’évaluer  au  moyen  des  coeffîciens  P-,  Q , R.^.»; 
même  conclusion  par  rapport  aux  coefficiens  du  4*i  5*.  .1». 
terme  ,et,  en  géuéral , par  rapjxirt  au  coefficient  de, rang  re-|-i, 
puisqu’il  ii’cst  autre  cluirse,  au  ÿigne^près,  que  la.  somme  des 


aT'^" 

'1^ 
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produits ’n  à n de»  quantité»  a somme  qui  est 

nécessairement  une  fonction  symétrique  de  a , Â , c.... 

Toutn.Ia  diflicultc  consiste  a mettre  en  évidence  toutes  ces 
fonctions  s^*métrTqucs,  et  à les  évaluer  d’après  les  formules  éta- 
blies précédemment',  mais  nous  verrons  bientôt  un  moyen  plus 
simple  d’évaluer  ce»  coefficien».  * • - * 

Oh  peut  également  former  une  équation  dont  les  racines 
soient  des  combinaisons  de  la  forme  ' ^ 


0 + 6 kab^  a -4-  c -f-  bac, 


n d -f-  kod-taJ^ 

'Ci  ' 


i étant  un  nombre  connu  et  déterminé. 

Le 'degré' de  cette  nouvelle  équation,  que  l’on  peut  encore, 

■ * , . _ . . •*■  ■■.  m — I 

designqj-  par  Z s=Oj.«|r  toujours  marqué  par  ot. ; et  ses 

coefTicienS  étant^  au  signe  près,  les  sommes  des  produits,  une  à 
une  J deux  à deuXi  trois  à Ifois..,,  des  quantités  a’-f-  b -f-  kab^ 
a -4*  c -f-  bac.... , sont  nécessairement  des  fonctions  symétriques 
vationnélles  et  entières  des  racines  dé  la  proposée.  ' , 

3i2.  Proposons-nous,  pour  seconde  application,  de  former 
l’équation  aux  différences  des  racines  d’une  équation  "^iq^éej 
questio<i^ÿ^;déjà  été  traitée  par  l’élimination.  'ÎÆH 

Noi9S|,^séMs-£ait  connaître  Ç.n'’  forme  et 

celte  cqK^iifiii‘'.tSoit^^  le  de^ré  proposée  j éijiui  de.' 

réquati0)^li^x.d|^é/«n6'cs  est  exprimé  ^ar  — 1 ).I^I 
p.lle  est  de  dègri  pair,  et  ne  renferme  que  des  puissances  dp 
degré  pair;  en  aorte  que , sj  l'on  pose  dans  celte  équation 


et 


m (/n  — i) 


9-  . 


n , l’équation  prend  la  forme  "f  V 


< 

'X 


• • z,»  + P'l"-‘'4;Q's— *-f  ...-4-T's-4-U'==0...  (I);’ 

. t ■ ' *’  • ■’  ' ' 

' ot  lies  racines  de  cette  houveUe  équation  sont  èes  carrés- des. 
différences  d«»yèacinq^  de  la  pr.iposée.  ' * ^ ' 

Les  cpeDlciens  P',  QV"a.  sont  le?  mdmes  <^e  ceux- 

do  l'équation  aux  diffèrenceé f mais  elle  est  dç  degré  sous—, 
double,  etj^ar  cela  même,  plus  ^iç^le  » odnsldérer.  • • 

^ - . ÉrC  ••  3o.. 


ti- 


^'V 

s* 

, ». 
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Cela  pose,  t\  a,  b,  c,  sont  les  racine*  ^ la  propo^, 
on  a,  pour  celles  de  1 é(|uation  (i)  , ‘ ^'r.  i_ 

(a-by.  (a-c)*,  (fi  — • ' 

donc , d’après  la  composition  connue  des  équations  , les  coeffi-  . 
cîeus  P','Q*',  R'--  «oot»  «w  P'"^»  1’®“''  quelques-uns, 

les  sommes  des  produits  i à i , a à *,  3 à 3....  des  quantités 

, ■ -•  (û  — fi)*,  (a  — c)’>  (fi  ~ OV''-  ’ 

' • V f J - ■ ■ 

c’est-à-dire  que  l’on. a ^ _ 

_ F = (a  -T'i)*  + (a  — c)V+--v  . • • . 

‘ 0'=  (a  — fi)»  (ff  — c)‘  -f  (a  ■*-  fi)’  {b  — c)*+...\ 

. _ R'=-(a  — fi)*  (a  — cy  \b  — O*  +....  * 

Or,  toutes  ces  cxprcssions^Sonl  des  fonclioDS  symétriques  que 
l’on  peut  évaluer  au  moyen  des  cociriclcus  P,  Q,  R--  de  la 
proposée.  ïoulefois,  si  l’on  cffeclualt  ces  ÿcveloppemens , les  . 
diVcrscs  lonctioiis  que  l’oiV’ôlilieudrail  seraient  des  fonctito*  à 
une,  deux,  trois,  cia,  et  en  général  a /jlèllrcs^  eu  considé- 
rant UWlDcicnt  de  rang,^-l-IJ  et*  ces  coefliciens' s’évàluc- 
ra^iit  avvc  beaucoup  de  potnè-dans  la. pratique,!^  ^ ^ 

Mais  ii^xiaCe  un  nu>yen^tux  simple  de  càlcuter-rj  Q , R . .. 

■ J,e*  Rirmules  &,  -h  P ^ PS.  4-  aQ  « o.... , obtenues 
ta*  3o4,  font  conrtailre  S, s”  S.,,  Sj'..  ...  en-  fonclion  de  P, 
'1Q,  ’ •'  . C 

. Réciproquement  J si  l’on -Connaissait  d ^priori  les  sommes 
S*S%,  Sr..l>dcs  racines  d’une  é-qutitiort*>  W ^vourrail  calcu- 
ler Ib  cotniciens  P,  Q,  R-'...  «l’après  les  mêmes  formules; 
car  elles  donnent 


•— S. 


-PS  * 

-4^-  R= 


ar  Ss  — ]^S.— QS,. 

= . - 


■p=-S,. 

ilôll^si^ons’ pouvions  évi^uer-Jc^  sommes  dcs.pjiissanecs  scm-^ 

blaldes  dea  ean^s  des  différences j (a  “-r  fi)*>  («  — O’-*  » 

liciidcion*  facilement  les  valeurs  .le  P*,  Q',  R ••••  * 

. *■  V'»  * . •' 


DX  LA  rnftnnis  pm  tosction»  sTMÉmujrM.  ■ ^4^>9- 

Or  en  appelant  S'i , S', , S'3 , les  sommes  des  |>iiK*aiices 

seipblables  des  racitYés  de  l’étjuatlon  (3),  011  a^  ' ; 

'<  / ■ ^ - T *■ 

S',=(fl-;-6)”-f-(a— c)’+(o— <0’+*  • .=(frt— OT.o*— 

S',=(a— (a  -c)* +.  v=("»—  • )T . a‘— » 

S'3=Ca — 6)®-f  («—O®  +•  -=("t — • )T . — 6T . 5T . 

V ■ -2oT.a'b\ 


-P* 


■i. 


Explication- de  et  tableau.  Il  est  évident  d’aliord,  que  les 
développement  de  S',,  S'„  i»s:. . ne  peuvent  se  compo^que 
de-fonctions  symétriques  à une  oQ deux  lettres  au  a 

la  manière  de  les  obtenir,  on  observera  que  dai«  cbaSn'tl'^x, 
a'  ob  ou  o®....  doit  être  répété  autant  dé  fois  que  1^00  peut 
former  de  différences  entre  la  racine  a et  toutes  les  autres,  do^t 
h;  nombre  est  m — i j.donc  leis, fonctions  T.a*,T.n^,T.a®, . . . 
ont  tout!»  I pour  coenicient.  _ , ‘ t .. 

Les' çoefliciens  des  outres  fonctions  sont  d’ailleurs  ceux  des 
dcvclopperaens  des  puissances  (a  — i)*,  (n— r 6)*f.(a— 

’dçpuis  le  second  inclusivement  Jusqu’au  coejjicientdu  terme  qui 
" tient  le  milieu  j aussi  inclusivement.  Enfin,  les  diverses  partîca 
sont  aUernativciucnt  |(o»itivcs  et  négatives,  comme  dans  Ifta 
dcvcloppeiiiens  de  (a  — i)*.  (a — /’)*•!••  . ' 

Le  nombre  des  sommes  S',,  S',’,  S's...  qu’il  est  necessaire d’é- 
Tiit^rp  'est^al  au  nombre  des  coellicicns  P’,Q’,  R^...  de  l’équa- 
tion (3);  p^oonaéqnent  jl*  dernière  somni^Çj.Cst  S',.  1 ' 

Cela  voici  la  inarokeqit’Llrfaut  suiVrddans  la  pratique, 
pour  évaluer,  ces  sommes  r , •> 

Onçoinmence  par  calculer  lessommes-S,,  S,,  S3. . . .,  Jusqu’à 
Sa,,  J où  S„,(,n_,)  </as  racines  de  la  proposée  (l)_;  « P tilde  des 

form-ules  dti  (1**305  cl  3o6,  on  évalue  tonies  les  fonctions  'V  .abj,^ 
i .a"  b J T .a’6’. . . ; d’où  l’on  conclut  le.s  valeurs  de  S^i,  S’»,  S’  3. 
S'»...,  et  par  suite,  celles  de_  P,  Q',  U’.... T, U^.  ^ 

3i3.  Soit  proposé'dc  former  l’équa^on  aux  carré;  dfô  dH£É-' 
renccs  de«  raeincs  de  l’équation  xd  — 7=®' 


.4?°  ' " •'  APW.ICAtlOKS 

• ■ ' ' ' * «s  * ' . 

Cette  éqoation' étant  du  3*  degré,  on  â m ^ 

•in«i  l’éqbAtidn  cherchée  est  de  la  forme  a’+P'a?'-4-Q'z-f-R'=o  j 
c’est-à-dire  qu’il  y a trois  çocfiDciens  à déterminer,  et  par  con- 
aéqoeiit,  trois  sCmmes  S'.,  S'„  S'3,  à calculer.  Celtf  posé,  on  a 

' *"  n '■  * ** 

'■  ‘ P — O»  Q|B=  — 7*.Il=»^7». 

ï * ■ . ' 

d’qù  t’on  déduit,  tout  calcul  fait"/  > 5 ■ 

• - • s ■ 

S|=P,  S»  = i4»  Sj=  — ai,  S^=g8,  85= — 245,^=833, 
S.=  14,  • • T.a»  =S^  =833,  ; 

,Q=—  7.  ' T.a’é  =S5S,~ S6=-t-833, 

pi«=.  98.  T.cr^6^=S+S.— Ss=  53g, r 


f i 
>»v  ,1* 


■>96; 


donc  S',=2T.û*— jT.cà=42,  ’ jp  J.  ’ ^ 

* S',=aT.ûi— 4T.tt^é-)-6T.o;é'=88a,  . - ^ 

S's“2T.V-6T.a5i,f  iST.a+ô’— 2oT.a’6’=i86^î 

^ainsi,  à ca&ae  des  Ibnaules 

T : ' ‘ ' > • ■ 

S, +!>•=»,  s’,+rS',+aQ'=io,''  S'.+P'S'.+<!'S,+3H'=o,' 

0.. 

- . ■ ■ V •“  -, 

j-fFS  i— (/'S 

■ . ■ 'S 3 - 

. V • jtt>  ^ > l,  ” 

Donç  eriGn,  l’on  obtient  ■ 


1?  ?-  4as*  -f  4^ 4a  — 4g  = O , 


•C'. 


pour  l'équation  aux  carria  des  différences  des  racines  de  l’équa* 
fjon  a:^  — 7aj-j- n=ip.  ' v , 

■ (Mous  engageons  les  ^lumeuçans  à traiter  ce  même  exemple 
par  la  méthode  il’éllimnatioi) , ahn  de  coniparcr  les  deux  mé- 
thodes. ' s . 4 ' , 


V,  ' ' . 

• ' 

IlE '’l.A  i'IlÉOlllC  DE»  FOhCTlOS  bYJîèf IllyUE». 

3i4-  Cette 'méthode,  pour  détcrinîuer  les  coefticiena  de  l’é- 
rjualion  a«4»  carrés  des  différences:,  peut  être  egalement  em- 
pluvéc  pour  déterminer  les  cuefiBciens  dé  l’équatioui  àup  ' 

sommes  des  racines  prises  deux  à deux,  a-f-b,  a-f-  c,  ù-^C;..  ■ « ' . 

n’‘3i  ty\'  ' ' - ' • ' 

Soit  Jc’’ +'Pj;* -J- Qx -f- R = O , l’équation  proposée;  l’éqna- 
lioo  aux  som/^es  a-f-ô,  a-j-c,  6 +e,.  serait  de  la  forme  / :• 

P'z*  + Q's-j- R'=  o;  et  en  appelant  S\,  S\,S'j,  leS  ’ 

‘ sommes  des^^issances  semblables  dcs  raciues  de  cette  seconde 
'équation^oh  aurait, pour  détcnniuerS'i,  S'a, S'sfleslbrmules 

S' . = («  4- (à -f- <••) '+ (^  + c)  = a(a'-f  i + c)  = aS , 

S'«=(a-+-6)l+(a-f c)?  + (i+o}«e=aT  d*  + aT.aA,  ' ,.‘ 

S'j=(a  + 6)^-f- (n  + cy  4-(6-+-c)^  — aT.o^-f*  3T.n*£>.  l 

Après  avoir  calculé'lcs  sommes  S, , S« , S3  de  la  proposée,  oti'cn 
dêiluirail  les  valeurs  de  T.n*,  T.  06,  T.  «*,  T.a'i»,  cequ!  ferait  - ■ • 

connaître  S'i,  S',1  ,S'3,  et  l’on  obtiendrait  enfin  P', Q',  U',  d’après  ' , • ' 

les  formules  . v 

• • ' ' . > 4 

S',+P'=io,  S'.+P'S'.+2Q'=03  S's+PV,+Q'S',+3R'=o. 

On  Opérerait  d’une  manière  analogue,  pour 'fbriher  une  équa-  4.. 

tion  dont  les  racine  fussent  des  combina  isons  de  celles  de  la  pi'O-''*  ^ • 

posée,  de  la  forme  a b -j- iab , a -f~  c *f- Jifac...,’,  ,oti  aurait,  • 
pour  une  liquation  du  m'""' degré,'  ' ^ 

S':^(a+b+kaby+..  .—(m—tyr.a’-hiT^ab^-^bT.a^b 

,sf.. , . . • 

• • . 

^ « t . ‘ ( . • . . 1 

Nous  proposerons  les  exercices  suivans  : ' , 

’ .Déterminer,  1“.  Uéquution  aux  carrés  des  différences  des  rà- 
,c'.ues  de  l’équation  xr’  — 6.Ç  7 = 0.  ' ■ ’ \ 

{Résultat....,  — 36a* -f" 4^ ^ ®')  “ ' , ' * ' ’ 
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Cet  exemple  a ’élé  Iraité  (ii®  28g)  'par'  la'  méthode'  d*élimi^ 
nation.  , ’ ' ' ■ 

L’équation  de»  sommes  deux  à deux  dès  racines' de  Téqna- 

llOIt  — 3j-f"2  = 0.  , . 

* , ' ' 

Itèsuliat. . . . S^— 3à— a-=o.) 

3®.  L’équation  dont  Us  racines  soient  des  combinaisons,  de  la  ^ 
forme  des  racines  de  l’équation  ’ 

< x^4-3x* 4^ — ■'I2=0i  . ■ 

{Résultat.,'..,  «*4*  tes* +*7* “28  = O.)' 

4“-  L’équation  dont  les  racines  soient  les  sommes  t^eux  à deux^  ' 

. des  racines  de  l’équation  — Ôjc'  —Sjc*  + 4*2:4- 4o  = o.  J '• 

{Résultat. ... , ' • •*  . ‘ 

a*  — 1 8i® -f-  98s*  — - 964’^—  74?^’  “h *3aai  «—  ig44  = ®.)  • 

, • t'  . 

■7  3 1 5.  lïoiis  terminerons  les  applications  de  latliéorïe  des  fonO* 
lions  s}‘iiiétriques  par  la  dérüonstratiou  d’un  très  jbcaû  théorème 
sur  l'élimination.  * ■ > 

Ce  théorème,  dû  k Bêz'out,  consisté  en  ce  que  U degré  de  ' 
-■  ic’éQüAfioN  Finale,  qui  résulte  dé  féîimination  de- l’urée  des 
; inconnues  entre  deux  équatiotu  ePun  degré  quelconque  à deux 
■ inconnues , me  'peut  être  plus  grand  que  le  produit  des  degrés 
des  deux  équations;  et  il  'est-^wstement  égal  à ce  produit,  • 
lorsque  les  éqttfutious' proposées  sont  les  plus  générales  de,  leurs  . 
degrés.  4 . À-'é 

, t -4  " . . '.  . 

* Avant  dedéveloppcr  celte  demonstration,'  itcsl  iiuIisjjcnsaWe 

de  faire  connaître  la  composition  d'une  é(juatioii  complète  du 
m"'*''  degré  à deux  inconnues,  cl  la  forme  sous  laqimlÜeon  peut 
toujom-s  ht  mettre.  , • •’ 

Déjà- nous  avons donné  (n®  1 16)  la  composition  d’une  é<|uatioi^ 
du  second  <It;;ré.,  d nous  avons  ohsçrvé  <|ue  l’on  jteut  toujours 
la  ramener  à la  forme  d’une  équation  à une  seule  inconnue 

'MSf*, 4"  Kx  4*  1* ^ O I Al  éta'nt  lUie  quaditité  toute  connue. 
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N uii  polynôme  du  premier  degré  ei^,  el-P  un  poljnome  du 
ccooiid  degré.  , i- 

Eii'^éiiûral,  une  équation  à deux’ inconnues  est  dite  du  m''"* 
degré,  lorsque  le  plus  liaut  cx|Misant  «le  chaque,  inconnue 
étant  iw,  la  soiiiinc  des  exposans  «le  ces  deux  inconnues  dans 
«in  même  terme , ne  surpasse  pas  m.  Il  résulte  évidemment  de 
la  «[ue^ toute  équation  du  degré  m peut  être  ramenée  é-la 
forme  '«■  - ^ ■ ' 

^ AX;*+Bx“->-)-dr'-7‘+Dx”-3  4-....4.Tj:-fU=o,  ‘ 
A étant  nnc  quaiitue  connue^  nnmérique  ou  algébrique^  •.  _ 
B un  polynôme  du  i*^  degré  enjK,tel  que  oy-f-  b , 

Cmi  polynôme  du  a*  degré a'y'--\-b'y-^-c , 


D.  ...  , .^.  duS*.  degréaV-t-iV+c'y-f-d*, 


T du  m — degré  ’ 

U . . . . . ^ . du  »«'*’*' degré  éy'"  "fAy^'-f.... 

3i6.  Cela  posé,  consideroos  les  deux -équations  à deyx 
ineuunucs  ■ ' 

A Tf  + Bx—  -f  C i"— ’-f  . . . . + Tx  +U  = o , ' ' . 

A'x»'  + B'x—  + Cx— >+....+  rx  + U'=  o , / 

' . , , , ..  f M — o, 

que  nous  désignerons,  pour  apreg®,  par  ' | 

-siTvL» 

^ Concevons  en  outre,  quoique  nous  n’en  ayons  pas  encore 
les  moyens , que  la  première  équation  soit  résolue  cuniplèî’e- 
^ ment  par  rapport  àx,  et  donne  les  m vaîcursx=a,  x=-b, 
x:p=ef. ...  {a,b,Ct...  étant  dés  fonctions  de  y)j  diacunc 
ces  y»  valeurs  dex,  sulx>litiiée  dans  l’équatiiMi  M^o,doit- 
vérifier,  quelque  valeur  que  l’ou  altrë>ue  »y,  après  celte  ' 
substilùtioii.,  • • ' • 


I 


•*» 

V 


1 


r 1 


' V 


..  V;j 


V 


■ 4"4  ' Ari’UCvlTIOK  A t/iuMINATiaN.  • ' . . 

■-  D’un  autre  cùlé,  si  l’on  substitue  ces  m -valeurs  successiscnicn'l 
(latis  le  premier  nieuibre  de  i’équation  N=o,on  Obtient  les 
espressiotw  ■ • . / 

_ A'û"  -f  B'a—'  , A'6-  + +... , A't*  -f-  4-... . 

'v  . * ■ * • * 

qui  sont,  en  général,  des  runctions  irrationnelles  de  j" . Or,  jç  • 
dis  que  toute  valeur,  = qui  ^ rend  nulle  Tune  de  ces 
fonctious,  est  une  valeur  conveu:>blo'(n°  282).  Eu  cH'ct , sup- 
posons, par  exempte,  que^  rende  nulle  la  fonction. , ..... 

. . . , 'et  dé.signons  par  x = ft , ce  'que  de-^.- 
vientx==a,  lorsqu’on  remplace  |>ar  C dans  a-,  le  système 
(x  = tf,  jrz=zC)  vérifie  évidemment  Jtl  = o,  pnisqO’on ’a  , . 
déjà  vu  quex  = a la  vérifie,  quel  que  soit  y.  Eil'second  lieu,  - 
y~C  rendant  nulle  la.  fonction  A'a“ + ...,  qui 
n’est  autre  chose  que  le  premier  membre  de  N = o , dans'le*'^ 
quel  on  a juis  a b la  place  de  x , vérifie  N “ o en  même  temps  ■ 
quex  = «,  valeur  de>a,  qui  correspond  à Oh  vqit  * 

donc  que.(x=es,  forme  un  système  commun  aua 

deux  équations  M = o'et'N  = o;  ainsi,  est  une 

valeur  convenablt.  , . / - , * • ‘ * 

Réciproquemcutu  épn/a  valeur  convenable  de  y doit  anéantir 
Cttne  des  /bnciûmÿjjj^ssUt.  Car,  pour  cire  convenable j il  faut 
qu’elle  satisfasse  àSINleux  équations  eu  même  temps  qu’une  cer- 
taine valeur  de  x-,  or,  toutes  les  valeurs  de  x convenables  sont 
'comprises  dans  x=sa,  x~b , x=c... .;  et  dès  que  l’on  fait 
xz^a  ou  X = é , ...  le  premier  membre  de  N = o retombe  dans 
i’  une  des  fonctions  ei  -dess'h? , qui  doit  par  conséquent  dveer- 
uouir  par  l’bypolbèse  ’ e V . 

On  peut  conclure  de' là  que,  si  Von  égalé  à 6 le  produit  de  • 
toutes  ct3  fonctions,  (jti’on  obtiendra  sera  (sans  aucun 

facteur  étranger)  l’équalidn  finale  résultant  de  l’élimination  de  x 
éntre  les  deux  équations  proposées.  ' V ' ' 

Cette  équation  finale  est  donc  ' ^ ' 

• (A'c'-f-B'c*r'+  ...  +Tc  = 0. . . .(Y).  . * 


f 


r 


De  l’équation  einal^  47^. 

Sa  kimiatiou  semble  reposer  sur  la  résolulion  complële-  de 
l’équalroD -M  = O , (lar  rapport  à x\  mais  nous  allons  voir 
que  cela  n’cst  pas  nécessaire  , et,  nous  reconnaîtrons  , dans  ^ 
ce  qui  vi^iit  d’être  dit , une  nouvelle  mithodt  df  élimination. 

Aemarquous  d’aliord  que  l’éqnatiob  (Y)  ne  change  pas,' 
quelqup  permutation  que  l’on  fiasse  entre  les  racines  a,  b , c. . . } 
alosîTè  premier  membre  est  (n'’'3o3)  une  fonction  symétrique 
rationnélle  et  entière  des  racines  de  l’équatiuD  M = o, résolue 
par  rapport  à ai.  Donc,  en  yertu  du  théorème  n“  3 1 o , ce  pre- 
mier membre  peut  être  esprijkiê  au  moyen  des  coefficiens  A, 

B,  C....de  l’é^alion  M = ô;  et  il  est  possible  de  former 
l’équaiion  (T),  sans  que  l’on  soit  obligé  de  résoudre  d’afifird^' 
Féquation  M=s  O.  " i?" 

Cette  méthode , qui  est  assez  simple  pour  • deux  équations 
du  second  degré,  deylent  très  laborieuse,  lorsqu’on  veut  l’ap- 
pliquer à des  équations  d’un  d^ré  plus  élevé.  £lle  a toute- 
fois, sur  la  méthode  exposée  0*284,  et  sur  plusieurs  autres,  . 


fi,- 


l’avantage  de  conduire  toujours  à lu  véritable  éc^u^oii  finale, 
sans  l’Introduction  d’aucun  facteur  étranger.  ' 


IVIdis  ici  notre  péinciçal  objet  est  de  démontrer  le  théorème 
sur  le  degré  de  Id  équaiîonTfinnle. 


■ 317.  Pour  dçtermîn»  le  degré  en  y de  l’équation  (Y),  H 
sadit  de  considétei^n  terme  de  râng’quelconque.  Or,  chaque 


' de  èe  produit  se  forme  dtfl^  muiypllcatlon  d’un  terme 

du  pre 


premier,  facteur,  par  un  terme  du  secood,  par  un  tenue  f 
du  troisième..»;  soient  R' , des  termes  pris 
au^liasard:  dans  chacun  des  m faéteurs,  le  terme  correspon- 
dant du  produit  sera  - . ' 

K.K'.R'. 


d’ailleurs,  le  produit  tol^I,  est  symétrique  en  a,  b,  'cl . .'i  ' 
donc,  ce  terme  fait  partlcld’unc  des  fonctions  symétriques  qui 
entrent  dans  la  compost^n'de  (Y);  et  cette  fonction  partielle  ^ 
jieut  ellc-mcme  être  représentée  (n“  3o5)  par 

. R.R'.R'....xTa*A‘V» 


.' . An 


• 1 


■'J 


' I 

• V ^ , 

irim 


i 


• J 


J 


1 


r.M 
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11  suint  «lonc.Uo  déterminer _ Je  piùs''liaut  degré  en  ^ de 
ccttc'fonctipn.  l -,  ^ ^'7:4,. 

Si  l'on  se  rappelle  la  composilinn  des  formules  qui  domumt 
S,',  S,^  S3. . . . (n'^3o4),'Ct  que  l’on  ait  egard  aux  degrés  en  y 
des coefliciens  A,  B,  C.^  . . de  l’équation  M = o (n®  3i5)î  on 
■verra  que  S,,  St,S],.  ..St,$ontidu  i",  a*,  3*. ..  .,et  en  général,  ^ 
du  «legré  A en  y. Donc , S*  X X Su,, . . , esl  d’un  degrô^rqpé 
j)ar  h-}-  A'-f-A’-f-.  el  d’après  les  formuluit.du  n°  3o8,  qui  ' 
donnent  Vexpression  d’une  fdnetioa  symétrique  quelconque, 
Ta*A*'t**. ...  est  aussi 'du  degré  + A'+ A". . . , et  ne  peut  lür- 
passer  ce  degré.  > • ' 

1B*un  autre  côté,  soient  A,  .'.  les  exposans  dey;  dans 

cocfDcicns  K. , R',  K'.  . . ; la  somme  des  exposans  du  prp-^ 
'duit  R.K'.R*. . . . est  A + A’-f- A'+. . î . Ainsi,  dans  la  fonc- 
tion K.R'.R'.,..xTo‘/»‘'c‘’....,  la  somnie  des  exposans  est 
A + A'+/t*-4-. . .. -|-A -f- A'-4-.A'-l-. ...  ; mais,  d’apres. la  corn-, 
position  de  l’éqnalionN  = o,  l’on  a tout  au  plus, 

. 'A-f-A  = rt,  V-f- A'=  n,  A*+--A*  =rn. .. . ■ 

Donc  enfin , la  fonction  symétrique  ci-dessbs  est  tout  au  plus 
d’un  degré  marqué  par  n -J-  n '-f-  o -}?■.•• -Tou  /«  X n .C.Q.F.  D,  • 
N.  li.  XJvquation  aux  dijfrrences  étant  (n®  288)' le  résultat 
de  l’élimination  de  X entre  les  équations 


x = o;  ..  • '• 

Z V - ' > ' 

' T -j-  — tt  -J 5 ' = Q , 


la  prcgifec  est  du  degré  en  x,  et  la  secnnde^ïii  degi'é 
■I  en  i^  s’ensuit  que  celt'e  équation  finale  tloit  être 


dont 

m — I en  X «♦  s'ensuit  que 
du  degré  m (//»—  n)  ; et  c’est  en  effet  cequia  été  veconOu  (n®  2c)o)_ 
, Le  tliéorèiue  jirécedent  est  également  applicable  à un  nombre 
m d’équations  renfermant  un  pareil  nombre  <rinconnues.  (F oy. , 
pour,  sa  démonstralioii , un  Mémoire,  de  3f.  /’oi.sso«,Xl*çabier 
' da.  Jontnal  de  r Ecole  VolÿlÉchniquej'^aÿi  itj).)  , ' ■ 

, 1»  # . t ^ 


' (.  ' 

Digitizcrt  !■; 


riioLüTUw  en  ^D^Tiot>s  K^uihiqun.  ‘ 4?7  * 


èin  II  \t  ii'j'"  ï 


• <-*•  ».  ’ 
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\Résohttion  dfis  Equatiorü  numériques  a üne  ’^u 

i plusieurs  mcormucs. 

\ 

Lm  principes  que  nous  avons  élablis.ilans  Je  cliapitrc  précé- 
dent sont  applicables  q„i#>uln  les  équations,  de  quelque  nature 
que  «oient  leurs  cocfficicns  , c’est-à-dire  qu’iUjoient  iiuinériques  .'• 
où  algébriques;  et  ces  principes  doivent  cire  rrgardqf  cuniine  ' 
les  èléiucns^cs  ntétitodes  qut.'ont  été  employées  pour  résbatire  ; ' 
les  é(i.ualipas  de  degr«yiupérieur,  ...  ♦ t '■•b 

^Dus  avons  dcj’a  dit  que  les  analystes  ne 'sont  parvenu^ 
jusqu’à  présent  qu’à  la  résolution  des  équations  générales  du 
troisiënîe  et  du  quatiicilic  degrn.  Les  formules  qu’ils  ont  ob- 
tenues pour  les  valeurs  des  inconnues, -sont  si  obuipliquées'ct 
d^un  usage  si  peu  cominotlc,  lorsque  toiÀefois  on  peut  les  ap- 
pliquer (ce  qui  n’est  pas  toujours  possible),  qué  l’on  doit 
regarder  le^^oblcmc  de  la  résolution  des  équations  algébri-*  ' 
ques  d’un  degré  quelconque,  comme  plus  curieux  qu’utile. 
Aussi  les  analystes'  ont-ils  dirigé  principalement  leurs  re-  ' 
cherches  vers  la  résolution  des  équation*  numériquetl  c'al-k- 
* dire  de*  celles  qui  proviennent  de  la  trttduction  algébrique  d’un 
problème  dont  les  données  sont  des  nombres  particuliers  ; et 
ils  ont  trouvé  des  méthodes  au  moyen  desquelles,  une  équa-  . 
tion  numérique  d'un  degré  quelconque  étant ''donnée^  on  peut’ 
toujours 'déter&incr  les  raciucs  qu’çlle  renferme. 

C’est  r^nscmblelide  ces  méthodes  que  nous  nous  proposons, 
de -dévoioiTpci*  dans  la  première  partie  de  ce  çba'pitre.  , 

La  seconde  aùra  pour  objet  le  complément  dé  l’élimination, 
ou  Irrésolu  tion  des  équations  nuiUériquosà  plusieurs  inconnues. 


-4^  ' « PiiMîcirft  . 

' ‘ 1 p’ouh  la  généralité  de  nos  ra>egaftuàiCD« , nous  représenterons 
encore  l’équation  proposée  par  à!*' -4-  î*x"~'  + Qr‘”~*-4-».Æo; 
mais' 1rs  lettrés  P , Q.....  seront  censMd  .désigner  des  nombres 
particuliers  0 des  quantités  réelles  j^itiVés  et,négnliveà;j 


Principes  Jà 

' ’ T 

i<ai8.  m 


BMIXR 


f y 
e • 

ehtaux.  Limites  des  f'àcines. 


nombres  p et  q,  eubsfi- 

à la  plate  de  x aa'ns  une  équation  ' nuinérique , donn^t^ 
dèÿx  résultat^!^  s^irs  contraires j çês  'deux  nombres  coin-- 
prennent  oii  moins  'un^-^nudnx  réelle  dt , la- 1 

‘■î  - 


i- proposée, 

’ Tx  rf-  U =S  t> 


)- 


prennent 

Soit  X”  + Px**-',4-  Qx" 

»• 

1’é({uatioD  proposée.  Son  premier  membre  re.nfermaut  en  géné- 
ràl  des  termes  j^itif’s  et  des  termes  négatifs.,  désignons  par  A ’ 
Tenseînblé'des  te^•w^|fs  positifs,  et  par  — B l’ensemble- des  termes 
négatifs;  nation  prend  alors  la  forme 

' 'A  — B = O. 

iîpît  en  outi-fe  p><C.q,  et  admettons  que  jl,  substitué  à la  place 
' éfi  X,  donnant  un  résultat  négatifs  q donné  un  résultat  positif. 

. . &la  posé,  puisque  le,  premier  membre  devient  négatif  par; 
la ^bslitutioti  de  p,  et  positif  par  la  substitution  de  y,  il 
s’ciWuU  qué  l’on  a,  dam  le  premier  cas,  A <^B,  et  dans 
fe  second,  A > B.  Or,  il  résulte  de  la  nature  des  quantités  A 
et  B^qui  ne  contiennent  que  des  nCiblires.  absolus  qt  des  puis-' 
sances  entières  et  pq^it^es  de  x,  que  ces  quantités  croissent 
l’une  et  l’autre  à mesure  que  x augmente;  et  si  l’on  conçoit  . 
que  X croisé  d’une  manière  continue,  depuis  p jusqu’è  q,  A 
«t  B croîtront  aussi  d’une  manière  continue.  (*)  Cependant,"' 
puisque  A>  par  bypolbèse,  de  plus  petit  c^’ii  était  que  B,- 
devient  ensuite  plus  d faut  néce|sai liment  ipic  A 

tfit  un  acèroissement  jd^iâtpide  que  B , q ni^tiifn^t^nsensi-- 

.» — . • , 

La  conlianitc  tlatis  Jes  nombre»  u’e»l  qii’mv'clicue  îA^alc  : cl  i'on'  ne. 
iicnr  U,  rsiidre  KnsHila  qu’«n  Gtfotnettie.  ^ ‘ 


^•bUmenf  feiccU  que  _B  avait  itur  A,  et  fiHÜêf  par  produire 
- ua.  -txcèa^eit  setts  fvntraire.  On  tTepriç'  cola  , que  du 

jpaiSage  de  A < B à /V  >,B,  ü doit  y^Toir  «n  point  intcrmé^ 
diaîrd  où  A devient  égal  à Tl,  « Ic^ nombre  sulislltoé  qui, 
correspond 'i  cette  circonstance,  est  rtidne  de  l’équation,  puis- 
qu’il T4rîfie  A-^  B =3  0,  ou  la  proposée.  Donc,  si  deux  nom-’ 
bréSj  etc. 

« ’-DaDs  la  démonstration  prcoédente,  nous  avons  supposé  qiie 
Pvlq  soient  deux  noiubros  absoUis;  mais  la  proposition,  n en 
■eatjias  moins  vraie,  dans  l’bj^hésc  où  p et  q sont  de  signes 
. qiielcmtques.  • * ; ^ ^ 

Pour  Ip  prouver,  reman|OOns  d’alwrd  que  les  raisonnemens 
ci-dessus  s’appliq^uent  égaleUiënt  au  ca.s  où  l’un  des  nombres 
par  «eraple,  serait  d;  c?est-à-dire  qu’on  prouverait , 
dans  oceas,  qü’il  y a au  moins  une  racine  entre  o et 

Cela  |>osé,  soient  d’aliord  />  et  y tous  deux  négatifs^  et  repré-' 
sentes  par' — ^'’et — q'.  ■ fe  ' 

Si,  dans  l’équation  x'^Pje'"“’-f-Qc'"~*-f-'.  ,'vif-Tx-4-U=:o^ 

on  clrangC'X  en  — ce'qui  donne  pour  la  transformée 

(-yr+  P Q + T (-y)  4-Hj = P r 

. • s • ’ • 

il  esf  évident  que  substituer  ~p'  et  — q'  dans  la  proposée', 
revient  à substituer  p'  et  q'  dan%Ja  transformée;  car  les  résul- 
tats de'ces  substitutions  sont  toujours  , . w ^ , 

(-  p'r  + -p(-  p')"-'  +<”+  T(-  p'i  + ü, 

(-  y ) 


et 


+ P(-  ‘q'r-‘  q')  + 1). 


m,  puisque  p et  q , ou  — p’  et  -—q',  substituées  dans  la  pr'o- 
po^-c,  doDilcnt  deux  résultats  de  signes  contraires,  il  s’ensuit 
que  les  no^ubres  absolus  p'  et  q',  substitués  dans  la  transformée, 
donnent  aussi  deux  résultats  de  ^ignes  contraires;  ainsi,  en 
vertu  vie  la  première  partie  de  1^  p^positiuti,  fbs  deux  nombres, 
p'  et  q'  comprennent  au  moins  une  ;;acinc  réellè'de  la  transfor- 

niée.;  ét^à  cause  de  la  relation  lés  qiuntités  ’ÿ 

et  —-q',oap  et  y ,coinprenncâl  oUcs-^éiuesau  moins  nue  valeur 

\y.  •' 


48o  rniMCircc  foni>i>icntaux.  • •. 

de  X.  Cette  dcnioiutration  s’ap|ili(juci'3it  cnoorçau  cas  où  l’on  ' 
aurait  y?  =:  o ou  y = o. 

Supposons  enfin y nr/çw<<y  ou  — y';  si  Ton, 

fait  ,x  = o dans'ré(|uatiçn  » fe  premier  membre  se  rod'iiit  à Son' 
dernier  terme,  qui  est  ndcessaireinenl  de  Sigiié  «UfTyiy^nt  de  ce- 
lui que  donne,  soif/>,  soit  T-y';  d’où  l’on  peut  coiiclüre  qu'il 
J a une  racine  eomprisc  entre  o et  p,ou  bien  entre  o et  — y’»  * 
et , par  conséquent,  entre  pet  — y (rt“  63).  . 

3ig.  Second  rntNcire.  De  cc^quç  deux  nombres  sul>stitués 
ù la  place  de  x,  dan»  une  équation,  donnent  deux  résulltits 
de  signes  contraires  , on  est  en  droit  de  çmiclure,  qu’il» 
comprennent  au  moins  une  racine  réelle;  niius  on  ne  peut 
pas  assurer  qu’il»  n’en  comprennent  qu'une  seule , t>t  iH 
peuvent,  eu  comprendra ,tui  nombre  imp\iîr-' quelconque,  tijci 
résulte' d’une  nouvelle  .proposition  que  nous  allons  démon- 
trer, et  quS  cousistu  en  ce  que,'ss  deux  nanbres  comprennent 
un  nombre:  impair. quelconque  anjf^  ; de  ratines  réelles^  èe^ 
résultats  dé  leur  èubstiUUion  à la  place  de  x sont  de  s^cs, 
condaieesj  et  s"its  en  compréanent.  Un  nopibre  pair^  quel- 
conque 9tn  , les  résultats  de  leur  'substitution  sont  nécessaire- 
ment de  mime  aiffiie.  ■ ' " , " ’d- 

Pour  mettre  cette  proposition-dans  toutson'.-jôur,  désignimç 
par  a,b,  c ...  celles  des  racinestle  ré(|uation  propatcc  X o j 
X]l^’on  suppose  comprises  entre  deux  nombres  donnés  p ci,q , • 
de  signes  qu^corujuesj  et  par  YJe  produit  des  facteurs  du 
premier  degre  en  x,  cortes(>ondant  aux  rjfcines  réelles  imn 
comprises  et  aux  raciqcs  imajginaires.  • 

Le  premier  uicndire  X de  l’équalion  qieut  se  meltré  sousja 

forme  (r  — d)  (x  — i)  (r  — ç) X Y.  ' 

Sulistiluons  maintenant , dans  le  produit  précédent,  p'ét  y îyia 
place  de  X';  on  ubtlcpt  lç)i|  dettx.  résultats  ‘ 


..  AJ  . .X  Y',  - . ' ..-J 

(y  - ç)  ty  — iîfctç  - Y-, 

Y'  c.l  Y'  jésigo^ut  oy  que  devient  Y,  liu  squ’on  ÿ remplace  par 

• JX  . • V.  • •*  . • 


. -.1»  - 


■ Digltaèiddy  Cft 


mmciru  tondahwtaux. 

/)  cty  ; CM  deux  quantités  Y' et  Y'  »oiU  néceasairem4nt 
signe  J puisque  autrement,  en  vertu  du  premier  principe,  Y'^to 
aurait  encore  au  moins  une  racine  réelle  comprise  entre/»  ety, 
ce  qui  serait  contre  l’hypothèse.  / ^ 

Cela  posé,  pour  déterminer  plus  facilement  les  signes  des 
deux  résultats  ei-dcssus , divisons  le  premier  par  le  second;  on 

(P~b)  (/,-0....-xY'  . 

iq—a)  {q~b)  (y_c)  ....  X Y”’  ^“«‘'cnt  que. 

P — a P ~ f>  TJ  — > • V' 

rX~ ^ v'-L 

9 — a — 1^—  c • ^Y»* 


l’on  peut  é'crtre  ainsi  : 

' J t ■ ■ 

Mais  P et  9 'comprenant  les  racines  a,  b ,'c^  d....,  où"a‘néces- 


sairemCnt 

> A V-  - ‘ 

P ^ a,  b,c,  d... . , 

V;;'* 

et 

V * * .> 

9 ^ ; 

■ - 'f-a 

d’oè  l’on 

C 

déduit  p—afp'—bfp  — c... 

> 

0, 

^ . f-  7' 

et 

' 7 — a,  7 — h,  7 — c .. . 

- f . 

A 


donc,  puisque/» — a ef  q — a sont  de  signes  contraires,  ainsK^ê* 

P b et  q— b,  p — c ety— c les  quotiens  pai^iels 

p — a p — bp  — c . ' ' ■ ' V' 

,j  — a * q — b'  q c “^'8nA*ls»  d’ailleurs  ^ 

est  essentiellement  positif,  puisque  Y'  et  Y' sont  de  même  signe; 

•ainsi , le  p.oduit  <- X ^ X X -4  . sera 

7 — a q — b q — c Ÿ’ 

nigulif,  si  les  wciiies comprises  à,  i,  c..  . sont  en  nombre  im- 
pair, et  positif  J |i  elles  sont  en  nombre  pair.  ' 

Donc  enfin  , les  deux  résultats  (/> — o)(/»— A)(/» c‘'....xY' 

et  (7—^)  (7  b)  (7  p)  ....  X Y',  seront  de  signes  contraires 
ou  de  même  signe,  suivant  que  les  racines  comprises  entre  /»  et  7 
seront  en  nombre  impair  ou  en  nombre  pair. 

Conséquetice.  On  déduit  nécessairement  de  cette  proposi- 

3i  ‘ • 


.C. 
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tioii , c|uc,  si  deux  nombre»  euhatitui»  à la  place  de  x , dans 
une  i<iiMlion , donnent  deux  résultats-  de  si^ea  contraires, 
ils  comprennent  au  moins  une  racine,  mais  ils  peuvent  aussi 
en  comprendre  un  nombre  impair  quelconque  ; et  s’ils  don- 
nent deux  résultats  de  âiéme  signe,  ou  ils  ne  comprennent 
pas  de  racines  ,■  ou  ^ ils  en  comprennent  ts  nombre  pxih 
quelconque.  l - • 

/ f * 

• Limites  des  Racines  réelles  des  équations. 


3ao.  I«S(liv)^B9CS  méthodes  de  la  résolu).iop  des  équations  nu- 
nicriquei  consistent  ge'néralement  ô substituer  des  nombres  par- 
ticuliers dnns  la  pronosée,  pour'’ reconnaître  si  ces  nombres  la 
vérifieutjOu  bien,  s’ils  comprennent  des  radines.  Mais  pour  peu 
qu^u  tétiéebisse  sur^la  composition  du  premier  membre  d’une 
inéquation , ou  sent  que , son  premier  terme  étant  positif  et  aSecté 
de  la  plus  haute  puissance  de  r , puissance  d’autant  plus  grande, 

^ ."par  rapport  à celles  de  degré  inférieur,  que  x est  plus  consi- 
j.^.;/,dérable ; ou  sent,  dis-je,  qu’il  doit  exister  des  nombres  au- 
'^'Tessus  desquels  toute  substitution  devient  inutile,  parce  que 
CCS  nombres  donneraient  des  résultats, constamment  positifs  et 
t "'ê-  A*  différens  de  o. 

fl  " '■  . . , . . 

. On  appelle  limite sjij^èrieure  des  racines  positives  d’une  équa-  ' 
. tion  y tout  nombre  qui  surpasse  la  plus  grande  des  racines  posi- 

iit’jts  de  celle  équatioit.  

U résulte  de  cette  définition  que  la  limito  est  snsoeptible 
d’une  infinité  de  valeurs;  car  dès  qu’un  nombre  est  reconnu 
supérieur  à la  plus  grande  racine  jxisitive , tout  nombre  plus 
grand  jouit  à plus  forte  raispn  de  celte  propriété;  mais  alors, 

- ou  doit  se  proposer  de  déterminer  la  limite  la  plus  petite 
possible  : or,  on  est  certain  d’avoir  une  limiK,  dès  que  l’on  a 
obtenu  un  nombre  qui,  substitué  à la  place  de  x,rend  le 
premier  membre  positif,  et  qui  est  tel  en  même  temps , que 
tout  autre  nombre  plus  grand  donne  aussi  un  résultat  po- 
sitif 
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Occupoiis-nouj'  doue  de  la  détermination  d’un,  nombre  qui 
jouisse  de  cette  double  propriété. 

\ 321,  Avant  de  résoudre  cette  question  , nous  nous  eu  propo- 

serons  d’abord  une  plus  simple;  elle  consiste  à dtlérminer  un 
'■■i  nombre  qnij  substitué  à la  place  de  \ dans  une  équation  j rende 

Ÿ le  premier  terme  x"  plue  grande  à Ifd  seul^  que  la  soMjtB  aritb  - 

^ viTiQirK  de  tous  les  autijee. 

Snpposons  que  tous  les  termes  de  l’équation  soient  négatifs,  à 
]iartir  du  second,  en  sorte  que  l’on  ait  ' , • * 

1 - - » • * 
XT — Px"-:— Qx-— — , , Tx—  ü=oi- 

il  s’agit  de  trourer  pour  x un  nombre  qnl  rende 

1 - . 

x’">.Px"— + Qx"-’^+ -f-Tx  + U. 

Désignons  par  k le  pins  grStid  de  tous  les  coefficiens,  et  rempla- 
çons ces  coefficienipar^onlui-là,  l’inégal^é  devient 

x"  > /tx—’ -f  -i- , , , . -f  i-x -H  it ; 

il  est  énident  que  tout  nombre  mis  ppiir  x,  qui  satisfera  à' cette 
nouvelle  condition^  satisfera  à pim  forte  raison  à la  précé- 
dente;. car  cette  iné^llté  revient,  en  divisant  parx",  à 
'î  , . 

Ifl^X  , t 'b  ‘b  k J J . 

Cela  pos^'^ si  l’on  fait'd’alx>rd  6/Æae  celle-ci , Ir  sesnnd 

V , ^ A ’ 

membre*  se  réduitfifty  ou  i , plus  une  suite  de  . irâcîtttiite' po- 

. f “ 

sitives;  ainsi nombre  k ne  satisfait  pas  a l’inégalitA  ' ^ 
Mais  si  l’on  pose  «x  = ir  -f- 1 , on  obtient , pedb^  second  ' 
membre,  la  suite  des  fractions)  . 


- A+* 


^ . _L_J i—4.  J *-'■»  , ^ 

. , T"  '*  t : 
qui,  considérée.dàns  un  ordre  ibiièrip^^st  autre  chpse  qu’une 

progression  géométrique  croissanl^^'dont^  ^remiliK  térlne 

3i,. 
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p,i ■,  la  raison  i -f-  i , et  le  dernier  terme  - — r 

^ _ .ir+i 

la  somme  de  tous  les  termes  de  cette  suite  a donc  (n°2oi)  pour 

valeur,  - . . -, 


t 

*+  I 


.(i+0 


it  -k:  0- 


. ou  bien, 


«juantité  évidemment  plus  petite  que  l’unité.  ^ 

Tout  autte  nombre  > + i , mis  à la  place  de  x,  rendrait 

'ht  ■*  . ■ 

la  somme  tjes  fractions,  — + — -J-  , plu?  petite. 


Ainsi  + I y ou  U plus  grand  coejficyhl  de  l’éqnalioii , 
augmenté  de  l’unité ,,  et  tout  nojnbre  supérieur  à k + i , 
jouissent  de  la  pi-opriété  dé  rendre^ /«  premier  terme  x"‘  plus 
grand,  à luî  seul,  ^e  la  somine’ arithmétique  de  tous  les 
autres.  . . 

322.  Liffiile  ordinaire  des  racines  positives.  Le  nombre  que 
l’on  vient  d’obtenir  peut,  être  considéré  comme  une  premjère 
limite,  puisque  ce  nombrc>  ou  tout  autre  q^dme  plus  grand, 
rendant  le  preniiec  terme  supérieur  à la  somme  de  tous  les 
autreé,  les  résultats  di^  substitutions  de  ces  nombres  à la  place 
de  doivent  être  constamment  positifs-,  mais  cètlo  limite  est 
ordli^&»nont  l>caucouj^^p  grande,  parce  (ju’en  général , l’é- 
qualion'renferme  plusieurs  termes  po.sitifs.  r.hcrcbons donc  une 
puisse  cohveuir  à toutes  les  équations, 
désignons* pa r x'"“"  la  puissance  de  x correspondante  au  pre-  ^ 
irrier  tetme  négatif  qui  vient  après  le  terme  X™,  et  considérons 
Je  cas  qui  eatévidemment  le  )>lus  défavor^le  (mais  c’est  le  plus 
commode)  , éclui  ob  les  termes  sonU  négatifs,  à partir  de 
et  aDectés  du  plus  grand  des  coefliciens  négatifs  rjui 

entrent  dans  l’équation. 

Soit  S ce  cqptlicicnt  ; tâchons  d’al>ord, de  satisfaire  à la  con- 
dition ; a-  V V J,- - . . 

/ ’x"  > Sx">-'  + 4-  . . . + Sx  + S , ■ • 
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OU,  divisant  les  deux  membres  de  cette  mégalité  par  x*-; 

^ S . . S . S , , S , S . 


Posons  d'abord  x“=  S,  ou  ar  = y/S;  on  trouve  pour  le  second 

1 *'  S ^ ^ 

membre,^  ou  i , pIuiT une*suite  de  fractions  positives;  mais  si 

•» 

l’on  fait  X = V^S  -f- 1 , ou  bien , x = S'  -}- (en  posant,  pour 

■M  • 

plus  de  simplicité,  V/S— S',  d’on  S=S'*),  il  vient,  pour  ce 
second  membre,  , " * ' * 

S'*  S'-  ..  S'* 


S'” 


(V  -U  I (S'+ 1 (S'+ 1 )— ‘ (S'+îr  ’ 

série  qui  n’est  autre  chose  qu’une. progression  par  quotient,  ^ont 

' * S'“  " * ' 

le  premier  terme  est  1*  raison  S'+i,  et  le  dernier 

S’”  "* 

terme  La  somme  de  toutes  ces  frac'lions  a donc  pour 

, . 

expression  (n“  aoi),  " ' _ • 

i • ' 

- g'»  ' 

0"  _ s'*-‘ -s'— 

S'-f- 1 — I - 

quantité  évidemment  plus  p^ite  que  i 


(S'+i)— (S'+i)“’ 


'D’ailleurs  tout  nombre  ]>S'  *^1  ou  ^ S+  i , mis  à la  place 

• S S 

de  X,  rendrait  la  somme  des  fractions  — plus 

petite,  puisque,  les  numérateurs  restant  les  méiAps,  les  dé- 

* ■ - » 

numinateurs  augmenteraient.  Donc  y et  tout  autre 

nombre  plus  grand,  jouissent  de  la  propriété  de  rendre  le 
premier  terme  X**  supérieur  à la  somme  arithmétique  des 
seuls  termes  qui  soient  négatifs  dans  l’équation,  et  parconsé* 
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qiicnty'iitp-dd^ner  pour’le  premier  membre,  (/es  réaiUtats  tons- 
tamment positifs.  . ' 

' * 

Donc  enfin,  V'  S + i , ou  l'uniti  augmtntèe  dt  la  racine  du 
plus  grand  coefficient  négatifs  racine  d’un  degriinarqtté  ‘par  le 
nombre  des  termes  qui  précèdent  le  premier  terme  négatifs  est 
tue  limite  supérieure  des  racines  positives  de  Héquation. 

n = I , auquel  cas  le  premier  terme  négatif  e^  le  second 

te^e  de  l’équation;  Ja  limite  devient  v/S+i,  ou  S-t-  i; 
<resl-a-dire  le  plies  grand  coefficient  rdgalif  augmentède  l’unité; 
c’est  la  limite  la  plus  usitée. 

' Soit  n 3^  auquel  cas  les  deux  premiers  termes  sont  po- 
sitifs, ou  le  termf  en  inat^ue  dans  l’équation;  la  limite 

* _ * • ' 
est  alors  * 

c*  • * ,*  * 

Soit  »;=  3 ; ôn  trouvé  pour  la'limite,  S i .J. 

On  dedj^de,  par  exemple,  la  Inhite  supérieure  des  racines 
positives  des  équations 

* \ 

x»— 5xJ-4^7x‘_3x4l39fco/;  l/S4-i=v/S  + i=6;  " 

**4-7x<-iaiH»-49r*4.5ax-i3=o^^S,^=  , =8 


^ V"S+,  = .^  +,=5 


1 1 — a5.r-^7i 

3x^t-ax* — iix+4=o; 

* 

(Ici  le  plus  grand  coefücient  négatif  est  — ^ , parce  qu’il 
faut  d’abor^  diviser  par  le  coefficient  de  x^.  ) 

3a3.  Surent,  a*  moyëii  d'^ine  transformation  exécutée  sur 

l’éq^atiou,  on  oj^tiéift  ulfe  limite  plus  petite  que  |/S+I. 
Soh,  ]Sar  exeidplc.  If  premièni  des  «quations  ci-dessMs,  on 

peut  la  mettre  sous  la  fo  rine  x’  (x— .53+37X  ^x—  ^^4.^3,, =<,. 
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Or,  il  est  \isible  qu’en  mettant  5 <ju  tout  autre  noDihre  plus 
{»rand  pour  x,  on  obtiendrait  un  résultat  constainnicnt  positif; 
donc  5 est  une  limite,  tandis  que  l’on,  a trouvé  6,  d’après  la  for- 


mule 

J)e  meme,  la  seçonde  équation  revient  à 

C*\— 49)  + 7 -•  “)  + 2=»  — î)  = “ ’ * 

■ ^ V ' , * ^ ** 

(eu  réunissant  le  premier  et  le  quatrième  terme , le  second  et  le 

3 

ti  uisii  me,  etc.)  ; or,  il  est  évident  que  x ==  4S>  esl-à-dire,  4 

ou  tout  ^lutre  nombre  plus  grand,  donnerait  un  résultat  positif. 
L’artiBcè  de  cette  métbode^qui  ne  peut  s’appliqucr.qu’â  certaines 
équations,  consiste  a décomposer  le  premier  membre  en  plu- 
sients parties  composées  chacune  de  deux  faùteursj  dont  le  pre- 
mier soit  im  jnonome  positif  j et  l’autre  un  binôme  en  x dont  le 
second  terme  soit  numérique  et  négatif , puis  à déterminer  x de 
manièrtque  tous  les  facteurs  entre  parenthèses  soient  positifs. 

T211è"est  rareiAent  applicable  à des  équations  renferiflant  plu- 
sieurs termes  consecutifs  aOectés  du  signe—.  ; 

l’ar  exemple,  on  ne  pent  l’appliquer  à une  équation  telle  que 

•-  * 

.X*  — 5x^  — ,i3x^  -f-  17X’  — 69=  O. 

-i  t'.'v  ' 

324.  Méthode  de  Newton  pour  déterminer  la  limite  la  plus 
petite  possible.  Nous  ferons  encore  connaître  un  autre  moyen 
de  déterminer  la  limite,  qui  a*l’avanlage  de  donner  la  limite  la 
plus  petite  possible  {en  nombres  entiers).  , 

Soit  X = o l’équation  proposée;  si  l’on  fait  dans  cette  équa- 
tion, — -d-\-  U,  x'  étant  ttne  indéterminée, on  obtient  (n“ 278) 

f - é Z' 

la  transformée  X'  -|-  Y'm  + .4-  = <>•  (On  connaît 


d’ailleurs  la  lor  de*  (bmiation  des  coedîcicn.s  X',  Y',  — .f.). 

Cela  posé , concevons  que , par  des  essws  xuccessifs , on  soit 
(>arvcau  à déterminer  pour  ,v'  un  nombre  qui,  substitué  dans 
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X',  y',  ^ » ' ende  tous  ms  cot-fliciens  positifs  k la  fois;  je  dis 

i|ue  ce  nombre  est  supérieur  à la  plus  grande  racine  positive  de 
l’èfjuation'S.  — o.  , ' 

En  elTet,  les  ocst^cicns  de  la  transformée  étant  tous  positifs, 
aucun  noiiilirc  absolu  ne  peut  vérifier  cette -équation;  ainsi  les 
valeurs  réelles  de  u doivent  être  toutes  négatives;  mais  dé  l’é- 
quation x=a:'-f-  «,  on  tire  u=x — x'\  et  pour  qœ  les  valeurs 
de  II  correspondantes  à chaque  valeur  de  -r  et  à la  de  x' 

( déjà  déterminée  ) , soient  négatives,  il  faut  absoliM|||^t  qtie  la 
plus  grande  valeur  positive  de  x soit  moindre  tfiie  la  valeur 
de  x';  ce  qidil  fallait  démontrer. 

Voici  d’ailleurs  ta  manière  d’appliquer  la  métlio’de: 

Soit  l'équation  x* — - — 6x* — ■' i ç)jc  4- 7 = o. 

G)nime  x'  est  un  signe  indéterminé,  on  peut  conserver  la  lettre 
X dans  lu  formation  des  polynômes  dérivés,  et  l’on  a 

t y . * \ • 

X = art  — 5.c^  — 6x*  — igi  + 7» 

•,  * Y ==  4*-'’  — — lax  — ig,  r 

I = 6x*  — i5x  — 6, 

La  question  est,  comme  on  v’ênt  de  le  voir,  ramenée  à trouver 
pour  X un  nombre  (le  plus  pc^it  possible)  qui  rende  tous  ces 
polynômes  positiCi.  ' ' 

Commençons  par  le  polynôme  du  premier 'degré;  il  est  visible 
que  a ou  tout  autre  nombre  > 2',  le  rend  positif. 

2,  substitué  dans  le  polynôme  du  second  degré,  donne  un 
résultat  négatif;  mais  3 ou  tout  nombre  >3 , donne  un  résultat 
positif.  ' ^ 

' 3 et  4,  substitués  d.itis  le  polynôme  du  troisième  degré , don- 
nent un  résultat  négatif  ; mais  5 donne  un  résultat  positif,  et  il 
en  serait  de  même  de  tout  autre  nombre  plus  grand. 

Enfin  5,  substitué  dans  X,  donne  un  résultat -nêgatifj,  et  il 
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un  est  de  même  de  6;  car  les  trois  prcmi«n-s  termes 

cc^ — 5jt^ — 6jt*  retiennent  à i>’(x — 5) — 6x’,  expression  qui 
se  réduit  a o,dès  que  l'on  fait  x = 6;  mais' x—  ^ donne  évi- 
demment un  résultat  positif. 

Donc  7 est  une  limite  eupérieure  des  racines  positives  de  la 
/7ro/)oseey  .c’est  d’ailleurs,  en  nombres  entiers,  la  limite  la  plu.s 
petite,  puisqu’on  vientde  reconnaître  quc6donnait  urvrésultat 
négatif  j d’où  il  suit  (n®  3 18),  qu’il  y a au  moius  une  racine  com- 
prise entre  6 et  7. 

£n  appliquant  la  méthode  à l’équation 

X*— 3x* — Sx*  — a5r*-f-4x — 3g=o, 

on  trouverait  6 pour  la  limite  supérieure. 

«On  obtiendrait  de  lüêmc  7 pouria  limite  supérieure  des  ra- 
cines positives  de  l’équation  x® — 5x^<—  i3x®-f*  — 6g  = o. 

N.  B.  Cette  méthode  n’est  guère^d’usage  que  dans  la  recherche 
lies  racines  incommensurables. 

3a5.  Il  nous  reste  maintenant  à déterminer  la  limite  sttpi- 
rieure  des  racines  négatives,  et  les  limites  inférieures  des  racinçs 
soit  positives,  soit  négatives.  ^ 

Dorénavant , nous  désignerons  par  la  lettre  Lia  limite  supé- 
rieure des  racines  positives  d’une  équation,  de  quelque  manière 
qu’on  l’ait  obtenue. 

,1'’.  Si  dans  l’équation  X=  o,on  fait  X=  — _y,cequi  donne 
la  transformée  Y = O, il  est  clair  qu^les  racines  jiO'itives  de 
celte  nouvelle  équation,  étant  prises  avec  le  signe  — , donneront 
les  racines  négatives  de  la  proposée;  donc  en^déterminant,  par 
les  moyens  connus,  la  limite  supérfeure  L' des  racines  positives 
de  la  transformée  ,>011  aui'a  — L'  pour  la  limite  supérieure  (nu- 
mériquement) des  racines  négatives  de  la  proposée.  ‘ 

. .1 
Si  dans  l’équation  X = O , on  fait  X , ce  qui  donne 

y / ' 

une  transformée  Y'=0  {que  l^on  forme  en^enversaM  l’ordre 
des  termes  de  la  proposée  et  divisartt  tous  les  termes  par  le 


. * J.  • ■ 
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dernur),  ir*résulle^tlc  la  relalioo  x=  qu’aux  ,plus  ^i-aiulc;! 

valeurs, positivasse  J'  oorresponileftt  les  plas  petites  de  x;  donc, 
cq  désignant  par  L'  la  limite  supérieure  des  racines  positives  de 


In.  transformée,  on  aura 
jjositit>ea  de  Ut  proposée. 


yj  pour  Ui  litnile  inférieure  des  racines 
L », 


3“.  Enfin,  si  dans  la  proposée,  on  remplace  x par — ^ , et 
qu’on  cherche  la  limite  supérieure  E*  des  racines  positives  db  la 
transformée  Y = o , , — y,. sera  Ut  limite  inférieure  ( uuméri- 

. . y 

quenicnt)  des  racines  négatives  je  la  proposée.  . , • . 


3t:6.  Nous  terminerons  la  théorie  des  limites  par  quelques 
observations  utiles  dans  la  recherche  de  ccshpiiles. 

PremièrAnent, /oi/te  équation  qui  na  que  des  permanences 
de  signe^  desl-k-dice  dont  tous  les  termes  sont  'positifsj  ne  peut 
avoir  poür  racines  réelles  qtu  des  nortihres  négatifs;  car  tout 
nqinhre  positif  mis  à la  place  de  x rendrait  le  premier  membre 
essentiellement  positi£ 

En  second  lieu,  toute  équation  complète jàoni  les  termes  sont 
alternativement  positifs  et  uégaliiii , c'est-à-dire  qui  n'a  que  des 
variations  de  signe  j ne  peut  avoir  pour  racines  réelles  que  des 
nombres  positifs;  car  il  est  aisé  de  reconnaître  que  tout  nombre 
n^allf  misa  la  place  de  x dans  la  proposée,  rend  tous  les  termes 
positifs,  si  r^uati^n  estime  degré  pair,  et  tous  les  termes  néga- 
tifs f si  l’équation  est  de  degré  ifopair.  Donc , dans  aucun  cas,  la 
somme  des  termes  ne  peut  devenir  nulle. 

, il  en  est  dn-'iuèmc  de  toute  équation  incomplète j telle  quSj  si 
l'on  change  x en^f-,  il  en  résulte  une  treaisformée  qui  n'a  que 
• des  pernuïntnces.  f i 
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Contéqutnces  déduites  des  principes  précédem. 


Le.pHncipe  fondamental  dç  la  résolution  des  équations  numé- 
riques, et  ceux  que  nous  Tenons  d’établir  sur  les  limites,  ont 
conduit  les  géomètres  à des  conséquences  très  importantes. 

327.  Première  conséque;^.  Toute  équation  de  degré  impair 
dont  les  coeiEciens  sont  raMi^  au  moins  une  racine  réelle  de 
signe  contraire  à son  dertSÊUerme.  ^ | .i  ■ ■ 

En  effet,  soit  x"  Px^‘  -f- -|-Tx  ±ü  = o , l’équation 

proposée  ; et  considérons  d‘abord  le  cas  où  le  dernier  terme  est 
négatif.  < s 

Si  l’on  fait  X = O dans  l’équation , le  premier  membre  se  rû- 
duit  à — U.  D’un  ^re  côté,  substituons  a la  place  de  x, 
K -4^  I ,'  on  (n“  32 1)  le  plus  grand.-coefficient  de  l’cqnation , aug- 
menté de  l’unité;  comme,  par  cette  substitution,  le  premier 
terme  ést  à lui  seul  plus  grand  que  la  somme  arithmétique 
de  tous  les  autres  termes , il  s’ensuit  que  le  résultat  de  la  substi- 
tution est  , positif;  donc,  en  xertu  du  principe  (n®  3i8),  il  y a 
au  moins  Une  racine  comprise  entre  o et  R -f- 1 , laquelle  racine 
est  positive,  et conSéqoent*o!e^s/g-ne  con/raire  au  dernier 
térmê.  ' * ' . . 

Supposons  actuellement  le  dernier  terme  positif.  y.  '» 

En  faisant  toujours  xi=o,  on  trouve  pour  résultat -f- U ; 
mais  en  mettant  pour  x,  — (R  -f-  1}  , on  obtiendra  un  résultat 
nécessairement  négatif,  puxscp^e  le':pTemicr  terme  x*®. devient 
négatif  par  cette  substitution,  et  donne  son  sij^e  à toute  l’ex- 
pression; donc  l’éq^uation  a-au  moins  un^ racine  comprise  entre 
o<r  — (R-f-  i),  c’est  .^diù^  négative  ou  de  signe  contraire  au 
dernier  termd.  " '' 

Seconde  conséquence. '2’un/r  eguarM/t  de  degré  paires  coelü- 
ciens  rédb,  dJnt  le  dernier. terme  est  négatif j a au  moins  deux 
racines  réelles  ^ P une  positive  et  Cautre  négative. 

Xb  efiet,  soit — U son  dernier  terme;  en  faisaijrt  x=  o , on 
trouve  pour  résultat  — U.  Sid>stituuns  ensuite , soit  R-f-i, 


4<)2  ' fcoHSÉQUENCE» 

soit  — (K-+  >)»It  étant  .loujours  (n®  3ai)  le  plus  grand  coef- 
ficient de  l’équation  coranic  m est  pair,  le  premier  terme  x“ 
restera  positif;  d’ailleurs  il  devient  plus  grand,  par  ces  substi- 
tutions, que  la  somme  de  tous  les  autres;  donc  les  résultats 
des  deux  substitutions  sont  l’un  et  l’autre  posi/i/sj  ou  de'tignc 
contraire  à celui  que  donne  l’iiypotbèse  x =o;  ainsi  l’equa- 
tion'a  au  moins  deux  racines  réelles,  l’ilne  comprise  entre  o et 
K-h  I ^ou positive,  et  l’autre  comprise  entre  o et  — (K  + O»®** 

, , é ^ 

négative.  • 

If,  B.  On  ne  peu^  rien  conclure,,  pour  toute  équation  de 
degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  positif;  et  meme  il  est 
aisé  de  former  des  équations  qui  n’aient  que  des  racines  ima- 
ginaires; il  sulTit,  pour  celi,  de  multiplier  entre  eux  plu- 
sieurs trinômes  du  second  degré  qui , égalés  séparément  à o , 
ne  donneraient  que  des  racines  imaginaires;  il  est  clair  que 
l’équation  ainsi  formée  n’aurait  elle-même  que  des  racines 
imaginaires.  ^ 

liemanjue  sur  les  deux  conséquences. précédentes.  En  rappro- 
chant ces  conséquences,  de  la  propos itipn  (n°  95o)^que  toute 
équation  ^ au  moins  une  racine,  on  voit  que  cette  proposition 
bypotbétique  se  trouve  maintenant  démontrée  pour  la  plupart 
des  équations;  d’ailleurs,  les  démonstration^  des  conséiiuencei 
ci-dessus  sont  fondées  sur  le  prinCipedu  n®  3i8  et  sur  celui  du 
n®32i,  qui  sout  tout-à-falt  iodépendans  de  la  théorie  établie 
dans  le  septième  chapitre. 

3?.8.  Troisième  conséquence.  eyi/niion,  dont  les  coelTi- 

ciens  .sont  réels,  renferme' des  ravines  imaginaires,  ces  racines 
ne  peuvent  être  qt^en  nombre  pair. 

En  effet , concevons  que  l’on  ait.divi.sé  le  premier  membre  de 
la  proposée  par  tous  les  facteurs  simples  qui  correspondent  aux 
racines  réelles;  le  polyraime  quotient  que  l’on  obtiendra,  aura 
scs  coelliciens  réels  (d’après  la  loi  de  forniation  n®  253)  ; de  plus , 
il  doit  étte  de  degré  pair;  car,  s’il  était  de  degré  impart’,  on  l’é- 
galerait à zéro , et  l’équation  résultante  aurait  encore  (n®  32 7) 
au  moins  ut>e  racine  réelle,  ce  qui  serait  contre  la  nature  de 
cette  équation 
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liëmarque,  l/e’  polj'fl»jM^^quolicnt  dont  nous  .v^^nont  <!c 
parler  , jouit'd’ailipurs  dSSM^|vroprlc(6  caractirisjique  , c’est* 
^ à-dire  appartenant  e\p|(^y{yn«:nt  aux  équations  qui  n’ont 
que  des  ,racines.imaglnures,*- c’est  dt  rester  constanulbiit  po- 
sitif, q'Uelqut  valeur  réelle  que  fony  mette  à la  place  de  x. 

En  éOet,  s’il  |K>u^aif  devenir  négatif,  comme  on  obtiehdrait 
aussi  un  résultat  positif,  en  sulwtituant  pour  &-f-i  on  le 
plus  grand  coeilicient  augmenté  de  l’unité,,  il  s’ensuivrait  que 
ce  pol^'nome  égalé  à zéro,  aurait  «ÿ.^wins  nqe  rnoinc  réelle 
comprise  entre  K.  -f-  i et  le  nomtiff  <pi>  aurait  ddfiné  un  ré- 
sultat négatif.,^  > ' , 

, Il  suit  encocfl’tle  là,  que  le  dernier  tcm^dc  ce  polvnOme 
doit  être  positif  puisque  autrement,  x=6junnerait  un  résultat 
négatif.  f ’ 

Nous  démonlrerons^dans  le  ncuvîeh|? cliapitre,  que  non- 
seulement  les  racines  imaginaires  sont,; 
toute  équation , mais  encov^^qu'eltes  s"y 
et  qu'elles  sont  de  ia  forme  a^b^/^1,7  qV». 
la  forme  des  racines  imaginaires  d'une  équation  sec^td' 
degré.  , 

3aQ.  Quatrième  conséquence.  Toutes  les  f oit  que  ' le  dernier 
terme  d'une  équation  est  positif  le  nombre  dts  racines  réelles 
positives  de  t équation  est  pair;  et  toutes  les  fois  qu'il  est 
négatif  le  nombre  des  racines  réelles  positives  est  impair. 

En  effet,  supposons  d’abord  que  le  dernier  terme  soit  -j-  Ü, 
ou  positifs  Comme  en  faisant  x = o,  on  a pour  résultat  -f-  U, 
et  qu’en  faisant  x=K-|-i,  on  a aussi  uii  résultat  fK)sitif, 
il  s’ensuit  que  o cl  Kq-r  donnent  deux  résultats  de  même 
signe,  et  par  eonsê(|uent  (n®  3i9),^ue  le  nombre  des  ra- 
cines réelles  qu’ils  comprennent  *cst  nul  ou  un  nombre  pair 
quelconque.  ’ - 

Si , au  contraire,  le  dernier  terme  est  —U,  alors  o et  K i 
donnent  doux  réstiltats  de  signes  contraires  et  comprennent 
par  conséqiftqt  une  seule  racine  oU  un  nombre  impair  quel- 
conque de  racines  nielles.  ■ s.  V 

/.a  réciproque  de  cette  propdsilion  est  évidente. 


UOO^rc  pair  dans 
étUÿîi  pi^^uptes, 
I ^ ÿfsÿia-dire  de 
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UBUÉUKES 

33o.  lUioLB  P£S  siotiEs  DE  DeATetba.  Voici  une  règle  qui 
fait  connaître  U plus  grand  nombre  de  racines  positives  et  le 
plus  grand  nombre^fç  racines  négatives  qu’ane  équaliuq  numé- 
rique piut  renfermer  : ‘ '•t  ■•4, 

Une  équation  d’un  degré  quelcoag^ne  /ie^t  avoir  plus  de 
raciim  posüiies  que  de  VABlATlON«^jJliij||nes  > ni  un  nombre 
de  racistes  négala’cs  plus  grcuvdque  o^i  dps  fEMlANENCCA. 

La  propo*itioSB:serail  évidemment .$lémontrée,  si  l’on  pou- 
vait A(i^  voiV1|||ie  la  multlpllcaliou  du  premier  membre  d’une  ' 
équallon’par  un  factegj,  , correspondant  à une  racine 

positive  J introduit  ad' moins  une  vabiation  dq  plus„et  que 
la  multiplicatje^^r  un  facteur  introduit  ad^  mou.^ 

UNE  rEHMAKERCE^.  pluS.  j ’ V / 

Soji  dope 

E^*±C*"~’± diT*±:ü=o, 


dans  laqui 


on  it^en  niWtlpliant  par  x- 


^nes  se  succèdent  d’une  manière  quelconque; 


— a 


* 

1 

1 *”^‘±:C  1 

zf:ba 

1 ■ :pBa  1 

HhU  I 

qpïo 


:üa. 


I"  ' Les  coefliciens  qui^  dans  ce  produit,  forment  la  première 
ligne  liorizontale,  sont  ceux  de  la  proposée,  pris  avec  le 
même  signe;  et  les  coefliciens  de  la  seconde  ligne  sont  formés 
de  ceux  de  la  première,  multipliés^)ar  a , mais  pris  avec  un 
signe  contraire  et  avances  d’un  rang  vers  la  droite. 

Cela  posé,  tant  que  ebaque  coo$ciesit  de  la  ligne  supé- 
rieure sera  plus  grand  que  pelui  qui  lui  correspond  dans  la 
ligne' inférieure , il  lfétd^mincra  le  signe  du  coeflicIlMit  total; 
ainsi,  dans  ce  cas,  il  y aura  , defMiis  le  premier  terme  jusqu’à 
l’avant-dernier  inclusivement,  les  mêmes  viriatiops  et  les 
mêmes  permanences  que  dans  la  proposée  jamais  le  dernier 
terme  zp  Ua  ayant  un  signe  coutraire  à celui  du  cuefllcient 
supérieur  de  l’avant-dernier,  il  exister^  néce^irênRient , an 
produit , une  iiouViL'll*r*\ai'ialloivquc  la  proposée  .nk'uvait  pas. 
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Si  un  coefficiont/inférieur  est  de  signe  contraire  à son  cor- 
respondant supérieur,  et  est  plus  grand  que  lui,  il  y a néces- 
sairement une  permanence  qui  se  cbànge  £n  une  variation; 
car  le  signe  du  terme  dans  IcyoïJ^U  arrive,  étant  le  mèiuê 
que  celui  du  coetTicient  iiitie^r,fet' contraire  au  signe  du 
terme  précèdent,  qu’on  a siîpposTTle  même  que  celui  de  son 
coefficient  supérieur.  On  voit  <lonc  que,  chaque  fois  qu^on 
descend  de  la  ligne  supérieure  dans  la  ligne  iuféricure,  pour 
déterminer  le  signe,  il  y a une  variation  qui  ne  se  trouve  pas 
dans  la  proposée;  et  si,  apuès^- çÇj^ssage,  on  reste  tuuioiirs 
dans  la  ligne  inférieure,  on-jp«^»c  les  mêmes  variations  et 
les  mêmes  permanences  qi**xjans  la  proposée,  prtisque  les» 
coefficiens  de  celte  ligne  so^j^s  de  signes  contraires  à ceux 
des  coefficiens  primitifs.  Qu'j^J^on  remonte  de  la  ligne  infé- 
rieure^^ la  ligne  supérieure,  il  pfl^J  en  résulter  indiHéremment 
une  varialion.ou-ime  permanence.  Or,  en  supposant’m^me  que 
ce  passage  produisit  dans  tous  les  cas, une  permanepeo , comme 
le  dernier  terme::pUfl  fait  parti^^de  la  seconde  ligne,  il  faudrait 
toujours  revenir  une  fois  di^plus  dans  celte  ligné  que  dans  la 
première.  Donc  la  nouvelle  Quation  doit  avoir  au  moins  une 
variation  déplus  que  ta  propbs'èe ; et  il  eu  serait  de  même  à 
chaque  racine  positive  qu’on  introduirait. 

On  démontrerait  d’une  manière  absolument  analogue,  que 
la  multiplication  par  un  facteur  x-ha,  correspondant  à une 
racine  négative,  introduirait  au  moins  une  permanence  déplus. 
Donc,  dans  toute  équation,  le  nombre  des  racines  positives  ne  ' 
saurait  surpassser  celui  des  variations  de  signe  et  ‘le  nombre  des 

racines  négatives  J celui  des  vz'RtLKiiZHCzs.  , 

33 1 . Co.ssÉQüENCE.  Toutes  Ics  foîs  qu’une  équation  n’a  que  des 
racliiiTS  réelles,  le  nombredes  racines,posidves  est  égal  'aunombre 
total  des  variations,  et  U nombre  des  hlcines  négatives  au  nombre 
total  des  permanences.  ' "y. 

En  effet , soient  m le  degré  de  l’équatk»  ^ 4lc  «ombre  des  va- 
riations de  signe  qu’elle  renferme, /i  lanonibre  des  jierinanenoes  • 
on  a nécessairement  m=n-f-/i.  Soi^’k^a^leurs  n'  le  nombre 
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des  racines  positives,  et  p'  le  nombre  des  racines  negalÎTes;  on 
a encore  ms=n  -f-  p'  ; d’où  l’on  déduit 

n+^  = n'-l-p'. 

Or,  on  vient  de  voir  que  n'  ne  peut  être  ^ù,  et  p'  ne  peut 
être  "^p\  donc  il  faut  que  l’on  ait  ’'n=n,  et  p'^p. 

332.  Renuirque.  Lorsqu’une  éqdation  manque  de  quelques 
termes,  on  peut  souvent,  au  niojen  de  la  lègle  préccdcute,  re- 
connaître la  présence  de  racines  imaginaires. 

Suit,  par  exemple,  l’équation  , . 

t " ^ 

^ et  7 étant  essentiellement  |M>sitifs‘,  rétablissons  le  terme  qui 
manque , en  l’afl'cctant  du  coeflicielit  ± o ; il  vient 
3?  it  o.x*  -f^/ir  -f-  y = O. 

En  n’ayant  égard  qu’aux  signes  supérieurs,  on  ne  toit  q'ue  des 
pcriiianfiices,  tandis  que  le  signe  inférieur  donne  deux  varia- 
tions. Cela  prouve  que  l’équation  a des  racines  imaginaires;  car 
si  elles  étaient  toutés  trois  réelles,  il  faudrait,  en  vertu  du  signe 
supérieur,  qu’cllos  fussent  toutes  trois  uegatives,  et,  en  vertu 
du  signe  inférieur,  qu’ily  eiicût^otix  positives  et  une  négative, 
rêsUUats  conlradicloiies. 

On  ne  peut  rien  concluic  si  l’équation  est  de  la  forme 
— px  ■+ q ~ U -, 

car  rétablissons  le  ternie  ±,  o.x*;  il  vient 
±;  O . x"  — px  + q, 

équation  qui  présente  une  permanence  et  deux  variations,  soit 
que  l’on  prenne  le  signe  supérieur,  soit  que  1 on  prenne  le  signe 
inférieur.  ^Ainsi , cc^te  équation  peut  avoir  .ses  trois  racines 
réelles,  savoir,  deux  positives  et  une  négative;  ou  bien  ,‘ellc  a 
tkux  racines  imaginaires  et  une  négative,  puisque  son  dernier 
terme  est  positif  (u“  829).  (*) 

(*)  M*  Bâclant  de  Boidaorcût^  djos  la  dernière  t-dition  de  «on  ouTn^e 
inûtuic  , NvUi'cUe  methmle  fmurla  résolution  diSs  m/una'o/ii  ntimcriques, 
L^ablit  ^ilueieurs  tljcoièmci  faibaat  suite  i la  règle  de  UcscaïU’s,  et  i^ni  sont 
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-•  'laT^lution  des  équations  numériques.  ^ * 
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^S'  ^€chêrche  des  Racines  conunensurâbles  ries, 

* ■ >.  • équations  numériqiies.  '••.  ^ -3i£ 

; r - 333.  Les  racin^  réelles  oommensurablcs  doivent  êtroroîj“et  ' ^ ' 

..  •déé.fremiires  r^herches.  Ces^'^cines  peuvent  être  entières  ou 
^acttpnnairei^^'  ■''  ! . . »'  .*  ''•■•  i". 


Ël.  K.  ( 
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" *^^^omà'sbord  que  toute  équation '^nt  /^.premier  termT*’  . . ^ 

^àf^ur  coegicienl  f unité ^ et  dont  tout  tes  autrh  coefficient  sont  " ' . '.  t'  ‘ ^ 

-~dei  nombres  entiers  J ne  peutatvîr  pour  racines  commeitsurabif  s '*  ^ ' * 

. tjue  des  nombres  entiers. 


- . > • , ^ 'V*  ! 

‘ /•.En  eflet,  soit  l’équation  ;■>  ' '*  ‘ 

t*'V  + P-*"“'  + Q!®""*+ -V-.+Tx  + tr^o, 


■N  ...  ' : ■ ■ ~i 

V - ”*■  • ’ ■ v*^  ' ^is 

.«laûs  l^quèHePjQi  . T,  üjsontdes  nombres  entier®,  ei  sup-î 

.•  •*  qu’elle  puisse  avoir  pour  racine  on  nomin-e  fràclionnaire  ' t ^ ' 

wmmensurabie  tel  qucj^^^  .M  ‘ , 

■ î=  + Pp^=!+q^+.,..VTf+ç=„,  • ■ ' - ^ 


l U-OU. 


^ d’ou,  multipliant  toute  l’équation  par  ft"-'  et  trans^^nl,  . ' 

V ^.ll•  <*•'*#< 


.pb^jpi’emîers.cBtre^ux/il  en  eSl  de  même  ( Antb.  k'n*  i«  *V ; ' 

• - J;  doni?cetle  ^afité  ne  sa*urait  «ister.*  * OBSL 

. • . , 4*'”^»  '•  •uipo.wble  qu’aucun  nonibrc  fractionnaire  mÎu-'  j. 
t ^ctiçu^hlj^  satîsfass^'à  l’cqn^lfoii..  Or,  on.  a vu,^u® 


;.;V 
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* • ’ . /«î,  i r*  V,- 

. • ♦ • / . • '.  V ' rf’*'  • ,>  «. 

*•  /«"'-  » •.  V :»A  / :*  ••.  , . /• 

• U ■'. . •.'  V.  .-•.  ».  s :■'* 

* ' V .<■•■'  ^-  'iî*’— ' 
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' •.  498.;,  • “ 'Ô^'*  . ;;  . - ;.  . 

^ i ' coniracnt,  cUntdoiinée  une  équation  dpnl  les  coefficienl. «ont . . 

. ratioimcls,  mais  fractionnaires,  o»  peut  la  transformer  en  une 
- on/>iri«î»ns  Soient  entiers,  son  nreinier  terrt»e/  ' 


ay^i  e dont  les  coefficîens  wient  entiers son  premier  ^rrif^^  . 
èofiservant  d’ajlleurj  Tuni^'  pour  coeflici'én^.'  Donc  là  Jr- 
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^ ^âhi~  \ C’uuscrïttuv  \«  "X'7*  r: ^ 

P'  jfl^  ■'  cbftvlie  dts  racinei  comi>i^nsurcf.blfs  \eniikrci  ou'  fractioni-^  , . 

nii'kxeé'i  d’une  équation^  peut  Uiujours  itrè  mmetiée  à /w/e  .*,  \ 

^ ' • ^i4^ple  recherche  ^ rmcinès  eniièreê.  ' ; .•  ' ' T ^ 

/ Tv  1-  , l’êquatiôn  générale*  ^ V.''^ 

’v*  t -f-  Px""!  +y.  V +'  + Sx‘  4-  Tr  -l-  U = O.L  ■ :.î 

* ■'  (Pour  l’cxposiiiïlfe de  U raétlrode,  il  faut  nécessairement  écrirt'l 

,•  • les  quatre  ou  cinq  deVnier&  ternsai.  ) ^ ' 

’ Ytésiqnonspara  un  nombre  entier,  positif  ou  négatif,  quirdoit 
Y^rilicr  l’équation  J elcherobonsià  quelles  conditions  il  doit  sa-  , ^ 

^ tisf%iiC  pour  jÊtre  reconnu  racine.  ♦ ' ' J"  • * 

. .'  îÿ.ia  est  rampe , on  doit  as^r  l'égatitJ  ‘ '.  t 

.'  . ' -4-  Pa"‘~‘  -t-.‘  ..^.  + Ra^+  Sa’+Ta  -f-  U =xo..  ..0)1  ' 

; '■ -A.  .■•  ^ ■ ."•■■'  ' ' . 

• ■ A.  *•  en  remplaçant  a par  tous  les  nombres.en tiers  positifs  on  ,- 

jjj^  tiéj^tifs,  depuis  1 et  — I jusqu’aux  limites, et— L'(n"S25)  . s 

T*.'  ' '^«Ivai^cines  positivés„et /lègâtWes,,  ceux  qui  vérifieraient  vJl’é^-  | 

" ■ . iitc  ci-dcssos- seraient  reconnus  mcfnes.  Mais  on  conçoit  com^j  ’ 

ces  essais  set  aient  ^ongs  et  pénibles;  on  a donc  cliercbè  t ' • 

. à;|J^uire  de  l’égalité  (1),  qui  est  une  eondition  nécessaire  ét 
• '•  ’ ié&ante  j d’autres  conditions  équivalentes  et  plus  simples  à 

Transposons. tous  les  termes,  excepté  le  dernter,"'^  divisons  .... 

par  O ; l’égalité  (1)  peut  étrejnise  sous  la  forme  ' ^ ^ ' ,- * / 

•‘..t»  î.  *■■'  ' •■...  * . . : \ 

.1  > — =;t  — fl"’-' — .Po'"“*  — . r-  T...  (2)1 

• s ‘f  ■ a V • î.  • ■ , ' s ■..*  J',-  ■ ; 

pr  ylftxççond  TUcmbrc  dCj^ctt^tJOUViljnc  égalitq  est  un  «Sombre  . 

W ' -Ib  ’V.TV-'-  , . ■•.  ' 

» ■;  J * tyiSiér  ; dyne  il  faut  que  ^ soit  lui  nombre  entier;  •insi , iltqÿ 

n''  \ iès  racines  entières  de  l'équation'jSnl  comprises  parmi  les  dU'i-T  ' 

•*  • I^P*  i it  3i  1*.  ' 
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Transp^iis  àctucllement  dans  l’i^airié  (a}  le  terme  — T,'  * 

et  iHvison^ar  à’;‘if  vient , en  ]>oMpt  pour  plus  de  simplicité, , 
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lé  set^nd  membre  'de  |^é{;alité  (3)  est  un  nombre  entier  ; donc  ^ -■*» 

K • Tf-:  . l V 

\,'i^[iiU\qixe—,Mx{eùiüo/Untdela</itfisiohti^.—  ‘j-Tparajiioit  -v''* 
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uH  Tu>mbr*  entier,  . 


■'  Transposons  dat-nouveau  le  terme  ^ ^ divisoiMTpar  a;  • ‘ ^ • ' i * 

’ X'  !*  ' ' 

iraient , en  posant  î,..y  . ^ '.Jt. |-St:»S'}-  i /.  ••'•  ' • 

• ' •S'  *'■’  y 


7 *ï^scco^membre  de  cette  égalité  e^t.^n  nombre  entier;  don^"  ' S • 

^ /■»  ^Êku\ft^n  / /1m  Imïï  _l_  Q A ^ 


■il  flkut  q lie  — , ou  U quotient  de  Ip,  dioS.^de  — 4-  S par  âj  soit 

. . « •i::'  , \.  ■ .* 

..un  nombre  entier^  I ._■••  , . ‘l’  . - 

y.‘  En  Mntinuant  ainsi  de  transposer  dans  lé  premier  membre'  ' •>  ■*»•■  " 

. tous  les  termes  du  second,  on ^irviendra,  après  la  m — i"'**  ' . ' . ’•  ” . 

dVfa  formé  — a — P.  ' ^ 


transforipation , à une  égalité 


' Transposant  enOn  le  terme  — P,  divîsanfpar  a, ’v 


.■f.  ' 

>'»■  * . ' 
.r  V.  > • -r 


* • et  posant.. — +P  = P', 
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bn,  Iromè  ■-  , ou  — -f-  i = o. 
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‘Cette  égalité,  qui  n’est  d’ailleurs  qu’une  transformée  dé  -. 

l’égalitâ"(i),  .est  la  dernière  condition  à laquelle  il  faut  - ^ 

T c/ «unique  lé  nombre  entier'a  satisfasse  pour  être  reconnu  .O/ 

, ^ racine.^  ^ 

^ > En rapprocliant  les  conditions précéilentes, on  peut éonduV»  ' j~:'è  • 

■-■■  ■ -'J:. 
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que  poOk' .qu’on  iKUiibre  entier  a , positif  ou  négatif, ^lit  t'aciiie 
Véqualion  [>roposée,  il  faut  ^ . V 

,*•  Que  U quotient  du  dernier  terme  divisé pçi^  eoittÿUier / 
Qu’en  ajoutanl  à ce  quotient  le  opeflident  de  x'  ."t  pris 
avec  son  signe'),  t*  quotient  de  cette  somme  divisée  par  h 


•J 


soit  enl^  ; 


i J 'ee 


• Qu’en  ajoutant  à ce  nouveau  quotient  le  coefÏÏcient  dete’, 7e  , 
' • quotient  de  dette  no^elie  somme  par  assoit  entier;  et  aind  dc_ 

î*'*^  suite;  ’ *' 

. Qu’enlin  , si  l’on  ajoute  le  coclBcicnt  du  second  terme  de  1 c-  : 

■ •'  quation,  ■ou  de  x*-',  au  quotient  précédent,  le  (Quotient  de  la  ^ 

’•/  .XitAniu  nnr  a . eoit  entier  .et' fsal  à — 1 ou  bien 
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de  quotient  precent^r,  sou  eggs  a o.  / ' 

' Tout  nombre  qui. satisfera  à cès  épreuves^éunies'scra  racine, 

il  ceux  qui  n’y  satisferont  pas  devront  être  rejetés.  ■ • 

in.de  déterminer  à la  fois  toutes  les  racines  cDti^d’une’|'^* 

.iou,voiçi‘lamarcbqqu’ili»nvicntde.^suivre. 
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Aprii  avoir  déterminé^  ^ùs  les  divisettrs' du  dernier^  terme 
• .1  9»Af  71/%^  mJnidt  luTti^  horuiûn tdle - ê t . 
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(Aritli.  r on  éefit  sur  une  même  Ijgne  Jio/^iéoutale,  et  _ 

'feqxi  avec  lé  signe  + qufavec  U signe les  diviseurs  corne-  '• 
•,p/-ô  entre  les' limites  + L et  — U;  puis,  au-dessous' de  ces  • . 
.diuùeurs,  on  iprit  ips  quotiens’  du  dernier  terme  par  chacun  , 

7 d’eux.  e ..  * . » . ■ 

On  ajOute,ensuHe  à^chof^n  des  quoücns  ie  coefficimà  de  ^ 
qui  donne  des  sommes-qwe  l’on  place  au-dessoiu  des  quptiens^  ^ 

' - ^ qui  leurçqrmspondent;  puis  on  divitp  ces  nohvefks  sommes  par^  • , 

I ,\rt/uicun  ^diviseurs,  ce  qui  donne  efc* ^«oSidw  tjue  Pon  éprit 

' \au-dessoUs. des  sommes  corresppndanUs  ( ou  a le  soin  dd  rejeter 

• ' '.fr'  ^ les  quoliens  fradionnairetfiêt  les  diviseurs  q_ui  ont  donné 

qttotiens);eta‘m8id&8uile.  ■ h ■.  *■.,*  . 

, ■ Observous'^cn  oùlrqque,  si  quclquefcternj^nianquant  dans 

l’équation  pa^f^uliére  proposée,  il  fà'ut  en  teïiir  compte^en  J 

xViRarilàntclit^ri'delcurscd^cienscpnjmoëgalào,  . - 
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Enim , il  est  inutile  d’appliquer  la  nictbodc  aux  diviseurs -fj  'tu 
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M ■ 'Bis  RACINSS  COMMSNSUnlsbRS. 


%l  — I,  parce  que  leur  subslitiitiôn  dans  l’équation  réduit  le”  ’ .•■ 
premier  ineinl>re  à U série  des  coelllciensj  et  il'est  frfeile  de  s’as-~  • ■• 
‘ ^-jisurer  directement  srccs  deù*  nombres  satisfont  ou  ne  satisfont 
^ 'pès  àTéqiiation,''  , 

jp)^'imer  escmjijj,  l’équation  ^ 

. ■ — a?  — 1 3j;f i6x  — 48  = O.  . 

. ■ ; v'i'  * ‘ ^ 

, • •/•  Iimi(^  sûpéi'Jcuro  des  racines  posîtis’es  de  cette  ùquaMoir 

,C»l  i3  + I ou  i4-  ['O.Q,  ne. considèîi’e  pas* ici  le  cocflicieiit  48; 

. parce  que  les.  Jeux  Jeruiers  termes  revenaul  à i6(r  — 3),  dè> 

^ Tqm*  l’on  ftiit  X î>  3^,^cettc  partie  est  esftntieTIciuent  posiliVe] 

Op. trouverait  (FailLeUrs  (n”  3a5)  pour  la  limite  sûpérieuri!  .a» 


l’on,  np  .dttit  sottn*cttre,  aux  ^rtîiives.  que  les  ^t*’<’s^«ri^osi/ryrv 
. é<>mpr.is  de^uis'b  jnsqti'à  13,  et  les4éit'û>'etfrc  rw^a^||&tcompVi.s  • 

depuis  -r  2 jusqu’à  — 6.  " • .■  V 


t^’’*''yoici  le  tableau  des  calculs,  d’api^  la  inarebe  indiquée  • .• 


12,  8,  6,  4, 

•A  ■ 

f\, — 6, — 8,^12, 

I2,-f-IO,-f-8,-f-  4i 

' \ .-:+^ 

•»  ’’>•  "»+  «. 

3,  a,—  2,—  3,-^  4»—  8 V.-  , 

8.— ^7-l-a4,d-i6,4-ia,+  8 
O, — 8,-}-4o>.+32,4-28,+24 

»,+  I,  O,—  4,— 20,  7,—  4 
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première  ligne  est  celle  des  divi.senrs^  la  neconde_,  cclla  . 

■ (Scs  quoliens  de  la  division  du  dernier  terme,  — 48,  par  clin-  , V, 

cun  des  diviseurs.  - ' »♦* 


^ A ■*  ■ I.aAnwiéinr  est  la  ligue  des,  quoliens  qne^FOu  vient  d’oK^e-  ’^  ' 5 •' 

^ nir, tfugmentés  dutsoefFicleul  -jki6’>dé'la  proposée,  et  la  yu»* 

• . = -•  , 1 .V.  •■  •.  i ^ f t ^ 
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: trième  cclJc  des  quotiens  de  ces  sommes  divisées  par  chacun  dêrf 
uliviseurs;  cette  seconde  condition  cxcluVnl’abord  les  divistrurs 

^ +8,  4-6  et —3.  _ * . î.  ik’ 

/•  la  ligne  des  quotiens  précédons  augmeqtps*  *.|P 

'*  di^ 'coefficient  — i3  de  la  proposée,  et  la  sixième  cellé  tle»  ‘ « 

quotiens  des  nouTelics  sonimei' pnr  chacun  des  diriseurs;  cell^  \ K ^ 
V truisicme  condilioii  es'clul  les  douveqia  diTÎs«urSy$,  a,  r^a'  . ' 
^irt  — 4i.  ' 

Enlin y la  est. la  ligne  des  troisièmes  quéflens,  Sugr  ‘ . 

mentes  du  coefficient  — i de  la  proposée , et  la  huitümw\ 

^ ’ f\.\  ")  l’r  celle  des  quotieiis  dc|  derniètes  sommes  par  chacun  des  dj-f*’  ■* 

d y ■ ' V ■viseiu's.  Il  n'ji  a que  les  diriscurs  4-4  ' 
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. é. 


■ 4 qui  donnent^  . 


^ '**  * . — *i  donc  4- 4 — 4 les- seules  racines  eiUtcres  de  là' 


proposée,  t 


En  effet,  si  Éon  divise  x*  — Jd~  i3ar*+  >64: — ^48,  |w.Je  * \ 
, - j^uduil  (x  — 4)  (■*'"1“4)>  **  — 16,  H vient  pour  qu'olientVlt  ^ . 

t * “f  **  — -f- 3,  poljnome  qui,  égalé  à zéro,' jlonne 


x-='-:îztir. 
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ainsi  les  quatre  raciues  sont  4r  — 4 — • *•  ' .j.,  ' 

• s “ ’ a a • • 

•:  iT  • ■ . . •*'' 

‘ ^>335.  Rémarqut.  Comme  dans  les  applications  de  la’mi~- 

't-  ■ thode,  on  |)éut  commetb'e  quelques  errenra  d’addition  ou  de  ' 

4 divi.sion  , et  lals^r  ainsi' échapper  quelques  racines,  il  est  cnil'  •.  * 
. _ >cn.-ible,après  avoir  divisé  le  preniicr  membre  de  la  pdç>[>«sA;  ■*'  ■»  .*  ■ 
^ par  chacun  dea&cteiirs  du  premier  degré  , c6rrespondant  aux.  ’ ** 
raciues  déjà  obtenues,  Il  est  corivenahle,  diî- je, 'd’ry>p/^uer 

’ ' • . iwui-’eau  la  méthode  à l^équaHbji  qui  est  d’un’ degré ^ ‘ 

•'  plus  8iutplé',  et  dont  les  coelSciens  iont  aussi  plus  simples  que  ■ V 
^ • ’eteix  de  la  pi’oposée.  ' 

Il  y a même  une  circonstance  où  cette  équation  résultante 

• jieut  encore  ïenfetmer  des  racines  commensuruhics , sans  qué’;  , • ’ 

■ Tuii  ait  commis  aucuuo'erreiir  ; c’est  liyuqiie  la  proposée  ren-  ^ 

l'ernio  de.s  racii»,égii|p8  coiiuuensuval^es.  Comme' la  luùtliotlq'  • }• 
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. ■ - . , . DKS  JlACirtES  COJMMBNSmiÀBLKS.'  , 5o3. 

.^cunitWc^surables , il  faut  toujours',  une  équation  'numérique 
'•.  étant 'donn^é ) commencer  par  la  soumettre  à la  méllio<ie  des 
, racines  commensurables.  Or,  cette  méthode  sullit  bien  pour  ' * 
obtenir  les  racines  difl'érentes,  mais  elle  n’indique  pas  si  une 
'•'même  racine  n’entre  qu’une  fois,  ou  se  trouve  plusieurs  fois.*^  * 
dans  la  proposée.  On  peut  s’en  assurer  dé'  deux  manières,  ou 
• en  souinettsnti  de  nouveau  à la  méthode  l’équation  qui'- 
. résulte  dç  la  suppression  des  racines  déjà  mises  en  évidence  ; v 
ou  bleiy,  en  essayant  la  divismn  du  premier  membre  de  cette 
équation  parlés  facteurs  du  .prcmiër  degré  qui  correspondent 
aux  radfô^limuvées.  • ' 


î ' t .. 

^ Soit,  par  exemple , l’équation 

J ^ 


X* — — I7ix*4-  ai6x  — io8  = o. 


La  limite  supérieure  des  racines  positives  de  cètte  équation  ..  / ' 
^t,  d’après  la  décomposition  (n”  3l3),  i3  + I , ou  1 4 ; elle  U 
^pas  d,.  racines  négatives,  puisque  l’équation  ne  rpnfcrme  <jue  ‘ ^ , , 
des  variations  de  signe  (n®  3a6).  , ; . ",  r,  ' ^ 

Les  diseurs  de  io8,  au-dessous  de  i4  i »ont_  / 'i' 


-X, 


é .* > *»  4>  ^>*9»  , 


''  d’ailleurs  *f-  i ne  satisfait  pas  à l’équation,  car  fl  vient,  pour 
résultat  de  la  substitution,  — ^8;  ainsi,  a,  3,  4>  6,  g,  ia,  sont  ' 


.1' 


Tle*  seuls  nombres  à soumettre 

<•  . 


anx  épreuves. 


•a.  9» 

S‘—  q,  — la. 


6, 

*8, 


4,  3 , a 

37,  — 36,  — 54 


•f  ;+  ?,®7^  + =»''4.  + ‘98*  + >8g,  4-  i8o,  16:^  # Jf  - ' <■  -.g 

A w’’  i « ; + 33,  „ , 4.  60,'  -f-  817' 

.*  i.f  * 'mt^A  »,  — i38,  , »,  — III,  — 90  . . i 

^ 37,  - 4^.v'rA’'V^ 

, ^ ^ 7 +-'î44,  ” , -f  3o,  -f-  aa  ' C 


/*•'•  .-V  ..  •/“  •/>■•  ■ r V- * T 


Vf 


T?  . 

jl  ’ 


• xèriiuDF. . '■  *.  • ’ 

On  voit,  par  l’application  de  la  métliodo,  que  3 et  ii%oAl  rn--  <• 
cincs  de  la  proposée. 

EfTcctuant  la  division  du  premier  membre  de  cette  équatrdn 
I>ar  (jf  3)  (x— a),ou  x’— 5x  + 6,  on  trouve  pour  quotient , • • / 

— i8=o,  ■' 

^ - , ■<:  3,  2,  3 

, -6,-9 

’ ! ;•  ' + *5,  + la 

'+  5,  + 6 

3,  — 2 '• 

' — 1. 


w .1 . 

■ V 


.•  En  appliquant  de  nouveau  la  méthode,  on  reconnaît  que 
+ 3 et  -f"  2 sont  encore  racines  de  l'équation’  , • ' ■'V  * '' 

X*  — 8x*-f-ai* — i8  = o. 

• Divisant  celle-ci  par  x*. — 5x  + 6,’  on  obtient  pour  qimticut 
.*  ' a:  ^ 3l=  o , d’où  x = 3 ; ainsi  fa  proposée  peut  se  mettre  sous 
é la  forme  (x  — 3)?  (*^  a)*  = o.  ». 

. *.  336.  Lorsque  le  nombre  des  divisenrs  dn  dernier  temae,  qiii 
''  se  (rouvent  compris  entre  les  deux  limites  -f-ï.  et  — L',,Oît  -^ 
' • très  grand , on  peut  restreindre  le  nombre  de  ceux  susceptibles 
• d’être  soumis  aux  épreuves  de  la  méthode  précédente , par  une 


.-r- 


. régie  d’un  usagë  facile.  ^ . 

' ' ^ « ' • 
Soit  l’équation  x"  + l'x"”'  + Qx"~*  +...+  Tx  + U i=o , 

dans  laquelle  nous  supposons  toujours  que  Ica  coellicicus  soient  . ’j 
entiers.  . j-  • '• 

On  sait  que,  a étant  racine  de  cette  équiltlon , son  uceniier'  >»’ 
membre  est  divisible  par  x — a;  ainsi  l’on  a l’identité  ® ^ . r 

x"+Px'"-’H-...4-Tx+U=(x^aKje*'~'+Fx"-*4-.,+T'x-f-ü<):*'’  • ‘ 

, , , V\ 

r,  Q'...  U' sont,  d’après  la^loi  de  formafwn  du  n®  à53,  des . V 

nombres  entiers  aussijbieu'que  a,  P,  Q....;T-,  U.  Cela  pôse, 

, comme  l’équatioif  précédente  doit  se  vérifior,  quel  qùo  soifx,  “ 

. y ' - A ^ . '■ 

' Ar- 


V * _•  t •*  * •*  é •***.  ^ 

. M.  * . . ^ ^ - -.  ..  • tf  • 


< .' 


. i • . 

O 


• *.ir 

, *■*•>  I * ^•'^.9  , '"•*■,  "^V 

DES  ÇACU4£5  COMMiNSÜBABIXa.  ' 


•■■y 


I 


' faisoD.i^  = I pii  vienl* 

'.*■''•  . :•  . . . 

.1 -f  P-{.Q-f-...^.  T4-U  = (i  -.<I)(^+l^^-..,+  'r,^-U')<  . ■ 


■y 


> 

'i 


le  ^„d  membre  de  oette  égalité  est  un  nonTbre  enHer , donc  il’  * ' 
doU  en  être  de  même  du  premier  membre;  ai  n»ia  étant  un  nombre  t ' 

entier  positif  ou  négatif,  ne  peut  être  racine  ^ qu’autant  què 
1 — a dit>Ue  U résultat  de  la  subaûtulion  de  -f  i dans  la 


proposée. 

On  prouverait  de  même,  en  faisant  x=n—i,  que  ~ i a . i 

doit  dioieer  le  résultat  Je  la  suf^stitution  de  — t-,  d’où  résulte  , * •*  ^ ^ 

li^  règle  suivante:  ‘ ■■  ■.  *,,  .j|| 

• ; "jubstÛue,  suocessioement  + t e\.  — i dans  la  proposée,  et  . , 

. désigné*  par  M et  M' les  valeurs  numériques  des  résultats  de-  v ‘ À 

• -.cette  double  substitution.  • . ' ‘ , . • ' . | 

; (.Si  l’un  des  résultats  était  o,  auquel  cas+  , ou  --  rscrâit  ' J 

• Wine , il  faudrait  commencer  par  supprimer  ç^'tte  racine  daOs*^  . * ' V' 

^fa  proposée,  avant  d’appliquer  la  i-èglel)  ’■  ‘ Û».’  ' ' ^ 

•foutdivUeur  positif  du  dernier  terme  yui,diniidné  de  i, 

• diome  pas  M;ét  qui,  augmenté  de  1,  ne.dMsépas  M',doit  5 

• ,•  être  re/êU.  ■■■  ' * : T 

; négatif  dont  la  vaUurnurnirique,  aug-  . 

: divise  pas  M,  et  diminuée  de  1,  ne  divise  pas 

n , doit  être  rejeté.  ’ Jt  ÎP 

.•••  -AI^#k>)A  a .1  A»t 


.Afin  de  mettt^  plus  facilement  en  évidencfe  ce^deux  carac- 

>!'#»«  «pAT/^IltevAvt  — s.  .1  » • . * . « - a 1 ^ "**■  ; 


* • « . ! 


i — «.viu^iiwc  carac- 

^ tères  d exclusion , on  peut  décomposer  d’abord  les’ deux  résul- 
, • tats  M et  M'dans  leurs  diviseurs  {Arith.,  n®  i48). 

„ pour  exemple,  proposé  de  déterminer  les  racines  com- 

, . m^epsurables  de  l’é^^tion  x»-5r3_3'7i-4-É57ar-36o=o.  - ’ -V'  v - 

'•«  ' ' . * **  ‘ V 


r ^ If  lî^itesupérieare  des  racines  positives  de  œlte  4^  ’ V ; . 

3 H -4-  I nt»  .^R  Tk'xvwA^.t.»  ,'ic  . c-  m,  ^ ' 3fi<>\  *A*  ^ / 


f)  . • • ' 

^ 3IJ-3-  I 0^38, parcequc257x^36o  revient i a57fx-5r.li^^  ':-e 

1 257/’  ; 


■■  in 


4- 


i 


• . N V . • M < • ■ r 

•r%  • r**  V ‘f 


k ; _ . - » * 

.•  • . - V 

P , *> ..s. 


üt^w-  c.;-  r*S  i,  tIÉ'x *• 


■pn 


L..  •.  V 


' * -* 


- 1 
• (J 


'>  ■ 


't  i Ik  ■* 

T. 


I 


■•  ' 'A-h^y 


.,.  *.i 
• 5o6 


V > 


> , * MériioDr. 


M..* 

• t ; 

'•#  ' 

• > 

* ^ 

V 


la  Kinîfe  •S|>(‘rieure  des  négadves  c<t — ■ l(^  -f-|/36o)  ou,—  20 
'Les  diviseiigs  de  360,  que  l’on  ^pit  soumtfttre  aux  épreuves  île 
> la'mctiiéde  du  n°^34,4ont  donc  J !■ 


t 


• » fZ‘  .*  «V»  • 

. a,.  3,  4>  6,  8,-9,  10,  12,  i5,  18,  20,  24,  3o^  36,  • 

^ a,— 3,-p4,— 5,— 6,— 8, — 9,_io,  — 12,— 15,— i8i  • 

^ le  résultat  de  la  substitution  de -fr  i dans  la  proposée  est , en  • •' 

. , ■ flftspnt  abstraction  du  signe,  i44  ou  2*. 3*^  le  résultat^de  la"f 

. sulwtitution  de  — i est  648  ou  2’ . 3L  ' **  / • 

■ b’  f^ela  posé,  passons  d^bord  en  revue  les  divlsears  positifs,  à 

i‘,  partir  d*6o  qui  est  le  plus  grand.  '' 

" J ^6 — 1 ou  35=  7 X 5,^  n§  divise  pas  i44>  qui  est  égal  à 
. 1 • a*.3*;  ainsi  36  doit  être  reje^éi  ^ _ 

» ' . ^ Pu  rejettera , par  la  même  raison,  3o,  24 > *5,  la.  ' . 

J,*  < ' . ip  — I ou  g divise  i44>  *u®i*  JO  +.1  ou  ne  divise  p.is  . , 

■ ■ . ÿ r . ' ^4®»  <^ui  est  égal  à 2*,  3^j  ainsi  10  doit  être  rejeté. 

V - ^On  reconnaîtra  encore  que  9,  8,  6,  4 doivent  être  rejetés; 

, ! . _c’est-à-dire  que  les"  seuls  diviseurs  positifs  , qui  satisfont  à la  , 

■ sont'S,  3 et  2’.  / ' 

* \ ' Quant  au<  diviseurs  négatifs,  i8-|-i  ou  19,  nè  divise  pas  ^ . 

*►  * . /.  144 > ainsi  s8  doit  être  rejeté.  ' » - * 

i6  4*  I ou  16  divise  i44î  tuais  i5— i ou  i4/Ue  divise  pas  '{’l 


II/. 

i 'ji  >*,  . ■ 648;  donc — 1 5 doit  être  rejeté. 

! *’  i On  reconnaitràit  pareillement  que — 12, — 10, — gi^8, — 6, — 4 ‘ 

doivent  être  l'cjetés.  Ainsi,  l’on  ne  doit  soumettre  aux  épreuves  ^ 


de. la  niétbodedu  n.“'334,  que  les  diviseurs— -5,  — 3'et  — îti‘ 
Reprenons  inaihteuant  l’équation'  '' 

-iA  - . ■ ■ , 

•'  ' ' T*  — — 37X*  4"  257X— 360=0, 


t / I 
..Vf  ,■ 


'V, 


/.  . ...  ■ ’ otvoyonsquelssontccux  de8diviseurs-j-5,4-.3,4i,— 2,-^,— ;5’ 

^ . f , •’^u»  la  vérifient  " . ’ 

.■  i'.  . • ’ 


. r 

I ^ •• 


- 


i* 


V' 

i 


.V 


♦ * 


K'*,  ■ - • ^ 

” • » ■ ■ 
UES.  BJiCiNBH  .COMHBNSUA4B1.es J 


.•  < 


. 

> + 


5,  + 3,  4- 


■.,•■  iji,’ ’*— 7-120,  — i8o,  r8o,%+-,*2o,  + 72 

' i85,  4-  137,  4-  77.  4-  4’37»  T ^77*  4-  329 

' 37 , ■ 4-  , » , , . . ' » , , n , » 


' * » • 


5 ’j' 


'*4 


O".  4- 
o.  4- 
5,  '4- 
> » + 


t' 
}>  . 


'iT 

'’k' 


\ 


^ . i 


f ^ il 

• • 

•d 

''  ’fl 

* * ' 4i 

« .■  -y 


. • le  ^viseur  5 est  lc,seul  qui^cmplUse  toutes  les  coiiJilinu^ , '4**  ' 

qii  soit  par  conséquent  im;/^  de.l-’éqiiation.  n ‘ ^ 

; Biv  cOecluant  U clivîsYon  de  la-  proposée  par  x — 5.  on  •'.  j ;f 

^trouve  P<W  résultat , tc^  r->  37X -t- 72  ==  ©T'cquallon  (|ui  ri’a  '“f  ÿ- ^ ^ 
plus  <|ue  erel  racines  incommensurables.  ^ 


' ‘l^« 

♦'Voici  dd<j|duVeâu^  exercice^i^'  > 

xi  4"  25.C  — Æ I = O-  „ 

■iO;  . (-r 

ajfl-  1 5x*  — l'ç 
C3i-' 

3*^,  9 f' 4-  3o  c*  -f-  22^  I q.ç''  -f-  1 7,r’  — 20  x 4-  4 ps 
C^'4-  (3x  lÿ  (X-  4-  I ) = 0. 


' .'I  . * •'  * '•  î 

ir‘— •5^4-25.c-^i  =0.  „ •>  ‘ '.  >« 

-«> 3). (X* ^sr-r 7)==  O.  . . ^ r 1 

i'9D>  4-éx^-f  i5i^‘—  i9t4-Gi=&.  «’?-*  /-  î 

î I-  r-  2),(5r-i^  3)  ^7'4-  1)  = O.  ' •,.. . : V'  ; ,,,4 

^ -f-  22X*  + I (xç"'  -f-  1 7,r’  — 20  X 4-  4 " • ' • ♦.  * ^ ‘ 


Il  des  équations  de  degré  supérieur,  et  qui,  par  leur  nature, 
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608 

*4  . 
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* !• 

‘ -r  > 

' . ' 


<•  !'  ■ 


ï«j- 
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‘ ^ * '•  • « 
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J MÉTHODE  '*  ^ /,  •*  ,;  , ■ . • 

J^^'Ddsignôns  par  x la  ha»»  inconnue;  a,  , 3^"* 

ïeprésenler.oflt les  videurs  relative?‘«les  chin’rcs  a-,  4-»  0»a  et  3’. 

(lu  nombre  3ao4a;  ainsi , l\}n  aura  réquatiou  ,•■  ..  / •' 

•”7  ' . * -,  ' 

3x»  + ax’  + o.V  +\^4^  + à = ai47 , ' , • * 
o&bien  3x‘  + H“  ‘4-*^  ~ ^*4^-  Tir. 

* -•  * .»  i i 4 . C • \ 

^ V * ' * ^ ^ ^,4  • • 

• *a  résoudre  en  nombres. entiers  et  positifs,  çae*  d(ût  piu* 

,.  fa-n.-Uorc,  un  nombre  aàticr^bsulu, 

*.  Or , pqu^'peù  qu’on  r(jfléchis$e  sur  U méthodees  poséq  n®  334,-,’ 

. ]K)ur  prouver  les  raeines  entières' d’une  équâtion  dont  jle  (XiOlli- 

• tSent  du  premier  ternie  i^st  Pûnité,  on  Terra  qu’elle  estégalcj- 

incht  applicable  au  cas  où  le  (xieflièlent  du  premier  terme  est 
nn  nombre  entier  quelconque;  la  seule  sÿl’éq (talion  '•  • 

est,  par  exemple,  de  la  forme  * ‘ s 

’ax”  + Px"-'  + Qx"^-*  4^ . ...  + Sx*  + Tx  +U  = O , 

• *•  • . . ' :0  ' » ‘ ’ 

..«•sS  çuej  lorsqu’on  éit  parvenu  à la  derrière  des  conditions  que  ■ ^ 
comporte  la  métho^j  U résultat,  au  lieu  d’être  égal  à ‘ — i,'*  ' 

H doit  être  ^al  a — A.  ' . r ' ‘ 

On  peut  d’ailleui^  recounait'refexactitudedo'cçlte  assert!^, 
en  reprenant  les  mêmes  transformations  et  les  mêmes  raison- 
nêmens  que  ceux  qui  ont  été  faits  ü®  334.  V ! !>' ' ’ 

• Ainsi, pour  trouTer  les  racines  com/nensdfdi^sTm/ièresd’iinq  . _ 

‘ ® équation  ‘dont  le  premier  'terme  a un  oocfiicmnt  différent  <lê  *' 

l*unîté,  il  n’est  pas  necessaire  d’opérer  la  disparition  de  cé  _ ^ 
cueOiclent , opératlon  q'ui  (n®  280)  a l'iuconvénlcnt  de  coiiduii^'  • 
t â une  équation  dont  les  coefiieiens  sont  très  grands.  . - " ■ 

. ^D’après  cela,  rccT)érchon>  les  racines  entières  de  l’(k]uatioa  , • 


Y • . 


3x^  -H  + 4^  — a 1 45  .=  01 


eh 


- ”■  La  limite  supérieure  des  ràcines  positives  est  (n®  Saa)  * i 


I + v/ai45=  1 +7  = 8, 


. 


F 

; 

4 


t 

f 


i)i^'Rici)i»l  ,roM>rcNnmABi«9. 


Le  seul  iio^bcc 6 donne  pour  dernier  résûllnt,  —3,  ou  le 
cü«flicîeiil  du  premier  terme,  pris  en  signe  coiitrairç  j,  ainsi 
■%est  la  Jwse  du  système  tlicrclié. 

/ JEn  effet,  32o4^,  <^cit  dans  lé  sylk:me  équivaut  ' 

à”.;: ....:^^X%-L2X5'+o?^5*4-4x5  + 2,'^-  . 

ou  vffecluant,  3x625+a^254-4^5  + a=a:2i 47,  dans  le.  , 
sy;itume  décimal.  '■  / 

Ort  pent/'exercer  snr  les  exemptés  suivans  : ^ ' 

,1?.  DilerminerlabaBttduaystèihedtnumiratiçndansUqtul 
7829  (système  déîin^l)  est  représentépar  55èi  ^sy^tème  cher- 

ilièy  [T,=o^se.]  , ,>  'V:- i 'V  ' 

- 2“.  La  base  du-'^stème  doits  lequel  81 479  (système  tlécinial)  » - 
«*/ ?e^r«?se/i/é /jar  456356  (sy'stënie  cherché)  [x  = srp/.] 

. 338.  Recherche  des  diviseurs  commens arables  du  second  degré  ■ * 

d’une  équation.  Observaliotis  préliminaires.  ^ 

. La  méthode  des  racines  commensurables,  exposée  11°  334, 

• 'est  nnssi  appelée  méthode  des  diviseurs-'  commenaurahle^  du  . 
premier  iefft,  parce  que',  conni^ssant  iu>e  racine  colnmensu- 
fabie.'erftière  ou  fractionnaire,  le  premier  membre  de  l’éqna- 
.t»on  est  (n®  a5i)  divisible  exactement  par  le  facteur  du  premier 
degré  en  -x , c4rre<pondanlp  cette  racine;  et  les  coeSieieits  de 
cé  facteur  sont^cessàireroent  çoniniensu râbles  euyinéines.  . • 

*y  IxrrSqq^iM»e  équ^ion  iiumériqtiç  est  débarrassée  de  scs  _divi- 
V senrs  çoiumeustirqïdes  du  premier  deg^,  réqiiation  résultante  . 
ne  realfenne  plus’  que  des  racines  mconimensurablesj  réelles* 
conçoit  que  plusieurs  des  facteurs  du 


du  imi^baires; 


•r 

i 


1 


*•  r • ^ • . > - ; 4.  ^ * . . • - 

’ ' ■ • •'  ’ . ■ ' ^ > ±L  ■'■  * ' * ' i ' 

. » .»  . • V : ►•, 

••  ■ /.  » • V.V  ; ^ Y • >,  *•;  ^ . • 

6io  niiCTHRRcaft  nfiü  mvisKOfs  0u  p^xwfis  * >• 


t pi-finilcr  «Ifgrc  qui  corrosponilciit  à raéines,  quoique  ayant 
Hes  cocfliciens  incommensurable*,  peuvent  forl  J>iè'n  par  leur  ï 
■ . coin  1)1  naison  <lcu\  à deux,  deinner  naissanc&à  «le?  produits 
Il  dont  les  cq^Beiciis  soient  rationnels-,  c’est  aiiv>L(|ue  x' — y/3, 

'■*'  multiplié  par  donne  pour  produit,-, 5“  — 3A  • „ 

Qcniéme,  • - • 


-f 


I. 

* t 


t 

V ' 


G»  --- « (i— I — V/^}=-a:‘~  ix4-6.  • 

■'K  .1  * 

Or,  siJ:oi?atra»t  quelque  iiipyt^n  de  décuiiVrrr  dans  une«i<^ua> 

‘ tuux,  commtnsui abîes  du  second dçgrt^eo  lesé}^ltl?nt 

î o',  en  pji  déduirait  des  racines  de  l’équation  proposée,  bt , da  • 
]fliiSÿOn  le»  obtîen«lrai{  în>us  leur  réritalde  forme.  '' 

Noua  allons  voir  comment  les  priqp^ic*'  de  l’élira niation  et' 
la  métliode  (lu  nt  334  conduisent  à. ce  Imt.  * . 


.33^  Soit  X = o ujfe  équation  déli^rrassée.  de* ses  diviseurs 
conimensurahles  dil^’ftrémier. degré. 

^’.liésignoni  par  x* -fi  7 l’un  quelconque-*rlb8  diviseurs  ' 
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du  second  degré  de  X;  p et  7 sont  dénis  indéterminées  doiH' il 
faut  lâchiîr' d’obtenir  les  valeurs  , en  nomkres  çomrw/ieur/ibleis , • ’ 
s’il  est  possilde."^  . . ^ ...  ' , _ . i'  ' 

Pour  eela,  divieonspi  par  x*-bpx-+-«|^  et  concet'ons  que 
Vannait  pouàsé-  Vopiration  jusqufp.  ce  qu'on  soit  parvenu  à/ 
un  resU  du  preniier  degté  en  x,  dteM forme  .Mx  +N.,  M et,  N 
étant  des  indéterminées  fonSVîons  de  p et  de  7.  En'  égalant  ce 
reste  à o,  on  établira  la  condition  que  x*  +/jx  + 7 devienne, 
diviseur  exact  de  X;  d’ailleurs,  ccUe  division  doit  se  Taire, in-‘,  ' 
dépéfidaininent  de  toute  valeur  particulière  atlribuéi? 'à  x‘; 
donc,  en  vertu  du  principe  11“  188  sur  le?  équations  iden- 
tiques, ,/'é7»r/tto;{  Mx-}-N  se  partagera  nùccsaairemenX  en 
deux  autres  • ■ 1“  ‘ , 


* t,  • 

M=o,vJN=o,  oubicn,.  i"(p,  q)=o.f  :f'(p^  qX=o^ 

•c 

Cela  posé,. la  question  sera  ramenée  à troiüPer  (On  ifombres 
commensurables  ) tous  le»  systqfncs  de  valeurs  de  p et  «y  pro- 


pres à vérilicr  ces  deux  équations. 
• 1>  ' 
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rabUa  du 


RKAlBBCaE  l)ES  BAÇ'lNB»  INC<<KU|^SVli ABlÊs.  - 5ll 
oh  commencera  par  fprmer,  d’apr^  Ics.Jbctln^es  connues, 
V rjiidtion  finale  en  p , â laquelle  on,  appliquera  la  méthode 
dea  racinea  commenaurablea  Aprt^dvoir  obtenu  toutéa 

les  vàleuri  rationnelles  de  p,  on  les  eùÜstitUera  (n“  285)  dans 
le-  reste  du  premier  degré  par  rapport  à q , lequel  reste , égalé 
ensuite  à o,  donnera  les  valeurs  rationnelles  de  q,  correspon- 
dantes aux  valeurs  de  p déjà  trouvées.  Enfin,  on  substituera 
chacun^^'’iystènies'de  valeurs  de  p et  q dans  le  trinôme 
' q i Cr  qui  donnera  autant  de,  diviseurs  commej^u- 
second  degré.  ’ 

11  est  évident  qne  ^équation  ^ale.  cbp  doit  étEç  d’un  degré 

marqué  par  m , nt  élnnVje  degré  de  l'équntion,  puis- 

<jue  l’expression  d?un  n«)ni})reiotal  des  diviseurs  coniineii- 
surables  ou  incomnTchsuraljles  du  .second  degré.  D’après  cela, 
on  peut  juger  combien  cette  méthode,  facile  en  tliéorie,  est 
compliquée  dans  la  pratique.  Aussi  l’usage  eu  esl-il  peu  fré- 
quent. / ; • ; , 

On  Toit  assez,  ce  qu’il  faudrait  faire  pour  obtenir  les  divi- 
/neurs  co'mmensiirables  du  3““',  . . degrp-,  mais  ces  der- 

nières quqstiuna  ne  sont^|^cune  utilité  (*). 


§ iU  .'Recherche  des  Racines  réelles  incommensurables. 

■ - ' ••  '/  ■ • . ■ ' 

340.  Lorsqu'on  a débarrassé  une  équation  de  tous  les  diviseurs 
•lu  premier  degré  qui  correspondent  à ses  racines  cominensu- 
rables,  l’équatidn  résultant^  contient  encore  des  racinea  inconi- 
mcrisurabii^j  réelles  ou  imaginaires.  . . , 

,^Ln  véritable  forme  des  racines  réelles  incommensurables 
d’une  équat^pn  cFun  dcgi-é  quelconque  refera  inconnue,  taut 
’qiToo  u’aura^ÿai  clc  méthode  générale  pour  réqpudrc  le.s  équa— 
, tions  de  (|egré  supérieur.  Mais  stl.i  détermination  de  leur 


(*>  Daoi  la  noie  placée  & la  fin  del'ooViJUjfr,  noiu^pm  propc 
qmjqnca.niou  snr  la  tleqomposilion  d’qn  pol/noue  riftionncl  ef 
concjne  ea  MS  facleaiT  premiers.  • t . 


noiishapus  pmposoniile  dire 
enqtr  quel- 


REaisnCIlE  UE5  RACINEü  rNCOMltSNSUR^ri^»*. 

rnniic  Cft  encore  un  problème râ>ot)dtV>  >1  n’en  est  pas  aiosi 

etc  la  valeur  numérique  de  châcanc  de  ces  faciocs.  £a  eflet,'il 

existe  des  méthodeir  pour  obtoair  ces  valeurs  arec  toutie  degré 

il’approximatioo  qu’oo  peut  désirer.  ' , -f- 

V Pour  plus  de  simpUeilé , nCurSlviserons  cette  thébrie  en  deux 

parties  : ! . > ■ . . 

r 

Dam  la  première,  nous  ‘supposerons  que  fa  proposée  soit 
telle,  que  la  difiTérence  entre  deux  quelconques  des  racines 
rénales  soit  plus  grande  que  l’unité;  et,  dans  Ia  seconde,  que 
quelques-unes  de  ces  dilTéreacet  ppissent  être  plus  petites' que 
l’unité.  J 

Première  partie.  Cas  où , ü^dijférettce  entre  deux  ratines 
réelles  qitelconques  est  plus  grande  que  Inanité t ' ~ . 

[Nous  admettrons  encore ÿiffans  tout  céqui  va  suivre,  que  l’on 
J ail  déterminé  les  limites  -4“  L d — I/,  les  plus  l'csscrrées  possi* 
blés,  soit  par  la  méthode  des  décompositions  (n*  3x3),  soit 
par  la  méthode  de  Newton  ( n®^324)*3  * 

34 1.  Chacune  des  racines  incomraënsurables  étant  nécessai- 
rement composée  r^utu  partiet entière  quelquefois' 

être  o)  et  d'une  partie  plus  petffo  que  l'unité,  le  premier 
objet  dont  nous  avons  à nous  occuper  consiste  à détrâminèr  la 
partie  entière  de  chaque  racine.' 

Pour  cela-,  U faut  sabstitiur  àlapUfCe  de  x,  dans  l’équa- 
tion, la  suite,  naturelle  des  nombres  i , 2,3...,  et  — 1 1 
— 2,  — 3'. . . , compris  entre  •^'L  et  — L'.  Comme  entre  deux 
nombres  substitués  qui  donnent  deux  résultats  de  signes  çon- 
Iraires,  il  doit  (n®  3i8)  exister  an  moins  une  racine  réelle, 
il  s’ensuit  que  cTiaqxle  couple  de  nombres  doitnant  dhs  résullffts- 
de  signes  contraires,  comprendra  une  rqeine  réelle,  et  n'frl-^ 
comprendra  qu’urte,  puisque,  par  hypothèse,  ,le»*Vaoincs  onl^ 
eiilçe  elles  une  différence  p^u^grande  que  l’uullé.  D’ailleurs,, 
la  partie  entière  de  la  racme  compri.se  sera  le  plu^ctit 
deux  nônibres  substitués.  • ' • »■? 

Cela  posé,  il  pourra  arrivej-  deux  cas':  ouMen , l’on' ob- 
tiendra par  ccs<Kffé»^.“Utcs%idJslitulions,  autant  /if  cban^inens , 

■ I î • 

r • ••  •' 
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f/e  signe  (ou  tic  couples  de  rés^^tâts  de  sig^M  *intra:reV>Va^,V 
jr,a  d tantes  dans  le  ^e^rè  de  l'équation;  auquel  ,çn4^  On - 
pourra  conclure  que  toutes  les  racitus  sont  réelles.  Ou  le 
nom!.re  dés  cl.ani;c.uens  de  sig.ie  sjja  moindre  que  le  dee^c 
de  Véqnqlîon,  et,  dans  ce  cas,. Il  y"a*ùrâ  autant  de  racines 
réelles  que  dp  cbangenicns  de  signe;  les  autres  racines  seront  ‘ 
imaginaires.  Dans-  les.  deux  cas,  celte  métiiode  de  substitution 
fera  connaître  la /Jar/ie  entière  de  cbacUne  des  racines  réelles 
de  la  propo.^ée.  ,,  -es 

• Il  rfcsle  m'aiûlenanl  à déterminer  la  pÀr Lie.  plus  peHte  nue 

l’unité.  , . ■ 7 S J' A 

• ^\'y-..^/éllwde  d’approxitntf^p.,de  Lagrange.  • f 
Soit  X = o une  équation  dont  toutes  les  racine»  réelles  ont 

line  partie  entière  différente, ^iio  l’on  suppose  avoir  été  déjà 
détëriniiiée.  . • ' 

Désignou»  par  a et  a + i deu^^némbres  entiers' conséàtifs 
qui  couipi^nnent  l’une  d’elles  ; lq  nombre  a exprime  la  parlife 
eutici  e de  cette  racine.  ' , ' 

Pour  obtenir, la, partie  plus  petite  que  J’unilé,  faisons  ’^ns^ 
Téoualion  X = o,  ou  * 

, / r ^ 

a;"+PA"-t  + Qx“-*4....+  Tx  + Ui=o,  ^x  = a+i- 

^ • y* 

il  en  résulte  la  traiisfaviucc  - 


. ^ 


• T 2 


• 1 = O.' 


C Po|^-’'^^|^ir  celte  transformée , on  ccmmencc  par-  reiii- 
lacerjÆ  par  a + u,  ce  qui  donne  ( n“  278)  ’ sa 

■ 


7J  ■ • . > 

■ 

X'  dé^gnant  ce  que  devient-X,  lorsqu’on  y met  a pour  x,  et 
r,  Z',.. , étant  des  polynômes  dérivés  de  X'  d’après  la  loi  établie 

n-*  2j8;  puis  on  rcmcl  pour  »,  et  l’on'cbasse  les  dénotrtî- 
nateurs.]  . 

. ■ ^33 


,u 


5)4*  i^TiroDK  DE 

_ Ap()olons,  pJus  <k!  f^m\ilicité , Y — o cette  cqü.nlion 
tran^o^éc,  laquelle  eal  de  ni^ine  degr^que  la  proposée,  et  qui 

n pa^  sôttséquent  m raeîaes.  Puisque  la  rélatioii  x = a 4*'^  i 

^ ■ • **/'  • ^ 
doit  donner  toutes  lés  valeur|  de  x , connaissan't  les  valeurs  ‘ 

de  _y,  4V*i  P*>^  li3'potlièse , a et  a -f-  i comprennent  une- 

çÿciiic  réelle  et  n’eu  comprennent  qu’une'^  seule,  il  faut  néces- 

sniropient,que  - ait' une  seule  de  ses  m valei^s , positive  et 

- y 

pTns  petite  que  i ; ce  qui  exige  que  l’une  des  ni  Valeul-s  de  y 
soîl  .^iosfii^e  cl  plus' grande  que  t , de  plus,  qu’j7  n" y en  ail 
fju'ane  vetfle  de  celle  espèce;  autrement,  çe  seratt  suppoSer'qiie 
a ét  a 4-  I comprendraient  plus  d’une  valeur  de  x, 

61  donc,  dans  l’équation  Y=f  o,  on  substitue  la  série  ,des 
iiOmbi;es  entiers  i,  2,  3.  ort  certain  d’obtenir  tét»on 
tard'-uu  ebangeraent  de  signé  ; étalés  deux  nombres  qui  pro— 
diiirmt  ce  changement  dcvsig^q,  comprendront  la’ valeur  de. 
^'cliercliée  , ' ■ . , • \ 

■ • 2|^eut.^  et  64"  ' ces  deux  nombres,  on  fera  dans  Y = o, 

-_y  = 6 4-  ~<i  ce  qui  donnera  une  nouvelle  tran^fornice  Y,=ro 
« ' » • * . 
(que  l’on  obtiendra  par  le  moyen  indiqué  ci-dessus)  ; et  celle 
crpiation  aura  encore  une  seule  racine  réelle  positifé,  plus 
grande  que  i , <jui  sera  mise  en  ciidence  par  la  substitution 
des  tioiiibres  entiers  i , 2,  3. . . . dans  Y,  = o. 

Soirnl  c- + r li’s  nombres  consécutifs  tlù 

pvodnire  un  cbangement  de  signe,  comprennent  Ya  valeur  de  , 

y'  -,  on  fera  encore  dans  l’éqoation  Y,  =o,  y'^  c 4*  ~4;  ce 
^ ^ y 

qurï^rtntiera  la  transformée  Y,  = o , ayant  urfe  seul^raciiie 
réelle  pdsiiii'e  plus  grande  que  l.  ' 

Soient  d ct'd  4-  I les  deux  nombres  qui  la  comprennent;  on 

pqsera  de  nouveau  .y'  z=  d -fr  s , et  l’on  continuera  ccMc 

i 

suite  de  tranfunuatioiis  aussi  loin  que  Ifn  voiRlra. 
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Y U^pprodious  luainteuani  Içs  relations 
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à l’éqnaUon 


pites  supéricui'cs  clrâ  racipes  positgies 
le  il  est  lacil^^de 

Afr  t’équalionf'  IJ^K 


il  vient 


Coiiiin^on  oBnënt.j^ (roM  çl^ge'mens 
que  l'fquatiun  a ses  racines  réelles;  savoir,  uni^ jkSîlU’e 

çduiprise  entre  2 et  3^  et  deux  nègMli>es  comprises  entre  o'et 
— I , puis  entre  — 1 et  » 3.  ' ' ■'  ‘ 
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/*  ' ’ * " ■ ■ . , 

< - Pçpupons- nous  premièrement  de  la  Talenr  posttWe  cota{>rue 

• ' ' entre  2 et  3.  '9  . 


^(Mous.,dans  l’iiq^tlon  (i|^,  ^x  = 24-“>  il  en  résidtc  une  . • ' 
ôqiiatl^^^  lâ'É^c 


liSp.  , 

.^3nnrfa.fli«cUe  on  a 278)  • 

, X'=k  (2)V-  5(2)-  - 3 =,';^-5, 

Y'=  â(2)‘-.5^7, 

: 1=^(2)=^'  ; 

-“A:-.*,  ■ • 


Z' 


2.3 


= 1 


X- . 


ce  qui  Jdnnc,  par  la  sul^tution  et  après  V cliangemôn't  3^*  ' , 

iigiiès,  ►.  , ^ ^ 

I^aisiiiit  da^^nfette  équation  ^ =.i , 2,  3,'. . . , oiî, trouvé  pour  '*: 


>'  • ÿ' 


3(wic  jPTff^i^ÉHfliH^'^trde'jy-est  comprise  OBynÿ2t|J^3^ 
J^^Posona  ciaMl’cqualion  (a)  , j'  = 2-f-  } il  en-^éspille 

■L  Zà  > ‘ ^'4  •••■  ■ ^ ' 


4 ••■ 

V . . V 


* V^)I^SiAnf..%=  â(i^*  w;- 6w - 1 = - 1, 
• . ■•■-.?..•  .■  . . 


-V»,..-  ••  •^i' 

•2.3“*’ 
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çc  qui  donne  par  la  substitution, 

Comme  cette  équatiqn^revient  à ' 


yV'rraô)  — aSy— 5==o,  >*  ;'■ 

* * ^ * * 
il  eAJtsiâ||iMe  toute  valeui*^  us  petite  que  26 , snbstH««e  pou  v 

yTSÇnrfSTj^ji^tat  nfe  .V,  ; 

_ . Mais  ^ Pon  poïa^y  = r^jislte  .»—  6o3-^  , 

= 37  . ...  4.  + V»,  , 

® 

d’oiè  l’im  itoil  que  y est  coqjjTM  ti&Me2&>et  • 

•r  '**  1^'rî  ' ■'  ' 

, > .posons  donc  dans  VétiAfiàir'(3) J y=*  ‘ 

■ * - - ' . 'V" 

• ■;'  1 ■;  ?.>jyr  ■ '^v“'  . * '.  ':*• 

’da\jp  laquelle  i6{a^*’—!-23(28) — Sis— 6b3*„ 

r >Y"  = 5^(26)  ^ 23  V 

• • . . Z*  " 


»,  A 

1 • . . 


•.  ÎTi 


*.  ->*  ■ ■ ■ , •■ 


cequi  donnc^^^^^^^^^|gsformée  ^ 

•,  Comme  j'*  = i , donne  pSsir  résnUlit  — 

' et  y = 2.  . . . ^.  -.  +-2I07,  • 

■ ' . ' ‘ ‘ ' ' 

Jl  s’ensuit  que  ji*  est  comprîs<ntre  1 et  2.  * wj^* 

Posons  de  nom-cût»  dans  l’i^tfllton  + T , on 
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. 7i?  « v*^ 

r»Jt%  ,1  ^ -I  y 


+rf+  Tf  Aïif  ',•.. 

^*ins  laquelle  ' '»  • ■ •'  • 


l 

■>v- 


I ■ 


■•f'  ¥'''^  = 1809(1)*  — j3o6(i)'  — '5a  = 45t^  m '* 

=i8o9i:i)*-653  =ii56,.  ^ , 

^=fo3_;  „.,,v  ■■  ■ .,  j ■ • , . 

V'  • '*  . ■ ■ % '• 

oe  qni  donnp'Ia  transforlAée' ’ '.'ij^  ' *■  ^ ‘ * • 

t, . ^ roS^.-» — 45i>-* ^ = O,’*  * ; • , • 

-■-bien,  ■ >'"‘(io3j^*  — 45i)^»i5^*-^^3^ 


«»11  est  facile  de  reconnaître  que  la  -vale 
eÇtre^et  6^  en  sorte  ^ue,'«i  l'on  valait’ 

il  faudr^t-silplioser 

résultats  déjà -obtenus.  ' ^ 

Les  liquations  * y ^ 


est  comprise 
' ITopérati^nÿ. 

lis.  arrêtons-nous  aux 


l 

« 

I 


'■  f’  'W*'  Aiï  //■’ 

donnent  pèuTjftTalbur  de  x,  • - *«*  .ts  ..  . 

26 -i- 


(jséonÜTMde  cette  fraction  oonlinue  étant' 

' »i  .5  -ioT  847  . **  > •’ 

” - -A  ■' 
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on  piAi^renJre  la  dernière  pour  la  valeur  approchée  de  ^ v 

Verreur  ^ommisé  est  {Jrit/hj  n"  174)  moindre  que  , ou... 


10700^1 


• Onsi  l’oiî  réduit  en  décinial^^  et  que  l’on  pousse  l’opcra- 

Oiuu  jus(|u’aus  100000^**"  inclusiveiqWnt , on  trouve  2,49085, 
qui  est  ceu*^  représenter  la  valeur  de  xa  0,00001  près. 

Cettc%Ba(ti^e.st  trop  faible  deux  raisons,  premièrement, 

parce  qSftrtduite  est  de  rang  impair;  en  second  lieu, 

parœ  que  2;49<>^  est  ellc-inème  une  fanion  plus  petite  que 


817 


rcÀ'  **  4“''^  y avojt  lieu  a aU'gmeutcr  le' dernier 

da»  . .. 


chiffres  d’une  unité.  , 

• 'En'^ffet'  yi-^’.(ta  siibétitiie  2,49<>85.et  a,49<t8()  dans  la  pro- 
posée, on  trouve  deux  résultats  'négatijÿ;  ce  qui  profite  q]ie 
la  raefn^ cherchée  ne  peut  être  comprise  entre  ce*  deux  nom- 
^hres.  Mais  Comme  en  substituant  2, 49087, ^on  obtient  un  ré- 
sultat |>ositif,  il.  s’enstiit  que  x 'est  coinptjà  entre  2', 1(9086  et 
3^9087.  Donc  enbn  ,3,49081^  ulpriaie.la  v^ur  dé  x,  à. 0,00001 
près.  ■ . ' 1'  ' • ■ ^ ' 

, 344-  Pas$on.s  à la  déteminatioa  des  valeurs  tfCgatives.  ^ . . 

Pour  plus  de 'simplicité'^  chaag^on^^c  en  — jq  dans  la  propo- 
sée’x^ 5x -r- 3 = o ; il  viimt . 

— x^ -4-j|,c  — 3=  O,  ou  bien,  r’. — 5x-f-3=o,  ^ 

«quatki,u  (loiit  lesraçines  positives,  prisea  avec  le  signe — , se- 
roid  les'  racines  négatives  de  la  proposée.  Aihsi , la  question 
est  ramenée  à détermintr  les  racines  positives  de  la  nouvellé 
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34^.’  Méthode  de  Nett>ton.  Il  esistc-pne  autre  piéUi^de^’ap- 
proxiination  , qui'  a purent  ravantage,  de  donner  d^ppproxi- 
inations  .pTus  raH»  . ^ • • • 

Pour  ch  doi\ncpnnÇ  première  îJéc  et  la  faire  i^iprpndre 
plus  facilemc'iit,  noirs  fcprendrons  l’équation  particulières  . . . 

— 3 = 0,  dr^toous  n^s  |iroposeroqi^dn  déterminer 
la  racine  con^rise  en(rc  a et  ‘ • . • •■ 

La  racine  chcrch^Cflant  co'flfjrïiéfi entre  Z'et  "^f^l.’faut 
tâcher  de  resserreV'cesl&eux  limite*^  poup  çela» •considérons 

le  mojénaA^e^-^  ôtiJjjS  et  isubslituons  ce  nouvel  nombre 

dîiis  l'édSon  ' x*  — 5r  — 3 = o ; il  vient  'p<*»r  résiliât 
xaâ.'U’ailleurs,  2 a déjà  donné  pour  résultat  f — 5;  ajnsi 
’)«.  racine  est  comprise  entre  2 et  2,5.  ^ - 

Considérons  un  nouveau  nombre  compris., entre  a XiS; 
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niais  cotnmej^il’api'ès  les. résultats  dtinnés  par  st  et  7,5,  il  est  à ,* 
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substitués  (Kits  la  pro^ée,  donneat  deux-Vésulq^^liesi^nes 
oonti'sircsi-  • ' 
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.346.  Voici , en  quoi  consiste  la  méthode  géncrdië  ♦ 
Soient  P et  fl'. 4-  I deux  ndmbres'qal  üompreîinent  l’uné  des 

racines  de  l’équation  Xp7Q.  . " ■ ■ ' 
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qui  < revient  à .a  = — — — — 

on  peut  négliger  ^tuus  les  termua  aiTübtés  de'^ u*  , u',  û^..., , sans 
erreur, sensible  sur  les- 1 oo"”"  à la  première  opération,  sur  Ic.s 
i*ooo'""".i  la  seconde,  eW.Vï''î''s  cette,  niétliodc  est  quelque- 
fois en  défaut , ai  wi  que  Lagrange  le  prouve  ilans  son  Trailè , 
de  & risolution^es  Equations  numériques.  '’y 

On.  a toutefois  un  nioveii  ist  ^.isaur^r.  Il  la  (in  de  chaque 
opération,  si  la  méthode  a dosll^le  degrp  d’approxfiuatioii 
que  l’on  croyait  devoir  obtenir.  ^ > 

Par  cxeniplc,  pour  recoimaltrc- sj  ^^908  exptime,  la  ra- 
cine pt(silive  de  — 5.C — 3^o,  à — 3t*près , on  substitue 

dan.s  celte  équ|it]Qn  ay^goS.ptiis  2,.f«)o9,  ou  ag{9°7>  suivant  que 
le  resiilt.it  de.iasi/lis.tilytion  dez^49P^ contraire  au 
résultat  dir«l.i  sufetilutintip/dé  3 6u  «fb et  «Wes  déux  nom- 
breé  2,4908  cl  3,4909,  ou  bien  s,  49^>^if49  P7,  ^dQrtneut 
;■  deu\  résultats  de  signes  contraires ,j^^^dou^è  que' 3,4908  ne 

soit  une  valeur  esaolc  à -A—  puèa^aoiL  en  moû^j  soit  en 
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résultat  qui, -ajoilfe  a# A>/!oanc  (en  uq  tenant  conrpLc  <Jue  • 
des  quatre  premier»  dHWs  décimaux),  it  = 2^’93t)5.  ’ 

.Pour  vérifier  céîtt  riflfe/,  Il  faù(  subsfilncr. *,^o5  dans 


Digitized  by  Gdbgl 


RArPROClIXMRN  Ç,  DES  DEUX^  KléïlIODES.  ’Sî.Q 

la  proposée,  ce  qui  donne  — o,ooi38,  résultat  d«  signe 
contraire.il  celui  que  donne  07==  3;  mais  en  substituant.,.',  w 
x=a,goo6,  on  tçouve  +o,ooo54,  qui  est  de. signe  con- 
traire à — o,ooi38.  Donc  2,goo5  exprime  la  valeur  de  x, 
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349.  Rojpprochetnent  de»  deux  méthodes.  La  mélhodcM’ap- 
proximation  de  Lagrange  , quoiqu’en  général  moq^  ex'j^cdi- 
live  que  celle  de  Newton,  a sur  celle-ci  l’avantage  (lèlllànilcr  à 
chaque  opésation  une  approximation  toujours  cerUSn^'  < y 
On  pourrait  même  à la  rigueur  trouver,  p.ir  fa^  ïhéthode 
de  Lagrange,  Us  racines  commensurabUs.  La  fraction  con- 
tinue que  l’on  obtiendrait,  serait  alors  composée  d’un  nombre 
limité  de  fractions  intégr.antes;  c’est-à-dire  qu’en  continuant 
les  opérations  convenablement,  ou  parviendrait  à'i^e‘é(|ua- 
tion  Y(,)^o,  dont  la  racine  positive  plus  ,grande''g[8fc'- 1 
serait  ,ég4^'  à un  nombre  entier;. et  toutes  les'rërftBfes ’c^sc- 
cUtives  étânt  formées,  la  dernière  représenterait  la  vraim^- 
leiir  de  la  racine  cômmensurnblc.  ' ^ 

Ce  moyen  est  sans  contredit  moins  simple  que  I.i  méthode 
exposée  n"  334;  mais  c’est  le  seul  qu’on  pourrait  employer 
si  l’on  ^supposait  que  quelques-nns  des  coçlBciéns  fussent  irra- 
tionnels; car  la  méthode  ordinaire  nest  applicable  qu’aux 
équations  dont  tous  les  cocfllciens  sont  des  nombres  conimeii- 
surables.  ^ ' t 

La  méthqje  dp  Ne^Bn  ne  pourrait  pas  douMer  ces  mêmes 
racineRxaclement > puisque,  d’après  sa  nature,  bn  n’obtient 
les  valeurs,  numériques  dès  racLnes*que  sous  la  forme  dp  frac- 
tions décimales.  ' 

Nou^jobserverons  toute^is  que  l’application  sim^^ée‘i|« 
deux  méthodes  à une  même  équation,  peut  abréger bèaàcoup 
les  calculs.  Ainsi ,'pqr  exemple,  après  avoir  d’abord  employé 
la  méthode  des  fractions  continues,  pour  obtenir  chacune  des 

racines,  " “ cl  meme  a près,- rien  n’empêche  d’avoir' pn- 


34 
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suite  recours  à la  mélbodc  de  Newton,  pour  obtenir  un  plo# 

grapd  deérê  d'approximation.  , 

Enlin  nous  renvoyons,  pour  de  plus  amples  détails  sur  les 
méthodes  d’approximation,  à l’excellent 'Trat/^  de  la  réso- 
lution des  Équations  numériques-  Nous  indiquerons  encore  l’ou- 
vrage déjà  cité  page  49^>  ayant  pour  titre  : Nouyelle  Méthode 
pour risotidreJes Équations  numéiiques J parM.  IHidan^ainsi  que 
le  SuppÙn^it  à P Essai  sur  la  Théorie  des  N'ombres  j par  Le- 
gencijni,  oijf^â^c  dans  lequel  ce  géomètre  fait  connaître  ^ne 
nouviollo  nt^lu^c  qui , dans  certains  cas,  est  pius  simple  et  plus 
cxpéditîjFii|^ve  celles  de  Lagrange  et  de  Newton-,  'y 
A SeccJÏjde  PARTIE.  Cas  où  la  d'iJJ'érence  entre  deul^ ^racines 
réelles,  dé  une  équation  peut  être  moindre  que  ^ unité  (ti*  34»^. 

35o,  Lorsque,  par  la  substitution  des  nombres  entiers  con- 
sécu^*' compris  entre  les  limites  -1-L  et  — L',  on  oMient  au- 
ton/  diangemens  de  signe  qu’il  y a d’unités  d^ra  le  degré 
de  U4*|**^^**^*^  clair  que  toiftes  les  racines  de^^quation 

■ sont  réellt^^ét  que  chacune 'd*eÙcs  a une  partie  ei)lcré  dif- 
férlajlle.  , , . ^ * 

^fBis  si  le  nombre  des  changemens  de  signe  est  moiudrs  que 
le  degré  de  la  proposée,  cela  peut  provenir  ou  de  ce  que 
l’équation  a des  racines  réelles  et  dei  racines  itnagiiuiires j ou. 
bien,  de  ce  que  plusieurs  racines  intommensurables  sonfeofn- 
prises  antre  deux  nombres  entiers  consécutifs.  En  elTet,  on  a 
vu^(n*’'3ig)  que  deux  nombres  quj,  substitués  dans  le  premier 
membre  d’uue  équation,  donnent  des  ^|ultats  de  signes  con- 
traires, pcuvejtl  çontprendre  un  nombre  impair  qaelcuMUe  de 
racines  réelles,  et  que  deu^  nombres  qui  donnentdes  ^ultats 
de  méqie  signe,  peuvent  en  com|>rcntlre  un  nombre*pair  quel- 
co^tic. 

'!^r  exemple,  si  une  équation  devait  «voir  pour  raciifts^ 
et  nombres  compris^entre  i et  a,  il  arriverait  qi^  i et  2, 
substitués  dans  la  proposée,  donneraient  dii  Résultats  de  même 
' signe.  ' ' ■ . ^ 

Pareillement,  qu’une  équation  ait  pour  valeurs  v^i  1 , V'iS, 
^/i5,  qui  se  trouvent  compris  entre  3 et '4,  ces  deux  derniers 
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substitués)  donneraient'  des  résultats  de  sigwa  di(- 


nombres 

fférens.  • , • 

On  voit  donc  que  la  métiiodc  de  “Substilutinn  des  nombres 
entiers  cousccutifs  sefait,  dans  ^cas,  insuIEsigcntc  pour,,  inellré  ^ 
en  cvidejj^e  tout^^J^acines ^^llcs  delà  pro|K>sée îjijnu’eHe 
aurait  riuconVütiifml^e  laisser  échapper  quelques  racîwîs. 

Cet  inconvénient  di^Craitrail , srl’on  poiA'ait  déterminer,  à 
priori,  une  quantité  iit^mériquemcnt  m^ifidre  que  lo'plue 
des  dinbre^i^  qui  existent  entre  oeuSlt.elconqg^' des 
racines  réelles  (Ta^e  ^nation  propos^^  Car.  A’meltM^t  celte 
quantité  ^ poui^jntcrr^llc  entre  deux  substitutions  sm 
il  «st  évident  que^d^i!&tloml>res  qu^uraient  entre  eu 
rence  J',  qui , btap^xibslitués,  oônneraient  des  résultais  de 
signes  contraires,  potyprendraient  une  raéiii?]nSiVa  campren- 
draient  qu’ilhc  ; 8’îis-dç||pMteut  des  résultats  de  même  8ign«,-ils 
né*  comprendraient  aucune  racine: dire  qu'àlors  U 
nombre  des  racines^réelles  de  égal  au  uombre 

des  changerons  de  signe . ^ 

n de  dé- 
tion  SUIS 


35i.  Voyons  donc  ^ n’j  aural^pll  quelque  mo||fi 
terminer  la  quantité  é'.  ,Or  cela  est  facile  d’après.4’é(ji||1 
carrés  des  diff'érétKes.  ^ 

l^n  eSet,'désf 
Z ==  O l’équal 
avons  Xn“‘ at]i4#tl 


cafrés  des  diiTér>aiéei,'di}1ia^d  qu6  n 


par 

nous 


.)  appris  à former.  ^ 


Ueituj^uons  d’.'d^rd  que  , 'le  carré  de  la  dilTéfence  entre  dàux 


raciriu^réelles  quelconques  de  la  proMSee 'étant  posjtif,  on  ne 
doit  cliercher  les  carrés  iV4d  ifl'értences  entVe  Mà  racrties  rïMles 
que  parmi  les  racines  positives  de  PéquatiomSs^o.  ( Se»  i«- 
^ cines  négatives  correspondent  à dp  diOeresjMÿ  eiAr^des  racines 
imaginaires,  ou^entre  une  racmfe  rue^p  et^ne'' racine,  irtia- 
ginaire. ) Donc,  û Uon  ctierçhe  la  limitç. inférieure  d^MÉcines 
‘■positives  if  l’éqnalion  o,  et  qu’ôn  en  extraie  la  Tacine 
• carrée,  on  sera  certain  d*(^ir  une  quantité. mmodre  que  la  plus 
petite  düTérence^eatr^  deux  raciaàé'^'rcelles  (k  la  proposée, 
c'est-à-dirè  la  quantité  cherchée  , 

3.Î.. 
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Pour  ublcn'^r  celte  limite,  il  faut  (n®  3?5),*|)oscr  c = - dans  • 

f ♦’  « 

Z = b,  ce  qui  ^uiinc  l<^  transformée' V =s  o.  Soit  / la  limite 

s^pcriétti^  des  rwCÎnes  positi^*cs<leV  r=jo^  1 sera  lat^'mite  in- 

■■  / >v/:  ‘i  ' 

. . I ■ . • . . 

féricure  de  Z = q;  ainsi  est  la  q^ititc  ^ ijii’il  s’agissait 

de  déterminer.  , ! . ■ , * 

• ’ ■ **  ^ r 

Lo|Squ’ea  reclivcliant  la  limite  l la  plus'  resserrée  possible 
(par  la  tuéthotlo^  Newton  ou  celle  des  décoinpositions,  n®  3?3) , ^ 

pn  ürouye  / <^  i , il  en  résulte  -p-z  op*/‘,]>  i’;  et  cela  indicpie 

*'qne  là  diffêrencê^  éntrê  detix'  racines  ré^dlf^  quelconques  es't  plus 
grande  <iue  Inanité.  Dès  lors,  on  est  coftoih  -que  le  nombre  des 
racines  réelles  de  la  proposée  est  cg^av  nombrb  de  clian^e-’ 
mens  de  sisnc  qu’oi^^va^  d’abord  obtenu^ar  la  subslltution^>^ 


meps  de  signe  q 
des  nombres  enliefs;qjjd|^trfs. 

^ . , 

niais QsUnalrenient,||lAÎnHive  i ,d’où  -^ou^<^  i.  Dans 


i V 


IQJifct— -.w  ■ .y 

^ tSr  , . :.y-  .V,l 

ce  pas,  ccS^mc  \/l  est  ci>  généroVincomiuensural^e , il  convient 

de  rempI^r^V'^V^*'  «^mbre  entier#,  inn^iAtament  supé- 

■ ■“  D^e  ^ moindre 


>icur,  -i-i 

-..  qoe'-Iâ  plus*  petite  dq^  différences  entre  Ics^f^^jps  réelles.  On 

p^làrrait  donc  meltre  j;  pour  intervalle  entre  deux  ««bstitu— 
•*^*#.* 

tiorif^ÿons^utivc^  ç’cit*li'(}>rc  qu’^éubstituantdans^  = o, 
là  suite  des  jnjjwÉres  . 

* ,V  ’ v-v"*  • ■ ■ • “ * 

9,'^^  J . . . .2,-2,+  |.. . . jusqu’à  L,.' 

, ju^^—  L',’ 

on  obtiendrait  fiulant  de -ebangeraens  dp  sigge  qoe  .l’équation 
doia  avoir  de  racines  réelles.  . * 
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MaU  on  pcul  encore  éviter  la  substitution  lie  iionibrcs  j’rac- 
tioiinalres  par  la  transformation  suivante  : Posons  dans  l’étjua— 

tion,x=j;  il  cti  1^0110(0®  une  équation  les  Mcines 

sont  k fois  plus  grandâpqiie  céTIès  de  la  proposée.  Par  consé- 
.quent,  les  difleaenecs  entre  ces  .nouvelles  racines  sont  clles- 
iiiénics  rj;  foi^plus  grades  que  les  dilTérCnccs  correspondantes 
entre  f®’  rao|jie|t|éB4M  Câ  sorte  que  si  a — b désigne 

la  plus  petite  descfiflîî'ences  rela$ves  à X = ô,  comme  on  avait 

a — ^ ^ J*  ^ r^’sulte  La  — kb  > i . Doiiç  la  nouvelle  éqiia- 

tiou  T = o‘est  telle,  que  les  <^d(rcÿ^^,||itre  tofltes  ces  racines 
réelles,  conddéréesdeux  â grandes  qyc  l’ojffe. 

Donc  enfin  , d l’on  sUlKtK^ÿtfb  ns  a^te  équation  la  suitma- 
turelle  des  nombres  o,  i,  — ’a,  — 3...#  cdlnpris , 

entre  les  deux  limites’,  on'  ownq'dra  autant  de  cbangemen^  de 
si^e  que  réquatwil<^-3  O aura  de  racines  réeljes.  (Les  deux 
limites  de  Y = o-lânt^’jiillcun  + et  — kV,  si  + L et' — 1/ 

ilésignent  celles  d^^ 


‘ 35a.  Itcsumon^  ce  qurvicBi  d’êtrç  dit  : < ' -'.r 

Pour  mettre  en  évidchè  les  racines  réelles  incoinmca— 

surables  d’nne  équatio«'X  = o,  il  f*ùt, 

I®.  Forhier  ^èquaiton-  carrie  des  différences  ^ f>  ; 

’ iaÛtieure  ^ des  raci(t^s  jkisiti^'  de 


2“.  déterminer  la  Unlite 


celle  dernière 
l’unité,  c’est 


t: 


lyiantité  est  plijs^Sde  qvo„ 


dilTérepcc  entre 


r#ji 


lies 


réelles  quelconques  de  fîï^jtoposée  est  aussi  plus’^ran^p/^e  * 

tiers  consécini^ 


l’unité',  dès  k>rs|«la  substitùiioH  deS  nombres  entiers  < 
dans  la  profos'ée,  sufbt  pour  n^cltre  tdiaes  bs  racifies  réc)Fo|^i 

évidence;  3°..mais  si  l’on  a, -7  ou  — r \ 

♦ 1/  ^ 

♦ .'I  • 

par  ^ k étant  le  nombre  entier  huméi,lialemc< 


I 

4 
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^Ijèl  foajaitx^^  dkns  la  ptopotée^  ce  qui  donne  une 

«Quation  T 3c^,Q«  dont 'on  recfien;lùiftouÙ^ifi  racines  réelles, 

d’aprîiaja  inctliotle  e»  posée  dans  4i  j/f^ptière  partit  de  ccf  ara- 

graphe.  . > ' * -C  i 

4°.  T.nfin,  fon sulstitt(«  àlü place  de y‘:louUi  ses-valeurs  dans 

*,y  * ^*'4"  • 

la  relation  x = r'>  tt  Vori  obtient  ainsi’ toiMW  les  racines  réelles  ' 

de  la  proposée.  ' ' . 

meitrc  toute»  raeiiies’réelle» 
^-^éj^ligé  de  la  transformer  en  une 
>;/l^f^Sf>lus.grandeÿ  cejlns  de  la 
âéj^AteH^es  à fraption  près 


Af.  II.  Observons 
de  X = o'  en  ^ id 
an^  dont  IcsVacinei 
prg^tséc  J Ces  dernÜ 


^ -y  Cela  résulte  évkie: 

i . _ ■ 

353.  App^uons  ces  principes  aâMlqisMcxeniples. 
Soit , en  pi^micr  lieu , -l’équation  ^ 


JjCS  litbites  supérieures  ra^ip\jpt>si tires  et  négatives  sont, 

comme  il  est  aisé  de  s’en  araslUî',  > -+-  5 , — 2.  ■* 

• ^ V 

Of , en  substituant  les  nombrcs-4-3,'4*  * » + *»  o^ — i , -*i2, 

• *■  'IêêZ' 

onOnU^^ponr  résultats,  _+  2 i , ^ 12,  — ^ , — 2,-ia3; 

et  l’on  Toit:^e  + 3 et 2 sonCi^jeuts  nçmhres  qui  donnent 
dçux  r&mli^ts  de  signes. conlraiâMj^^  l’qî^Kut  conclure  que 
fé(^at^^ a M;tr  seuAf  racine^eéije^ileux  imaginaires, 

^ ou  4lien,  q|||^  ses  trois  tacinès  «oj^^les,  mAis  que  leurs  dijfé- 
rençjis  dfud  à deux  sont  moindres  unité.  ^ 

’^arJiiSAs-  cesser  J^lc  incerlitutle , formdtts.  l’équatioi>  aux 
■:  6jÊk*e  des  différencies.  On  a.  tronré  (n®  289)  pour  cAte  équation, 

)®a  à • ■ 

” , — • 36t;*  -i-  4^9  = 0-.  , 


Faisonsl 

• î' 


ttc  équation , a = - ; il  en  résulte 


> s 
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- J ^^4  . 36  , I _ 

■*^  + 459‘’  459  ‘’  + 459-“*  ‘ • 


Oquarfon  que  l’on  peut  écrira  ainsi  ; 


, , I , 36  , 

<•'+455 +455  ■''9*' 


• i)  = o. 


; , . . • 1 ir  • . _ _ 

Or,  il  est  visible  que  «.’=ou  > - donne  un  résultat  positif; 

ainsi,  la  limite  supérieure  l des  racines  pdSitives  de  cet{e  éq*a^ 
tion  étant  plus 'petite  que  l’unité,  la  quantité  correspondante 

7 est  > 1 et-wiiàr  conséquent  leê  différences  entre  les  racines 

• ^ ^ ^ » î*  . . ‘ 

réelles  de  la  proposée  sont  plus  grandes  unité-  D’ailleurs,- 
la  substitution  des  nombres  naturels  dans  la  proposée  n’a  pro- 
duit qu'un  seul  changement  de  signe;  donc  enfin  l’équation  pro- 
posée a une  seule  racine  réelle j qui  est  comprise  entre  u et  3. 

Calculons  la  partie  plus  petiteque  l’uflité,  de  cette  racine, 
la  méthode  de  Lagrange.  ^ . 

3?  — 6x  — » 7 = o.  r 
^ J 0 

i"  transformée  i i_y^  — 6^*  — 

y = 1 1 |donne  — 2 , _ ■ ^ , 


par 


■+  5., 


X*  transformée 
OH  bien, 


xy- — I Sy'-é-  a’jy'  — Il 


y.*Q>y— i5)  — 27/—  Il  =0J- 
y ==  8 donne  — i63, 
y = 9 , — 1 1 , 

. .y  = 10 . . .,.  -+-219,  - 

y=  î)  + A: 


■c 


; 


Ùio  COAiyLiUENT  Di:  1.A  M^TlIUDli 

3”  Iraniibriuéc  1 — 'Sgy’’ — 3^))'* — a'sso, 

- * * / 
ou  * ' y“‘{i  13'" — 1 89)  — Sgy" — a = o ; 

1'  = 19  donne  — ia43,  * 

y'  = 18  . . . + aala, 

’ . f • '■  ; 

Rapproclions  les  équations 

* * i ^ * I ï t I ^ * #• I.  ^ 

•x=»a+-,  y—  1 y =9+-^,  y = 

op  obtient  la  fraction  continue 

a -f-  — 


> 4- 


9-^T^’ 


1 I . . • i 3 aq 

dont  wS  réduites  «ont -,  -,  — =^,  — =^, 


6t  la  dernière 

• . w 


496* 


J convertie  en  décimales,  donne  2,9005  pour 

Vf 


la  valeur  de  x à 


près. 


10000 

* ♦ ' ' 

( Voyet  le  n?  348,  où  cette  équation  a déjà  été  traitée  par  la 

raélhdde  de  tfcivton.)  • ■ • 

354.  Soit  pour  sccodd  exemple,  l^qqation 
Sx*  — 6x — 1=0. ..(i). 

Les  limites  supérieures  des  racines  positives  et  négatives  sont 
+ 1 et  —I.  , . • 

Faisant,  dàus  cette  équation,  x = -f-  i,  o,  — 1 , on  trouve 
pour  résultats.  . . . . , + i i , — 3;  la  substi- 

tution ne  donne  lieu  qu’à  un  seul  changement  de  signe  ; ain.si 
nous  devons  avoir . recours  à l’équation  tiax  carrés  îles  diffé- 
rences. , ' * 
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Si  l’on  forme  cette  ij(|uatioii,  üoit  par  la  méllioilc  <^’élj^niha- 
tion  (n“  2go),  soit  par  les  fonctions  symétrique*  (n^  ifa),  cm 
trouve  pour  résultat*  . * ^ r ‘ 

• . , 64*’^-“  2883* -{■  3a4*  — 8t=p.o 

• « 

Posons  «=-:  i|Ap  résulte  _ -z 

- V - ^ . / 

8it4— 324<>*-i“  2881^ — 64=»o,  • , * 

\ * 
équation  qui  peut  étrjB  mise  Sous  la  forme  ..... 

8ie*(e  — 4)  + 3^(9*^  — ■»i=o>' 

et  il  est  facile  de  reconnaître  que  3 est, -en  Itionflirc»  mitiers,  la 
limite  supérieure  la  plus  res^^ce  des  racines  positives;  ainsi 

l’on  a il  ==i;  d’où -7  = 5 et —77 -i*.  ' ' * 

-V  I Z > \/l  \/6  ^ w 

Remplaçant  V/3  par  le  nombre e ut iéi'  2 , immédialement  su- 

périqur,  on  oblien^..^  {liOAri^  quantité  moindre  que  la  plù.s  pe- 

tite  dilTércncc  qui  puisse  exister  entre  les  racines  réelles  de  la 
proposée.  è - , 

. Taisons  donc,  conformément  à la  réglé  du  n®  35a, 

• '■‘i 'Ia  4 * 

dans  la  proposée;  on  obtient  , '*  . ' 

3y^— 1:^0......  (3)T,. 

éc^iatiou  dont  toutes  les  Tacines  réelles  ont  entre  clics  uite 
dilTcrencp  plus  grande  quêf  l’iinilé.  < . ^ 

Les  limites  sup^iewiK  des' racines  po|a||j^  et  ii^alivcs  étant 
d’ailleurs  + 2 e^  — 2 , il  suflit  .de  fair^'éW^  Fé“qaatiou'  (3) . . . 

'*  - ' *■  — * ’ 
ce  qui^  donne  les  résultats. . .'.  • -}-i,-^3, — 

ç>n  obtient. évidemment  par  ce»  substitutions  (rois  char.gemcm 
lie  signe.  Ainsi,  l’éipiatioir  (3)  a trois  ratiucs  i-éeÜcs,  l’une 
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compflse'entre  i et  a , uuc  autre  entre  o et  et  la  troisicpie 
entre  «-f  ret— a. 

Donc^eAfin,  l’équ’ation  (i)  a eNe-mèine  scs  rroir  racines 
I * * -i  * I 

réelles,  l’unecomprise  entre  - et  i,  la  seconde  entre  » et , 

' ' » * ■ -.  * 

la  trouieme  imtre et — i.  ^ 

* . 

P(ur  approcher  «davantage  de  ces ‘racines,  on  npflfiqucra 
d’abord*à  l’é<fuatiôn  (3)  Pu  ne  des  deux  méthodes  d’approxima- 
tion j aprâ  quoi  J'on  substituera  les  .valeurs  de  .y  obtenues, 

* V * ' 

dans  la  refM^^  x ='^ , et  l’én  obtiendra  les  valeurs  de  x 

correspondantes. , 

On  trouvera’ par  ce  moyen 


f.  K-> 


t* 


pdhr  l’équaHon  jV  * = 

V:  'N' 

• ^ 
et  pour  l’équahicn  8it’ — 6* — i = 


Ces  valeurs  sont  exactes  à o,oooi  prèjr. 

355.  Premièrt  r^iHarque.  La  méthode  exposée  n®  35a  pour 
mettre  en  inim^ensurabjes.  lor^uè  les 

différences  ^ entrjqE'racin^^^M&ÿSt  être  plo»  j>etites  que 
l’unité,  ne  sauraî?^re  appliquée  à une  équation  renfermant 
des  racines  égales.  - . ^ . 

En  éffet,  supposons  que  l’équaliqa  ait  deux  raoitlcs  réelles 
égales  à a comm^'ces  deux  rlanés^e  tformei4  qu’un  seill 
et  même  nombre,’  dle«  Sont  nécessairement  comprises  entre 
deux  nombres  substitués,  qu^que  petite  qne,î»otJl-la^ différence 
de  ces  demrers  nombres.  Ainsi,  ces  nombres  qui  comprAnent 
deux  de\ront  (n®  317)  donner  deux  résultats  de  même 

signe,  aussi  bien  ({Vie  dcux'nombrcs  qui  n’en  comprendraient 
pas',  Si  l'équation  pouvait  avoir  trois  racines  ^alçs  à a j des 
deux  nombres  qui  les  comprendraiei^  donueraient  deux  ré- 


• ' 


Digitized  by  Google 


t 


Des  RACÙ<ES'i:<CO»MEflSÜRABLI!S. 


53g 


sultats  de  signer ‘contraires',  aussi  Lien  que  deux  nombres  qui. 
conipreivtlraicifl  une  seule  fois  cette  racine.  Oliservons  d’ail-* 
leurs  que,  l’éqt^ion  X = o ayaiîl  d^  racines  égales  ,* l’équa- 
tion n«k  carrés  des  différences,  Z sato,  (ftiVait  nécessairement 
des  racir^s  égales  a o;  et  alors  la  limite  infe'rieure  des  raernes 
positives  de  celte  démive  équation  serait  o^  c’esl-à-dire  qu’il 
faudrait  mettre  un  intervalle  nul  entre"* deux  substitutions  , ce 
qui  serait  "àl^nrde.  * .•  V ’ -' 

Coèi.t^dtA  de  là  q^’avant^i^^^iquer  la  mê^odedu  n“  35a,*' 
il  Cst'^téceî^airif.dé  Vi^barrairor  la  proposée  de»  racines  égales^ 
quj^lep«'ut'  4Toic,  (t^0^  a’^gS).  * • 

^marqut‘.'‘Ce  que  nous  venons  de  diré  Vuipt 
pour  faire  .sttqtM  -<oonafc|^»rapplicatiotai4M  3»"mélliodi>  vk£'  * 
n°  35a,  à des  âj^tb^i^f||Hticulicre$ji^  ihborieuse^,  pûis.-^ 
qu’éllc  ^uj>po0#^#O^,la  red^cbe  dèrVabines  égales,  la 
fol'ânation  des  différences.  Or,  dès 

que  la  *csl  d*un  degr^jiipéflàür  au  les  calculs 

'relatifs  iijfà-^'tcrnnnujlhiçn  de  çette  dernière  cqpài^^oat  im- 
praticnbles  par  leùr  loi^ucur.  Il  est  dojy:  à propos  faire  . 
connaître  quelques  circonstances  dans  lesquelles 'on  peut  éviter 
touu^  ealculs.  * *'  »* 

I «'Si,  en  substituant  les  qombres  b,  i,  a..»,  — i> -3--a, 

— 3 comprjyfatre  -J-  L et  — L',’  <fll  obtient  autant  de 

cbangemens  tll|  siftoefluSl  y a d’unités  .dans  le  degrét^de  la 
prdpose'e,  uai^BjEcrt^io  (d”  34i  ) qup  ^^tes  les  racines  de 
l’équa)ion  sdtifln^ïeSj  cts^e  chacune  d’elles  a une  partie 

J '^Kî  II  pciit  so  fai'rc'lffcc  ,Çaris  connaître  les  rticines  tFuriç* 
éqnatiopL^on  sache,  à priori j combien  elle  doit  àvoir^de  ra- 
cine^"»Y^<  (la  Trigondtnc|^e  en  offre  des  excmplei)..  Cela 
pose",  il  sitn^sente  deux  cas  i ' , 

Ou  la ‘sÛIm^I U^un  des  nombres  o,  i,  a...., — i,  — a..., 
donne  tiej|r’à  autant  de  (fltangemens  de  signé^ue  If équation 
a'de  racn^  réelles  ; dsi\s  Ce  cas,  toutes  les  racines  réelles 
sont  edeore  mises  en, évidence,  et  cbàcuhe  d’elles  a uDe  pqrtic 
entière  dHKrcntc.  ' * * • 
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ou  hiun , le  nombre  des  .cbai]gctuciis  de  sijjBc  esl  tnoindie 
qué  celui  des  racines  réelles.  Comme,  dans  ce  As,  o;^. est  as- 
suré d’avoir  laissé  e'chap^cr- quelques  racine#  dont  I^^dillé- 
rences  sont  inoiudMRs'qTO' i’ufaité,  il  faut  tdcbér  de  rei^jijî'e  ces 
différences  plus  gi^ifdcs.  Pour  cel^ ,,  un  fait  dahs  la  proposée, 

y * ^ ' •• 

xt=-~,  k étant  une  intféterininée,  ce  qui  donije  la  trans- 
formée Y=ro , dont  les  racines  sont  k fois  plus  grandes  que 
. çellds  de  la  propesée  ( il  en  éSt  par  conséquent  de-  même  des 
dificrences  ).  OA’ donne  ensuite  à k diSérentes'Valeurs.' jSoit , 
‘en  premier  li*i,  ê=3;  substituîjtit  dans  Y.=  o la  série  des^ 
Doml^res'  naturels^  on  voit  si  le  .qumbre  des  chan^mO^syde 
signe  devient  égal  au  nombre  des^  rocines  réelles  que  l’oli  sait 
. Revoir  exister  dans' la  proposée. 'Si  i = 3 ne 

réussit  pas,  on, fait  k=i^,  5.  .*r<,  jusqu’à  ce  qu’enfin  l’ou 
obtienne  pour  la  transformée?  corrcspondîlnte^  lé  nc^ubrç.  de 
diangcmens  de  signe  exigé^-(?).  ' 

■ .V.  ^..I^faut  bien  observer  ici  qu’on  suppose  ^ué  l’cqii.v- 

tion  ne  puisse  pas  avoir  de  racines  égales,  à moins  qu’elles  uc 
soient  ihiagiuaires.  ' 

*S5^.  Nous  terminerons  ce  paragraphe  par  l’exposition^’une 
méthode  pour. cowertir  en  fraction  continue  l’ expression  d’tu.e 
racine  de  degré  quèleenqae'd’un  nondna.  ' * 

Sort  P un  nombrCiabsolu  dont  il  faut  éM0|Kla  racine  m‘^"“ , 


•'•§i  l’on  pose  \ZP:=x,  il  en^sulÿ^'îl^^i^o.^ji^^ia- 
tion  qui^h’a  évklerapicnt  qu’une  Æu/e  racine  ^IJe 
, En  lui  appliquant  la  méthode  de*Lag»ange , tm  oblicnura 
racine  sous  la  forme  d’qne  fraction  continue,  qüi  qS;prinieia 
alorsla  racine  demandée.  .•  ’ 

'3  . ,<1  ..  . j»  ' 

Soit,  par  exemple,  \/ii  à,dârcloppcr  en  fraction  continue. 


.La  question  se  réduit  à résoudre  l’ô 

’i 


ci  — n t==  O. 


* (*)  oyez  mon  Trailcdc  Géométrie  nnMyiiqpc , pour  la  decenninationén 
uonihre  des  raciales  réelles  iltnc  c'quation  par  des  intersections  de  Amtl>e>. 
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Cünji^  eu  fiAiiHil  X-  = 2 ct*lg^=  3 clans  Jç  jwcmlér  nfenbre* , 
on  obli^t  deto  résultats  de  signes  conlraires,.’ — 3 et  + lü,  il" 
s’ensuit  ’(]ue  la  racine  comprise  eutre  a et  3. 

• . j'- 

*v*  t * 

faisons  donc  x=^a,-b>-;  il  vient  pour  • *-,*'^*‘ 

• / ■ ' ' V 

i"  transformée,  _ — lar’  = o,*  ' ■ 

.pubien,.  3y{y  —,4) — 6/  — i = o;  • V 
. — 4 donné 

î“"  ' V' 

'*  * • * ' ^ .'*  ’ /P  ^ 

2'’Çansforméc,  — — • 5-— ’ô 

OU  bien , > • * ‘ y *(aSy  4*)  _ sh{^'  ' 3 5=;^  ; 

/ = 2 - *9, 

y = 3,  + 222, 

d’où  . . y = 2 + 1- 

• ^ -t^  ;,  • • 

iÀk  ^ ‘ ^ 

ÿ transformée,  19^—  loSjr"’'  — loSj®^’'-— , ^ 

. y w 7'. . . ü'. V.  .^>4-  444 i,  *w-- 

d’où-. 

■•  ' > ' 
Ainsi  la  valeur  de  x a pour  expression,  ’ ' . ■ . 

• x=sa4- — • 

■ . •„;  . ■ 

« <:  • 6+... 

y*  . .•■  ' y 

Les  qu4^e  premières  réduites  étant.  > ” 

2 9 , 20  129 

ï’  l’  "q.’  Iff’  ' 

« 

1 


' . ' - -Digitized  by  Google 


54»  ‘oOiprEWIÜK  -SK  IfRjLCTigii  OOHTIRUB 

la  quatfièJl»,  Convertie  en  décimales,  lionne^ ,^a4^«,o,OOi 

près,  tmisque  l’on  a évidemment,  77:75-1  <T — . ’H 
* * (58)*  1000  . 

.1  • M ..  . 

Cette  valeur  de  \/ 1 1 est  an  «peu  trôp  forte. 

358.*Pïotis  indiquerons  à cette  occasion  le  niojxm  de  déve- 
lopper \oute  cspècg  de  nombre  ineommensnrable  en  fraotion 
.continue.  Ce  moyen  suppose  que,  dç  quelque  manière  que  ce 
soit,  on  ait  la  |M>ssibil>té  d’extraire  de  ce  npqsbse  la-  partie' 
••enliire  qui  s’y  Irouve 'contewie. 

Cela  pose , sok,;A  le  nombre  propose , et  désignons  par  a sa 
vartle  entiéi'e.  du  nombre  A on  rttnqtjie  a,  la  différence 

A — a est  plus  p'etite'que  l’unilé;  doiiS  est  uh  noQÎ^ltp 

• plus  grandjq’ue  Tunitéi^qui  peul.êtrc  désiré.  p.ir  JJ. 

* ■ * * I ^ ' . . * 

( De  la  relation  ■; = B » on  tire  d’ailleurs 

' A — a • 

A = n + g.  ) 


*■  lbainl;toa;lt  b fi  partie  entière  , partie  que  l’on  est 

' différences^—  b est  une  &a’ctiui*t 

et  p^  conséqûeit^,j>r^^*fo^oudiijylu^  grahd  que  l’unité, 

fjifi  pcüf  ^re  désigné  par  ^ #i  , 

^De la  relation  5-^ — • œC,  'rontUée  B=i  + -.') 

\ ^ , ü — t»  ■'  ■ t.  / 

Spjt  encore  c la  partie  entière  de  C;  la  différence  C — c est 

I ^ 

une  fraction;  ainsi  ^ — - est  un  nombre  pl«  grand  que 
l’unité , T^qi'peut  être  l'oprésentê  ^ptir  D.  • 

■ ( La  relation  — =D  du»ue  • C = c -f-  — 1 

\ «■  L*— c U /. 

Et  ainsi  de  suite.  ' ' _ - 

Rapprochons  actuellement  les  équations 
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I *k  ; r 

il  en  résulte  A = a -f 


■jf 


<43  . 


' * * • • 

Æ'  ■ 

35g.  ■pnflUo^ejexpgB^a  Ârillin]f|^c,  pour  le  dàvelo|)- 
pemcnt  en  fractioA%(if^îJ5e  des,  nom^res^-aclibiinaircs  com- 
men.suralilcs , est  u^caî  particulier  JJÿeîle-CK 

En  4oil  A = etfflnf^  . ■■  ■ 

Pour  etj^rüirc  la  noi^  entière fonleniic  dans  ce  non^bre^  il 

"•  * • • .•  i,  -T  * 80 

faut  e0i^4er  la  division,  œ qui  donne  a = A et  A — « — 

‘ ' ’ ®9 


1'  ' 8g 

d’où  -7 ou  B=7p. 

A — a 00 


;>r 


Opérant  sur  B'comine  on  a opéré  sur  A,  on  trouve 
et  B-ù=^;'‘  d’où  ^ 


I r 

. ou  L.  = — . 

9 


et 


Opérant  sur  G. comme  on  a opéré  sur  A et  B , o^lfouve  c= 8 
G — c«=-;‘  d’où  ■ . dÿ  I>  = ^ ^ . 

Opérant  enfin  sur  O comme  on ti  opéré  sur  A,  B,  G,  on  oI>- 


tient  d=  i d’OÙ  E = 8. 

Ici  l’opératioh  s’arrête , et  l'on ‘obtient  enith , 

A.  = 3H 1^—  ■-  . 


> + 


S + 


-f  -f  - 

-V 


Ccci  conduit  évidemment  au  procédé  établi  {Ariili.  n"  1G7). 


Gj4*  ■ 

coiul  fau£ 

«jutw  n® 

• Il  est  évident  d’aBorn  «uéte 


ij«  rn  Aeriof»  oontindb  ■ ■ 

iliquc  aux  irrationnelles  du  se- 
rc  les  translurmations  indi- 


3;  ainsij  l’on  a a = 2; 
ou  B = - 


qué  te  nombre  est  compris^  entre  Q et 
i — a=V/6 — et  -jr 


*• 


A — a 


Wv 

lurf^aiis  B,  observons 


Pour  obtenir  la  parQo  entière 

que  l’on  peut  (n®gi)*m^^plicr  Iw^eui^ternies  Üç  par 

' ^ jt/6  ^ itit 

y 6 +*2,  ce  qui  donne  B z=3^^t^—.  <9fj  le  nunnîrateur  de 

cetté  expression  est  évidemment  égal  à 4 plus  une  fraclion; 
donc,  la  partie  entière  de  B,  ou  6 = 2,  et  par  conséquent, 

• ^6  + 2' — ■■* 


'2  = ■ 


d’où 


B -6’ 


ou.>  . 


yb — 2 


Opérons  ma^tenantsur  C comme  on  a'o[iérc  sur  B ; il  vient 

, ou  bien,  V^6  + 2.,  La  [lartie  entière  dé 

• 

ce  nombre  est  égale  à 4"»*-’^  l'°®  ® ‘^  = 4>  d’où.A 

' * ' • I 

C — c = 1/6  + 2 — 4 = \/^  — ?>  et  par  conséquent , — 

V . .VJ»  ''  . - C — c 


ou  D = ■ 


ç 


^6  — 2’  ‘ 

Sans  aller  plus  loin,  observons  que  celle  expression  de  D 
est  identique  avec  celle ^ de  B;  donc,  puisque  l’on  a trouvé 

U.=  ^ "l"  ^ oblicndra  de  meme,  D = 2 + 

I ■ . V*  . . 

E=4  + “t;î  et  ainsi  dd  suilc. 

^ |s  * ' ■ . 


I 
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Donc  cnliii, 


»4- 


.4  + 


a + -^ — 

4+f- 

A {Nirtir  3e  la  troMlèmc  fraction  intégrante , lu  dinominateurk  ' 
66-  répètent  pèriodiquèment  de  deux  en  deux. 

On  trouverait,  d’après  le  luôme  procédé,  • . 


12  = 1 + 


V/5  = 3 + 


•**  ; 

1 


4-H 


2 + . 


.4+ 


44- 

. l^us  les  nombre»  irrationneht  du  second. de^é  ]où\s9ent  de 
CL-tl^^propriété  curieuse,  de  donner  nais«anc(!  à àeis  fractions 
coniques  périodiques.  Nous  ne  pouvons  en  donner  icr  la  dé- 
iiwnUration,  parce  qu’elle  dépend  de  \ analyse  indéterminée  du 
sécond'degrè , pour  laquelle  nous  avons  déjà  (n“  i4^  renvoyé 
à la  'Théorie  des  Nombres  j de  Legendre.  * 

La  réciproquoest  vraie  aussi,  c’est-à-dire  que  toute  fraction, 
contirtue  périodique  appartient  à un  nombre  irrationnel  du  u- 
Cond  degré.  • ■ 

§ IV.  Suite  de  V Élimination.' 


36t;v4près  avoir,  fait  connaître  les  difiëcens  moyens ^e résoudre 
(du  moins  en  nombres  riels^  les  équations  d^un  degré  quel- ^ 
conque  à une  >eule  inconnue,  il  convient  de^s’occqpen'de  la 
résolution  des  équations  à plusieurs  inconnues. 

’ Lorsque,  le  nombre  des  équations  proposées  est  égal  4 celui 
des  inconnues,  elles  n’admettent,  en  général,  qu’un  iiombre 
limité  de.  systèmes  de  valeurs  pour  , ces  inconnues.  Or,  la  déter- 
mination complète  de  tous  cCs' systèmes  constitue  le  problème 
général /lè  l’é/t/ninoirort.  , 

Nous  avoir,  déjà. exposé  (11°  262  et  suivans)  rue  partie  de  ce 

35 
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«roblème,  celk  qui  a pour  objet  de /ormer  l‘équaüonfihaU , 
cesl-Mire  une  équation,  fonction  d'une  seule  des  inconnues, 
qui  donne  toutes  les  valeurs  de  cette  inconnue,  propres  à véri- 
fier les  équations  proposées,  en  même  temps  que  certaines  va- 
leurs des  autres  îhçonnues. 

La  seconde  consiste  à rêtoudre  l’équation  f naît  et  à 

déterminer  des  autres  inconnues,  correspohdauUt  à 

celles  de  I’incanns0t1iéé  dans  cette  équatioth 

liions  considérées  plus  particulièrement  ici  le  cas  de  deux 
g^u^ilioiis  (trdguj!  ^iHContiugs*  ^ 

36a.  Avant  d’entrer  dam  tous  les  détails  relatifs  à la  seconde 
partie  de  l'élimination , il  est  nécessaire  de  revenir  sur  la  ma- 
nière dont  ôn  forme  l’équation  finale. 

Lorsqu’on  emploie  la  métbwle  par  le  commun  diviseur , pour 
éliminer  l’uue  des  inconnues,  on  parvient  bien  à une  équation 
qui  renferme  toutes  les  valeurs  convenables  de  l’dbtrc  inconnue  ; 
mais  eette  Ration  contient  aussi  généralement  des  v^ura 
étrangles.;. c’eet  ce  que  nous  nous  proposons  de  faire  voir  ao 

tncllement..  ' , I • . j 

(Pour  abréger,  nous  conviendrons  d’appeler  solutmn  dé  deux 

équations  en  x et  y,  tout  système  de  valeurs  de  .x  et  y-  qui, 
substituées  dans  ces  équations,  y satisfont  ,-n’est-k-dite.  qui 
rendent  les  premiers  membres  identiquement  nuh.')<”-^ 

363.  Soient  donc  deux  équations  d’un  degré  quelconque,  A=o, 
B^o;  *et  , après  avoir  ordonné  les  premiers  membres  par  rap- 
porté  X,  par  exemple,  appliquons- leur  le  procédé  du  plus 
grand  commni»  diviseur;  avec  les  modMicittmns  qui  dnt'pour 
objet  db. rendre  lés  quotiens  et  les  restes  entiers.  (Nous  ^rppose- 
rons  d’aiilatrfs,  >our  le^moment , que  dans  le  cours  du  calcul , 
on  «Riup^ime  aucun  facteur  fonction  de  y \ car  on  verra 
plus  tard  qie  ces  facteurs  égalés  à o,  peuvent  donner  des  va- 
leurs convenables.)  -'i  . 

Désignons  par  a,  a',  a’ les  différens  facteurs  introdo.ts  ; 

ées  facteurs  étant,  en  général,  des  fonctions  de^,^soient  m 
outre,  Q,Q',Q',.-.  R,  R',  R', • lesquotienSTtlcs  restea 

successifs.  ii  ‘ ^ ' 
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!«  série  de<  opérati«iiM)onnera  lieu  aux  identités-suivantes. 


aA  = BQ  -H  R . 
a'B=RQ'-fR', 

^ a'R=R'Q”  + »’- 

, . . * ' 

....(2),  , >. 

■.••(3), 

af)RO— •)  = Rt^-'X^O+Rt»)' 

est  supposé  le  reUe  indépendant  de  x et  foncti^  de  y 
seulement)  * * 

Cela  posé,  l’identité  (1)  fait  voir  que  toute  solution  (n*  3&2) 

du  système  [A=o,  B = o],  satisfait  nccessaircroent  i R = o; 
car  a et  Q étant  des  polynômes  entiers  eu  x et  y,  ne  peuvent 
ilevenir  inGnis  pour  des  Valeurs jiarticulières  attribuées  à x ety. 
Ainsi  les  solutions  du  système  [A=o,  D=o]  conviennent  fu. 
système  [Bt=o,,R  = o].  ' , . 

L’identité  (3) prouve  également  que  toute  solution  du  sys- 
tème [B  = o,  Ri=o] , “satisfait  è R'—oj  <foù  l’on  peutconclure 
que  les  solutions  du  système  []A  = o,  B = o]  conviennent 
encore  au  système  [R  = O,  R^=o]. 

L’identité  (3)  démontre  que  toute  so/uKon  du  système  [Rc^o, 
R'=o]  satisfait  è R°=o.  Donc,  les  solutions  de[|Ac=o,  B=o] 
conviennent  au  nottvea'u  système  [R'=o,  R'=o].  Et  ainsi 
de  suite. 

,D’où  il  suit  enfin,  que  toutes  les  solations  du  ^fième  pro- 
posé [A=o,  Bbso]  se  trouvent  nécessairement  comprises  dans 
ù dernier  systime.[K^'~‘^  ~~  o , Rf*)'=s  o].  j. 

Ainsil’ équation  sC:  O renferme  toutes  les  valeurs  civtsv  • 

rxahlts  de  y.  1.  - *, 

Je  dis  maintenant  qu’elle  peut  renfermer  des  vaYeurs  étran- 
gères. ■ ' 

• Pour  celai  reprenons  les  Identités  (1),  (2)  , ^3)  . . . . («)• 

On  reconnaît,  par  l’identité  (1)  que  tonte  solution  du  sys- 
tème [B  = o,R  = o],  satisfait  à aA  = o.  Or,  cetle  dernière 
équation,  se  divise  en  deux  autres,  a=o  et  \ = o\  d’où  II  suit 

' - T 
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que  les  solutions  (le[B=o,  R = o] 'couiprennent  noû-seulc- 
inent  les  solution.s  ilu  système  prpppsé  |^A  = o,  B = o],^mais 
encore  toutes  les  solutions  du  systèuiG  [as=  o,  B=o]. 

De  même,  à cause  de  l’identité  (2^,  toute  solution  de  [R=o, 
R' srf'o], satisfait  à a'B  =o',  qui  pèfi^être  décomposée  en  deux 
aiSîres  équations  a' = o et  R =3-0  ^ donc,  les  solutions 
d«  [R=o,  R'=o]  comprennent  les  solutions  du  système 
[B  = O , R = o] , et  celles  du  système  {a'  = 0,  R = o]*Mais 
«m- vient^'^e  voir  que  le  système  QB=o,  R — o],  renferme 
^jà  ^utes  les  .solutions  des  deux  systèmes  |^A==o,  B = o3 
«til.{«=o,  B=o].  Donc,  le  système  [R=q,  R'=o],  ren- 
Ùlfme  toutes  les  solutions  des  trois  systèmes 

fA==o,  B = o],  [a  = o,  8=0],  [o'=o,  R =/>]. 

En  continuant  ces  ralsonncmens  on  verra  que  le  dernier 
système  d’équatîbns’[R^"~0=o,  R^">=o3  comprend  nou-seille- 
meut  toutes  le»  solutions  du  système  proposé  {A  = o , B=  o] , 
mais  encore  tiAttes  les  ululions  des  systèmes  ' . 

[a'=  o,  B-=o] , [o'==o,  R=o]. . . . [n^")  = o,  RC"“0  = c^.  ' 


41^4*  31  l’o&  était  certain  qu’eft  substituait  dans  l’équatkin 
clttcunc  des  valeurs  de^  que  donne  a = o,  on  pût,  tirer 
du  résultat  de  cette  substitution,  une  ou  plp^urs  valeurs  de 
toutcsles  solutions  qu’on  obtiendrait  ainsi , se  trouveraient  dans 
QRt"~')=tO,  R"=o]et  seraient  étrangères  à []A=='o,  B=oJ. 
Dès  lors,  pour  débarrasser  Rl"^=odes  valeurs  de  y corres- 
' pondantes  à ces  solutions  élraagèresj  il  sufiirait  de  diviser  Rt') 
^ par  a , qui , comme  oa  L’a  déjà  vu , n’est  fonction  que  de  y. 
Meme  raisonnement  p^  rapport  aux  autres  facteursa',a"..., 
introduits  dans  le  cours  Jh'calcu]. 

, ^ U suit  de  là  que  j si  l’on  divisait  Rt")  par  le  produit 

a a'  X a". ...  X aW,  le  (Quotient  résultant  .^aUà  o,  serait 
la  vérituble  éijitalioujiiuile.  _ ■ ‘ 

Mais  il  n’eu  est  pas  toujours  .vilftsi,  p.'irce  que  telle  v.vicur  de 
'^i.Viréede il  =:u,  laquelle,  dans  tous  le»  cas,  doit  anéantir  te 
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ooeiRciciit  du'preniier  terme  de  B,  peut  aussi  anéantir  tes  coer'" 
fîciens  des  puissances  inferieures  de x jusqu’à  la  prcniière  in- 
cluMvemcDt ; et  dans  ce  cas,  il  n’j  aurait  aucune  Tojear  de  x 
correspondante.  • vj  V, 

365.  L’exemple  suivant  éclaircira,  ce  que  nous  venons  de 
dire.  . , 

Soit  proposé  d’éliminer  èj^e  les  deux  équations 


^x.*  — Z^x — ^ + a=o (i), 

(y*“3y-l-a)x*4-(  J'—  i)x— 3v4-»=  O . . . (a).  ’ 

Pour  éliminer  x entre  ces  deux  équatiouSt.îL'fôUt)  en  prenant 
le  |)olynome  (i)  pour  dividende,  cl'le  polynôme  (2)  pour  divi 
seur,  il  faut,  dis-je,  niultiplier  (i)pifi' le  lycteur^" — 3y-f-s, 
coellicient  du  premier  terme  du  diviseur.  _ « 

G.-tte  préparation  faite , on  clTcctue  la  division,  ce  qui  donne 
pour  reste,  ■T"  ''*'  ' 


(— — 5y)*-|-2yi-d-2y*— 6y  + 4 • • • • (3)  ’ 

' PreiKMis  maintenant  le  polynoaic  (a)  pçur  dividende  et  le 
reste  (3)  pour  diviseur.  > ’ 

Comme  le  'coefiBcient  du  premier  fènne  de  ce  reste,  savoir  î 

«... 


revient  à 

ou  bien  encore , à 

0 

et  que  le  eocflficiént 


-3y»+8y-5y.  . . 

— /{y-T'O  (3y  — 5),  • ' 

du  premier  terme  du  polynôme  (a),  savoir" 
y*  — 3jf^a, 


peut  se  Jccoinposcr  en  ( y — 1)  (y  — 2) , 

' » ^ 
il  s’ensuit  que,  pour  obtenir  dés  quotiens  et  des  restés  entiers, 
il  sitflit  de  multiplier  le  polynôme  (2)  par  y®  (y  — t)(3j' — 5)*. 

Eiïectuant  cette  multiplication,  puis  la  division  du  puly- 
uomc  (a)  ainsi  préparé,  par  le  reste  (3),  on  obtient  ^ rer- 
taiii  quotient  qu’il  est  inutile  d’écrire  ici';  et  le  dernier  reste. 
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c’eat-à-dire  le  ^}^noiae  indépendant  de  x,  égal^  à o,  donne  . 

— looy^ 

+ 3ojr‘'  — au^’  4-  I soy*  T isy; ^ 3a 

Voyons  maintenant  (|neb  p^veni  :Éfra  lea  facteurs  étrangers 
renfeétnés  <Wna cette  éqastion. .-  ^ 

1°.  Ck>inine  on  s>nia|tiplié  le  premier  membre  de  Pétjua- 
tion  par  lo  faettur  jr*  — 3y  4-  9 > qui , étant  déconî- 
])osé,.rerttcnt  i (_y  — i)  (j'^a)/il  s’ensuit  que  Péquation 
(4)  peut  contenir  comme  facteurs  étrangers  ie>  deux  binômes 

Ce  pendant,,  il  tnt  abé  de  it&riner^ue  cett(^équ^(>p  n’est  pas 
satisfaite  par  j'-eéi,  ma^  qu’elle  F^t  parjr=^;  le  quotient 
de  la  division  pat  jt  — a est  égal  à'^j 

k»  . . ^ * * t ^ 

a7jrS — 8a  y*  -t-5o.y' — ia3'*4-4«y— . 

— 36.y*  4-  48 J'  — l6  . (5).  ''  • 

1 Pour  comprendre  comment  ^iacleur  y ^ ne  f^i^  pas 
partiedM  polynôme (4) , U sufiU  d’observer  que,  si  > 

dans  l’équation  (a), 'toutes  les  puissances  de  x disparal4|Ktt,  et 
alors  il  n’en  résulte  aucjsnç  valeur  correspi^dante  ppqP  'of..  i- 

Au  contraire,  soK  posé_y  = a dans  l’équation  (b);  elle  se 
réduit  à x — 5=so,  d’où  x=5;  c’est-à-dire  que  les  deux 
équations  ^ 

et,  (y—3y'  + a)x*-ù-{jf— i)x— 3y'4-i=o, 

' ' ' * t ' ' 

' admettent  pour  Bolution  uniqué,  les  valeurs  x = 5 et  a. 

L’équation  (4)  doit  donc,  contenir  le  facteur  j' — a,  qui 
correspond  à celte  solation,  mais  ne  peut  rciifurnier  le  fadeur 
_y  I , auquel  n»  répond  aucun»  aolutioa. 

a".  Dans  la  seconde  opération  principale , pour  rendre  U di- 
vision possijile , on  a introduit  le  facteur  y (y — i)  (3_y-— 5)’. 

Mais  il  est  facile  de  reconnaître  qu’ancun  des  facteurs  sim- 
plés,  dont  se  comfiose  ce  produit,  ne  peut  entrer  dans  Véqua- 
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lion  Tmalc  ; car  en  faisant  j"  = o , ou,^=i,  ou  , 

dan*  le  rmte  (3)  égalé  à o , la  partie  affectée  de  x disparaît , 
et  ^1  n’en  résulte  aucune  valeur  pour  x. 

-En  général,  l’introduction  du  facteur  (n”  363)  daps  lu 
reste  qui  précède  le  reste  du  i*'  degré,  n’injlue  jamais  sur 
f équation  finale  j parce  que  les  valeurs  de  y,  tirées  «le  ce  fac- 
teur égalé  à zéro rédttisent'  le  reste  du  premier  «legré  à une 
quantité  numérique  ; donc  il  ne  peut  y avoir  aucune  valeur  d«; 
X correspondante.  ’■ 

s.  Traitons  encore  le  mémo  exemple',  en  prena'nt  le  polynôme 
pour  dividende  et  le  polynôme  (i)  pour  diviseur.  . 

U faut  pour  cela  multiplier  (a)  par  yr*,  coefficient  du  premier 
terme  de  (t).  - • '"«■'W 

Cela  fait,  on  effeOtue  la  division,  ce  qui  donne  un  certain 
quotient  et  un  reste  du"premier  degré , savoir  : . 

(3y* — — 2jr* — ayS+tjy — 4,...  (6). 

Prenons  à son  tour  le  polynôme  (i)  ponr  dividende  et  le 
reste  (6)  pour  diviseur.  ' - - 

Comme  le  ooefiBcient  du  premier  terin^  de  oe  reste  revient  è 


ou  bîén , è 


y(3y‘-^  + 5) 

(\y  — O (3y'2i-,!() , 


et  que  le  coefficient  «lu  premier  terme  de  (i)  est  y,  il  stiiSt  du 
nuiltiplier  ( 1 ) par  y (y<  — i)*  (3y  — 5)*. 

Après  cette  préparation , on  effectue  la  division , et  l’on  ob- 
tient pour  r«Mte  indépendant  de  x,  . ' ^ 

-7  + 5oy  — lay  4iy*  — i8y 

— 6y*  36y*  + 48y  — 16, 

résultat  identi«pie  avec  Je  quotient  (5)  qu’on  avait  obtenu  en 
divisant  le  reste  (4)  1^  facteur  y — a.  . 

I«.'i , aucun  des  facteurs  introduits  dans  le  cours  du  calcul 
ne  se  retrouve  dans  l’étpjalion  finale  ^ et  la  raison  en  est  que  le 
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facteur  _y’,  par  lequel  on  a multiplie  (a),  étant  éçalé  à o. 
le  tliviacur  (i)  se  réduit  à une  quantité  inii^pendanle  de  x\ 
par  eonsêquent , il  n’j  a aucune  valeur  de  x qui  corresponde  ^ 

y— O.  , ' r V 

366.  Si  l’on  a bien  compris  ce  qui  s’est  passé  dans  l’exemple 
précédent,  on  entendra  aussi  facilement  ca  règu;  suivante, 
pour  débarrasser' [équation  Jîiutle  des  facteurs  étrangers  qu‘ elle 
peut  renfermer  : 

Diifijyions  p.nr  F(^)  l’nn  quelconque  des  facteurs  introduits 
dans  le  cours  du  calcul , et  par  , ^ ' 

ior*  + r*— * + -f 

le  roste-diviseiir  qui  lui  correspond;  en  sorte  que  les  facteurs 
simples  de  F(j')  soient  des  facteurs  du  coefficient  b. 

Premièrement  J si,  comme  cela  arrive  le  plus  souvent,  F(s) 
est  immédiatement  dccomposable  en  facteurs  simples,  ou  égale 
chacun  d’eux  ào  , et  l’on  en  tire  une  valeur  de  y. 

Lorsqu’aucune  de  ces  valeurs  n’anéantit  é la  fois  tous  les  coef- 
ficiens  b,  c,éU...,  jusqu’à  t inclusivement,  on  est  certain  que 
F(j)  s^  trouve  tout  entier  dans  l’équation  finale,  et  I’qu  divise 
alors  lu  premier  mettre  de  cette  équation  par  ce  facteur^ 
comme  étaut  étranger. 

6i  une  ou  plusieurs  valeurs  anéantissent  à la  lois  5,  c, 
d..l,t,  les  facteurs  simples  correspondans  ne  se  retrouvent  pas 
dans  l’éijuation  finale , qui  ne  renferme  ^d'facfeurs  étrangers 
provenant  de  Ff^),  que  le»  facteurs  simples  dont  les  valeurs  ne 
rendent  pas  nnlles  à la  fois  é,  c,  d,...t.  On  divise  alors  le  pre~ 
/nier  membre  de  l’équation  finale  par  le  produit'de  ces  derniers 
facteurs. 

Secondement  J si  l’équation  F(^)=o,  ne  peut  pas  être 
«lumédiatement  résolue,  ce  qui  arrive,  par  exemple,  dans  le 
cas  ob  le  coéllicient  b est  du  3*  degré  ou  d’un  degré  supérieur, 
on  recherche  le  plus  grand  commun  diviseur  entre  F(y)  «l  tous 
les  ooejficiens  c,  (L.-.t  {yoyet  n“  262).  Si  l’on  n’en  trouve 
pas,  on  peut  cucore  regarder ' ooninie  certain  que  F(_y)  se 
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trouve  tant  entier  dans  I‘é<]uatioM  finale,  et  on  ia  dél/arraime  tùt 
Qt  facteur.  . ; ' 

Mais  a’il  on  existe  «n  , sfiit  F'(_y)  ce  fadeur  commun;  oH 
divise  F(_v) par,l’'(\),  ce  c)ui  donne  le  quotient  F'Cj),  qui  est 
alors  le  seul  facteur  étranger  Qprovcnantdc  l’inlroduction  du 
fadeur  F*(v)]  que  comprend  l’équation  finale., Donc  il  faut  di- 
viser le  premier  mèm/ire  de<cette  équation  par  V’{y). 

Çp  raisonnemnnt  s’appliquerait  à tout  autre  facteur  introduit. 

(Nous  n’cxainincrons  pas  ici  locas  où  le  facteur  commun 
6,  c,  . .l,se  trouverait  aussi  dans  u;  c’est  une  cwcpBstniia! 
pour  laquelle  nous  renvoyons  aux  n**  et  38a). 

On  voit  donc  qu’il  est  toujours  Jtbssible  de  debarrasser  l’é- 
quation finnlc  des  facteurs  étrangers  qu’elle  peut  renfermer,  et 
cela,  sans  supposer  connue  aucune  des  méthodes  pour  résoudre 
une  équatioù^tiiÿ  seule'' incoQuue  n°  aBS).* 

367.  PrêüSUré  remarque.  La  méthode  d’élimination  jiar  le 
commun  diviseur,  appliquée  à deux  équations!  du  .si^cond  de- 
gré en  X et  y,  conduit  toujours  à la  vci'itahlc  équation  finale. 

Eu  effet,  on  a vu  (n®  1 i6):x»pe  deux  équations  de  cette  es- 
pèce peuvent  être  ramenées  à»  forme  t 

ox’ + ùx-f- c=3.o*set  </  = o;  ■' 

t - m ' • 

a ot  a' étant  .des  quantités  nuraé'ptqnq^  * 'sT, 

Cela  posé,  la  première  préparattoitt  a ihirc  à l’un  des 
polynômes,  se  réduisant  à l’introduction  d’ùp  fieteur  numé- 
rique, ne  i>eul  luduer  sur  l’équation  finale.  Quant  à la  seconde, 
qui  consiste  à multiplier  l’un  des  polynonies  propo.sés  par  la 
seconde  puissance  du  coeiltcient  de  x dans  le  reste  du  1*’  degré 
a**  -f-  é*  ,,nou8  aVuns  déjà  prouvé  (n^  365)  que  ce  facteur  iu- 
troduil  ne  pouvait  entrer  daus  l’équation  liiialer 
■Ï1  en  est  de  même  toutes  les  fols  que  l’une  des  équations  proA 
posées  est  du  second  degré  en  a; '(quel  que  soit  d’ailleurs  le 
degré  en  y)i  pourvu  que  le  coelllcient  de  æ*  soit  une  quaiitliié 
numérique.  . ' ' 

368.  Seconde  remarque,  i.e  degré  du  l’écpjation  finale  à du- 
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quelle  ou  parvient,  fait  toureut  reconnaître  la  préeence  de* 
facteurs  élraiigert.  En  effet,  on  a dcniuntré  (n*  3i5)  que  U 
degri  d*  V iqualion  Jincd«  n»  saurait  surpasstf  Ile  produit  des 
degrés  des  deua  équations  proposées.  Si  dortc  jjsn  parvient  à 
une  équation  d’un  degré  plus  élevé,  on  est^<%rtain  qu’il  y a 
des  valeurs  étrangères.  Mais-  de  ce  que  le  degré  est  préctsé- 
niertt  égal  au  produit  des  degrés  des  detn.  équations , on  ne 
jxîut  pas  conclure  qu’il  n’y  a pas  de  valeurs  étrançiércs  ; car  la 
^éritalile  équation  finale  est  quelquefois  moindre  que  le  pro- 
duit des  deux  degrés.  11  peut  même  arriver  que  le  degré  soit 
nul,  t^est-à-dii’e  qu’il  n’y 'ait  pas  d’équation  finale  {voyem  le 

374)-  " 

En  général,  U-4egré  de  f équation  finale  eaiégal  au  nombre 
usa  SOLUTIONS  dont  Us  équations  sont  susceptibles. 

369,  Passons  actuellement  à la  détermination  de  tous  Us  sys- 
tèmes de  vaUurs  propres  d vérifier  deux  équations  données. 

’ - Soient,  pour  pi-einier  exemple,  les  deux  équations 

<«■  • V ^ " 

Cy*  T- 1 )'x*  ^ X . 

Après  avoir  introiinit  dons  le^iâ^ièoiue  CO  le  facteur. . . . 
(jf“—  i)*,  on  ef[ectue  la divisjon.wl’c 
reste, 


V 


I OU' trouve  pour  premier 


■ ifultipliani  ^dfyiionie'  (%}  ' par  (^*  — 5y  -<f-  3)* 

et  divisant  le  résultat  péi^  Veste  (3),  on  obtient  pourie  reste 
fonction  de  Bimlcuient, 


— 64>’ +' 5a^  — l6.  . . . (4j. 

Gimme  pour  effectuer  la  première  opération,  on  a été  oblig<: 
d’introduire  le  facteur  (y — i)*,  et  que  y=  i,  suTjs'titué  dans 
l’équation  (2),  donne  x = 2,  il  s’ensuit  que  ce  facteur  doit_  en- 
trer comme  étranger,  dans  le  polynôme  (4)‘- 

Divisons  donc  ce  polynôme  par  (y* — i)*j  il  vient  pour  ré-, 
vullat, 


C-  by  : . .^k 
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. y r-8y  + aoj>-— i6  = o '(5), 

;^*îiation  qui  est  la  viritablt  équatioa  flnaU.  Si  l’on  <i]iplique 
• «cite  équation  ta  - méthode  des  racines  commeiisurables,  on 
trou\e. pour  racines,  ^ = a, ya=a,^  =4*  •• 

Ponr  obtenir  les  trois  Tateùrs  de  x correspondantes,  il  faut, 
comme  on  l’a  ,vu  (ii”  285),  substituts  chacune  de  ces  valenrs 
dans  le  ^este  du  premier  degré,  et  Pou  obtient  xsc  i,  x—  i. 
xc='—  i;  c’est-à-dire  que  les  équations  proposées  admettent 
Irai»  solutions,  diOnt  deux  sont  égales  à (x  = i , = a)  j.et  la 

troisiime  est  (x'aàè  i ,^  = 4). 

En  cAt,supposonsdaus  les  cquations^i^  el  (a),^^a^  il  vient 
» «•  , 

• . 2X* -:f- 1 et  x’-+-a?”“»,  *. 

- V-  . 

pol jnomes  qui , bomine  il  est  aisé  de  s’en  assurer , admettent  le 
commun  diviseur  x — i.  . . ’ 

• Pareillemeot^jj^^  4 substitué  dans  Çi)  et  (2),  donne  , , 

4'»’ — 3x-f-i  et  3x*-f-x  — 2,  •<  " 

qoi  admettent  le  commun  diviseur  . ÿ-f-  1. 

: 370.  Soient  encore  les  deux  équations  ••  ’ 

X* — (3j'— 3)x*-f-(3y — 6y — i)x — — 1=0. . • . (i) 
^ 4-(aj^)x  +y-»-4^3=o. . ; . . . . (2) 

En  appliquant  le  prtmédé  ordinaire  ,.on  obtient  pour  reste  du 
premier  degré,  _ * 

'(3y+^)x+y-+-6y4-5jr (3),'' 

'ét  pouf' réste  indépendant  de  X,  ^ 

■.,-  0 y + 3y+y-3y-2y.=o.....  (4).  . 

K-  - » * • 

C’est  la  viritahU  iqualion  finale;  car,  d’après  ce  qui  a été  dit 
n*  367,  l’équation  (2)  étant  du  second  degré,  et  le  coenicient 
de  X*  étant  numérique,  Pintrodnetion  d’uil  focteltr  dans  le  cour 
‘du  calcul,  ne  change  rien  à l’équation  finale.  . v 


y’iy-i-  i>*ü'^,')(y+2)  = ‘>- 
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Cela  iTOsi'î , si  l’on  résout  l’éQuation  (4) . on  reconnaît  facile- 
ment qu’elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

’ . i 

, • > ' 

Considérons  d’abord  les  deux  yalenrs  de_y  qui  n’enlrentqu’und 
fois  dans  cette  équation. 

En  faisant  y = t dans  le  reste  (3)  et  galant  ce  reste  à o, 
on  troure  6r  + i a = o , d’où  l’on  déduit  x = — a ; c’est-à-dire 
que  le  fadeur  a:  -f-  a devient  commun  atix  deux  proposées."  . ‘ ’ 
Sùbstituant  de  même  ^ — a dans  le  reste  (3)  -,  on  obtient 

6e  + 6 = 0^  d’où  X = — I ; donc,  X + I devient  diviseur  . 
commun  des  deux  équations.  ' ' ' ■ 

Mais  si  l’on  porte  jr  = o dans  le  rdàtê  (3) , tous  les  termes, 
de  ce  Veste  disparaissent;  c’est-à-dire  que  l’on' trouve  o.x=?o, 

o ■ ' . ■ ■ I'  ' ; 

doux  = -'  , . \ . 

o . ' • 

Pour  expliquer  oette  circonstance,  il  (but  observer  que  Pbj- 

potlièse  y k o rendant  nul  le  reste  du  premier  degré  en  x,  il 

est  à présumer  que  c’est  le  reste  du  second  degré  qui  devient 

diviteur  exact  des  deux  polynômes.  En  elTct,  remontons  à ce 

reste  du  second  degré,  c’esUà-dice  à l’équation  (a);  il  vient , t 

par  la  substitution  de  y = o, 

V ' ''V  •' 

+ i / . ..  . 

Posant  de  même  y = o dans  le  premier  mëmbéc  de  l’équa- 
tion (i),  on  trouve  ' > 

x*-f-3x*  — X— <3.  « . 

* * , ■ ■ 

Or,  il  est  aisé  de  reconnaître  que  ce  dernier  polynôme  est  divi- 
sible par  le  précédent,  et  donne  pour  quotient  x— r.  y ' 

De  l’équation  X*  4- 4x-f- 3=0,  ou  tire  d’ailleurs  ' ; 

* = — I,  x = — 3;  ■ ' 

et  ce  sont  les  deux  valeurs  de  x correspondantes  à y ==o. 

Il  reste  encore  à considérer  la  valeur  y = — i.  L’Ky|M)thcso 
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y = — I introduite  dans  le  reste  {3},  anéantît  encore  tous  les 

telles,  c’est-à-ilire  que  l’on  trouve  o.j  = o,  tfoù  x^-. 

Mais  si  l’on  rooionte  au  diviseur  du  second. degré,  ou  à l’c- 
quatiun  (a),  il  vient  par  la  substitution  de  j = — i , , 

, x*+  ar=>o, 

d’où  l’on  tire  x = d,’’  x=  — a. 

La  méinc  valeur  y — — i reportée  dans  (i),  la  réduit  à 

> . ■ ' 
x^  + 6x*  + 8x  e=  O , 

• . '• 

dont  le  premier  membre  est  divisible  par  x*  + ax,  et  donne 
pour  quotient  x + 4*  ' 

Récapitiilant  ce  qui  vient  d’étre  dk,  on  trouve, 'pour  les  so- 
iulioHs  des  équations  proposées. 


3^i.  N.  B.  Il  est  à remarquer  rci.,  i®.  qu«U  nombre  de  solu- 
tions est  égal  au  produit  des  degrés  des  étfuations;  a®,  que  cIm- 
csiic  des  valeurs  de  _y,  à lai|ueUe  il  correspond  deux  valeurs 
de  X,  entre  deux  fuis  dans  l’^uation  finale. 

Ce  résultat  est  couforme  k ce  que  nousuvons  dit  n°'^68,  sa- 
voir, que  le  degré  de  l’équation  finale  doit  être  égal  au  nombre 
des  solutions  de  la  ij^uestion.* 


3^a.  Le  cas  particulier  que  nous  venons  d’examiner  étant  l’tin 
des  plus  importans  de  Téliiuination,  nous  allcms  entrer  dans 
»|uelques  détails  k ce  sujet. 

Toute»  les  fois  que  la  substitution  de'  l’une  des  valeurs  de 
r«'(juation  finale  en  y,  daqs  le  reste  du  premier  degré  eu  x, 
anéantit  tous  ses  termes,  c’est  une  preuve 'certaine  qidk  cette 
Valeur  de  y il  correspond  plus  d’uiiÇ  Valeur  de  x , ou,  ce  i]ui 
S'cvîent  au  même,  uh  commun  diviseur  ries  deux  pru|>osé(^, 
d’un  degré  supérieur  au  premie{'.  r' 

* Pour  obtenir  ce  coniniiin  diviseur,  ou  les  ^^lelu'$  de  x tot- 


\ 
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rcspondaates'à  la  valeur  àe  y,  U faut  la  u^lUuer^ant  le 
reste  du  second  degré.  Si  tous  les  termes  de  qe  reste! ifévanoaif 
seiit  encore , on  remonte  au  reste  du  3*  degré , et  ainsi  dé  suite, 
jusqu’à  ce  qu’on  en  trouve  un  dont  tous  Us  ternes  ne  s’évanouis- 
sent  plus  ; et  c’ést  alors  le  diviseur  oommpfn  des  deux  prop(M^. 
Égalant  ce  reste  à Oj  et  résolvant  l’ équation  résuUanU ^ ob 
obtient  toutes  les  valeurs  de  x correspondantes  à la  valear  da^ 
que  Ton  a considérée.  ' 'f  < 

, Za  réciproque  est  vraie  , c’est-à-dire  que,  toutes  les  fois  qn’à 
une  même  valeur  de  _y,  il  doit  correspondre  deux,  trois  t. n 
valeurs  de  x,  il  arriver jnécessai rement  qqe  les  restes  du  i*'', 
a'*"'. . ./» — i""'  d^ré  s’évanouissent;  et  le  reste  du  it““'d^ré, 
ég.'i lé  à o , donne  les  n valeurs  de  X. 

Le  facteur  du  premier  degré  correspondàut  à cette  vpleur 
de  y,  entre  d’ailleurs  à la  puissance, dans  l’équation  finale^ 

conformément  à la  remarque  du  n*  3^  i. 


373.  Quand  on  substitue  dans  le  reste  du  premier  degré 
en  qu’on  suppose  de  la  forme  Mx  + N,  M et  N étant 
géiiéraleracut  des  foiictiuns  de  quand  6n  substitue,  dia-je, 
ù la  place  Ae-y  uifo  des  valeurs  tirées  de  l’équation  fînale, 
it  peut  arriver  deux. 'Cas  singuliers  dont  U est  Imn  de  faire 
mention.  " ■ f » 

1°.  N peut  se  réduire  à o par  l’effet  de  cetie  substitution  , 
ftJA.  à une  quantité  numérique  quelcofique.  - , 

Dans  ce  cas,  il  est  évident  que  la  valeur  de  x correspondante 
se  réduit  à «éro,  puisque  l’ori  a ’ v 

' • * ' 'r*  .J^e‘  ‘ 


2®.  N peut  w réduire  à une  quantité  nutnfriqtte,  et  M à <>• 

Dans  ce  cas,  l’jéqu.v lion  ^ donne  .x  = — — , 

c’est-à-dire  que  la  vateàfdfl  Jc  correspondante  devient  infinie. 
Ce  résultat,  que  l’on  obtient  quelquefois  dans  les  ibrmales 
du  premier  .et  du  second  degré,  peut  fort  bien  convenir 
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à la  question , si  elle  est  «lè  nature  à admettre  des  solutions  in- 

finifs  pour  x et  finies  pour  y.  La  Géométrie  anal]rtique  en  offre 

des  exemples  uonafareux.  , ..  ..  ., 

‘ 

374.  Jusqu'à  présent,  nous  avoris  sop^sé  que  l’application 
de  la  roétliude  coodnise  à une  équatioa  (înalé'en  y,  mais  il 
n’eiiye.>t‘ pj^s  toujours  ainsi.  -v  ^ 

Le  reste  Indépeùdapt  de  x,auqtiel  on  parvient  nécessaire- 
ment tét  ou  tard , peut^'V  réduinc  à une  quantité  numérique 

I "H*-  '*  m * 

qaelconque,  OU  a o,  ^ 

Examinons  d^aLord  le  cas  ^rriet(t  d un  reste  numé- 
rique indépendant  dèji  j. 

Ce.  réenTtàt  évî5emnien\  que.^les  deux  équations 

sont  incompatibles t ou  n’adniettent  tuteH/ne  soluüon,  puisque, 
d’après  la  méthode  du  n®  384 , pour  former  l’équation  finale 
il  ('andrait’éj^idt  le  restera  o,  ce  qui  conduirait  à une  al>- 
surdité. 

Et  en  effet,  comme  en  appliquant  aux  deux  poljnomes 
proposés  le  procédé  du  ^commuri  .diviseur , on  trouve  un  reste 
numérique^  avant  aucune  substitution  particulière  faite  pour 
y,  si  l’on  donne  à cette  inconnue  une  valeur  quelconque,  et 
qu’on  applique  aux  deux  polynômes  résultant  de  cette  substi- 
tution le  même  procédé,  on  doit  nécessairement  retrouver  le 
même  reste.  D’où  l’on  voit  qu’aucune  valeur  de  y ne.  peut 
introduire  de  commun  diviseur  en  x^  condition  'qui  cepen- 
dant est  insépaa;ablc  de  toute  valeur  convenable  de^'.  L 

Soient,  par  exemple,  les  deux  équations 


yx^ — (yi—  — I)  X -j-y  : 


\'y^—  r 

: -,  4-3y 


X -\-y 


X*— yV+3  = o, 
.r‘— y 


+ 3 


reste. 


a'  reste». . 


x+y 

X’— 

-1-3  i 
+ 3v 


— y 


Donc  les  équations  sont  incompatibles. 


, ^ (ÎGo  D£  t’ALlMJNA;ÇfOk.'  ' I»- 

Dans  cct  exempte',  Piropossibililé  de  l’existence  simultanée 
dé$  deux  ëqaatioDr.f)cùt^4lre  mise  en  éTidened.  En  effet , il  ré- 
sulte de  la  première  opérétiou , que  l’équatioii^  peut  étr« 
mise  sous  la^fôfme:;  - ^ 

■ (x*-^y-t-3)_yx-|-x+y.=  o.  • 

D’aillcprs  l’équation  en  X*  est  ,',t  • ' . ' . 

x*:^ÿ‘  + 3 = o;  ■ •. 

or,  toute  solution  de  cotte  dernière  équAlion  anéantit  la  pre- 
mière partie  do' ’l’équatâhi  précédente;  donc,  pour  que  ces 
deux  équations  exlsteat  siandtanément,  il  faut 'que  l’ou  ait  à 
la  fois  * 

* X -f-j’  = e et  X*  --*_y*  -f-  3 = O , 

ce  qui  est  impossible,  puisque  x -\-y  = o donne 
X*  — y*  = O , 


résultat  contradictoire  avec  x*^ — + 3 = o , tant  que  x et 

•y  seront  des  quantités  Ilotes.  ' ' 

3^5.  Considérons  actuellement  le  cas  oè  le  reste  est  nul. 

Ce  résultat  prouve  que  les  premiers  membres  des  deux  équa- 
tions ont-  un  commun  diviseur  en  x,  avant  aucune  substitution 
partieidièi'e  pour  ( vtyez  n“  a83  ) , et  que  cesjquations  sont 
indèt^miniii.  ■ 

Soit  D le  facteur  cpnpkun  aux  deux  preniiera. membres;  on 
jyut  mettre  les  deux  proposées  sous  la  forme 


, A'xDe=o,'  B'xD=so. 

• ■ ...  , • ■ . 

Cela  posé,  l’on  voit  qu’elles  peuvent  être  satfsfaites,  soit  ert 
posant  séparément  D = o,  soit  eu  posant  A'=-o,  B'=  o. 

( Nous  ne  parlons  point  des  solutions  qui  pourraient  être 
fournies  par  o et  D = o , ou  bien  .par  B'=  o et  D = o , 
parce  qu’elles  pc  trouvent  implicitement  renfermées  dans  l’é- 
quatiou  unique  D_=s  o.  ) 

Si  maintenant  on  supprime  le  facteur  O dans  les  premiers 
membres  dos  deux  équations,  les  résji^Itantes  seront  A' s o. 
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< i 

B = O , cl  n’adiiielU'Ont  plus  qu’un  ■ nombre  liiniti  de  se— 
lutions.  ' J ' , 

Or,'coniraQ  il  est  possible  que  le  facteur  commun  qui  existe 
entre  les  deux  ])rüposécs,  et  qui  leS  rend  inJéterminceSj  soit 
tout-à-faif  étranger  à la  question  qui  a donné  lieu  aux  équa- 
, tiens,  que  d’ailleurs  ce  biclcur,  égalé  à zéro,  peut  n’adnieltre 
que  des  so(aUons  imaginaires  (telle  serait,  par  exemple,  l’équa- 
tion ' D = 4:* -f- -1-  I =0,  qui  <Ionne  poiié^'  des  râleurs 
imaginaires  correspondantes  à des  valeurs  tTc  ’i;fêelles,  et  ré- 
, cipro(|uenient  ) , on  conçoit  qifil  pout  étre^aM^e  connaître 


les  solutions  des  équationMA'=  O et  '2  ,V*. 

Prenons,  pour  fixer  Icsnlécs,  rexcmple  sijlivaiil,:  l»-  . ^ 

Soîent  les  deux  équalioris-  ..  • t ■ 

x'—  3ÿx‘-\-3y^x — 5x*-f  iojx-l-6x~y’ — 5j-'^-yGy=  o. . .*  (i), 
x’ — 5ya:*-\-8y'x — x — i\y*  y z=z  o ••(=)■  "• 

Ordonnant  ces  deux  polynômes  par  rapport- à i , et  divisant 
(i)  par  (2),  on  obtient  pour  preraiei’Tcslc, 

(2j  — 5)x‘  — (5y— loj-  — 7)i-4-3y’  — 5y  — (S). 

Prenant  ço  reste. pour  diviseur,  le  polynôme  (2)  pour  di- 
vidende, et  faisant  la  préparation  d’usage,  on  trouve  pour 
second  reste, 

(^4_ , o/-|-35y»-5o^-|- 24)x-^*4- ioj<-35p’-f5oj*-24j...  (4; . 

. • ■ M • 

• EnDn,  apéijs  aVbir  multiplié  le  polynôme  (3)  par  le  carré 
du  coefficient  de  X dans  (4)^  *•  l’mi  divise  le  polynôme  (3) 
ainsi  préparé,  par  (4),  on  parvient  à ûn  reste  nui.  " 

Ce  résultat  seiubleraib  indiquer  que  (4)  est  dkiseijf  c<ii^piiUi 
des  deux  polynôme?  (1)  et  (2)  , pulsqtlc  la  deiw^é  dîvisîon  • 
est  exacte;  mais  cela  est  évidemment  impossible,  d’après 
l’iDspectiou  du  reste  (4),  dont  les  cpeffîciens  sont  des  .fonc- 
tions eny,  tandis  que  le  coefficient  de  a*  dans  (1)  cl  (2)  est 
égal  à l’unité..  ' “ ' 
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.t  . . 

Pour  cspliqnor  cette  conlradictipn-,  il  laut  observer,  qu'on 
a laultiplié  (3)  par  le  carré  »lu  'cœnicient  dont  .r  est  aneclé  ‘ 
dans  (4) > san.s  s’assurer  d’abord  (n*  38)  si  ce  coefficient  n’est 
pas  facteur  de  la  partie  de,  (4)  aHe®tée  de  x°.  Or  ,*c’cst  prccisc- 
nicnt  ce  qui  a lieu  ; car  cetto  partie  revient  à ' • ^ , 

— ^(y* — loy^  + 35y“  — 5oy -f- a4)-  • 

Il  rf-sulte  de  cette  remarque  que  cc  n’est  pa^  (4)  qui  est 
un  diviseur  commun  aux  deux  proposées,  niais  (4)  débar- 
rassé du  faclenr  — loy^  -f-  35ÿ*  — 5oy  -|-  24,  ou  bien, 

.r  — y.  ' 

Supprimant  doitpie  facteur  x—y  dans  les  deux  polynômes 
(i)  et  (2)  , on  obtient  pour  résultats,  ' , 


et 


J?’ — (2y  rf- 5)x+y*'l“%  + ^ =5  ®- • • (5)» 

(6)^. 


X)— 4yx  + 4y*  — I =3  0 

Conclpons  de  là  que,  toute»' les  fois  qu^o/i  opère  sur  Veux 
équations  dont  les  premiers  membresj  'ordonnés  par  rapport 
à X,  ont  des  coejfciens  premiers  entre  eux/si  l’on  [Hirvient^ 
après  un  certain  nombre  d’opéra ikmsj  a vn  sïsTE^ïmi.,  et  que 
lés  coéfficiens  du  reste  précèdent  ne  soient  p'as^remiers  entre 
eux  J ce  nest  pas  ce  reste  qui  est  cqm/mh  dhUeur  des  deux 
profroséesj' jfutîs  bien  ce  reste  dioisé  par  le  facteur  commun  à 
ses  ooeficietis.  ^ 

II  resterait  mainted^t  9 appliquer  de  nouveau  aux  deux 
équations  (5)  et  (6)  le;  procédé  dç  l’éliminiition,  afin  d’en  «!é- 
duire  l’équation  finalê  qui , leur,  correspond,  èt , par  suite, 
toutes  les  solutions  des  équations  (5)  et^(6).  Mais  nous  allons 
faire  voir  que  ce  çalcul  est'inétile^e^cst-à-dire  que. ta  première 
série  d’o^ratioiis  donne  féquation  finale  jélatU’e^  aux  deux 
équations  {5^  et  {6y 'ainsi  que  le  reste  Ou y\  degnl  en  x coty 

nspondant  àxeife  équation  finale.  \ ’’ 

3'j6.  Pour  nous  rendre  compitc  de  cette  circonstaheé  d’une 
uianièi'C  genérafe,  considérons  les  deux  «îquations  A'  = 0, 
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Rs^o,  <]uc  iiuuii  EuppoiOiis  rcivtV'rnicr  un  commun  Uivi$eut^. 
en  X el  _y , oy  hieii.^Ai  x seulement.  . ’ ^ <■'**' 

En  appliquant  d’alsoril  lu  prtH;éUû  aux  deux  poljnoiiie.s'i'jan ' 
Irous'era  une  première  série  de  (juollens  et  une  première  séMè^, 
de  restes,  leMj’uels  restes  (n“  a65)  contiendront  égal,einent  le' 
facteur  cQinniun.t  iMais  si  l’un  supprime  ce  fadeur  daifs  ^ et  B, 
et  qu’on  \euilic  cnsyite  Itÿir  sur  les  polynômes  résuUnns  A' 
et  B',  on  retrou*ér.r  néc^^irCinent  les  me'mei  g uotiens  crdes 
'restes  qui  ne  difiororynt  de  ‘ceux  de  la  prfltnière  série  d’o|>^- 
ràlions,qu^iiiw^’i|s|ie.cdntiendront  j^us  le  facteur  commun; 
donc  le  dernicy',rwié^  eçitistf  àiitres , de  Ur  seconde  série  d’opéra- 
tions, ne  di'fférem^l^fü^  reste  de  la  première  sécîe,  que 
parce  que  .le  facteur 'commun  ne  s’y  trouvera  plus, 

Ainsi  déjà  ,'  le  premier  membre  de  F éguation  finale  gui  cor- 
respond à h!  p=  O.,  B = a,  n“est  autre  clu>se  gue  'iç.  dernier 
reste  de  la  preraièèe  série  d’opérations,  débarrassé  du  fac- 
teur c^ommun  à A *et  B;^  én  d’antres  termes,  c’^st  le  '^'dteur 
fonction  de  y, guCexUte  eritre  les  coejjfîeiene  de  ce  reste. 

Quant  au-reste  du  premier  degré  en  x de  la  seconde  série 
d’opérations,  il  doit  être  égal  à l’avant-dernier  reste,  i\e  la 
première  svr\e,<divieé  pur. le  facteur  comÈmP ; c’est  dojic  le 
dernier  guotient  de  la  première  sériêi  ‘di  ^ 

Dans  l’exemple  précédent,  l’équation  finale  relative 'aux  deux 
■ équations  (5)  et  (6)  est  . 7 ’ 

**  > • 

yi , OJ-’  + 35j-’  — 5oy  + 24  = O (7) V 'f' 

I, 

et  le  reste  du  premier  degré  en  x n’est  autre  chose  que  le  quo- 
tient du  reste  (3)  par  x — y,  ou  Lieu,*  f.f' 

, (2^  — 5)jc  — 7-.-  (8). 

• T i s s ' ^ 

L’équation  (7),  résolue  d’après  la  méthode  des  racines  çom- 

mensurables,  donne  pour  valeurs  1 

, . I,  a7\â,  4.,a’  ‘ , 

i.  y.- 

Substituant  chacune  de,c^  vah^nrjM^ana^Je  reste  (8),  et  ré- 

36.. 


V ‘v.  • 
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solvant  ce  reste  égale  h réra,  on  trouve  pour  les  valeurs  de  x 

corrcsp'üiulantes , 

x = 3,  5,  5,  ^ 

3-]’].  Ck>nsi<]érons , pour  second  exemple , les  doux  équalton» 
x^-^(3y  — 0 X'  + 0'*  — 2y)x  +y  + = o- 


./x'’  — ( ^ — 0 — O'  — 0 f “h  ‘ 

■*';  ■'j  ■ ' 

r Qo  obtient  d’abord  pour  reste  du  a'  degré,. ^ 

aj-x*  — — y — 1 ) «^  — y'  i i • • • ’ 

et  pour  reste  du  premier  degré , 


(0. 

(a)- 


\ • 

(y  _ 5y  + 2y  — i)x  + y*  — 5y  + 9y  — î 


(4)- 


Mais  au  lieu  d’opérer  qpmme  dans  l’exemple  précédent,  fcesl- 
a-'dire  au  lieu  de  multiplier  (3)  par  le  carre  de  ... 
yt  __  5y>  +'2y-r-  r , et  de  diviser  C3)  ainsi  préparé,  p»r  (4),^ 
va  peut  obsêrver'sur-Iè-cliamp  que  le  reste  (4J  yevient  a 

/y 5y  4-  2^  — i)  (x  + »)• 


Omettant  alors  le  facteur  en  y Ct  divisant  (3)  par  x + i , 
on  obtient  un  quotient  exact  et  égal  à * 

2jx  — y — ^+1.-..  (^i)- 

/ D’où  l’on  peut  conclure  que  x + i est  diviseur  coniraun  des 

deux  proposées.  . .... 

Ces  équations  débarrasées  du  facteur  x + » , se^ réduisent  a 

V yjp»_  3jx + y rf-^'  = . 

X*—  XJ' 4"  • “ ®"' 

rt  la  question  est  rainée  à éliminer  entre  ces  deux  équations. 
Or  , d’après  ce  qui  a été  dit  i>récédefnmeiit , on  a pour  équation 

finale,  , , ■>  . , , > . . 

et  pour  l’équation  du  prcmlér  en  X correspondante,  le 


f 
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riMiiltat  (5)  égalià  o,  c’est-à-dire  • 

' .2JC— y — 1 = 0.  * ^ 

La  première  de  cH  deux  équations  n’admettant  pas  de  ra- 
cines commcnsurables*,  il  faudrait  appliquer  la  méthode  des  ra* 
cincs  incommensurables;  après -quoi  J’on  substituerait  cha- 
cune des  valeurs  de  y olilenuei,  dans  la  seconde  équation 
qui  duuocrait  alors  1er  valeurs  de  xs'correspondantes. 

iLlMI.VATlON  ATEO  SUlrX.IFTOATION. 

Z']9-  les  prineipes.fui  viennent  d’être^'tablis  snfGsent,  à la 
rigueur,  pour  toutsvslèiûe  d’equationsà-deus  inconnue#/ Ce- 
pendant il  y ailes  ctrcenstancespù  l’on^eut  apporter  de  très 
grandes  simplilications-dans  la  détermination,  soit  de  l’équation 
' finale,  soit  des  systèmes  de  valeurs  dc  x et  de  y. 

Reprenons  les  deux  équati<>ns  déjà  traitées  n*S']0, 

(3y’— 6)— i)x— 3=0. . . (i) , 

x*4-(aj'-f4)x-i-y4-4y+3=o ; (a). 

Après  être  parvenu  au  reste  du  jsreinier  degré 

^ (3y -4- 3y  X -f- y -f- 6y-|- 5y (3), 

on  peut  observer  que  le  coellicient  de  x revient  à ' s 

3j'0'-j-i),  ' - , 

et  fe  coefficient  de  X*,  à ' y(_y*  + 6y 

d’où  l’on  voit  d’abord  que'’’y  est  facteur  commun  à ces  deux 
cocfficiens;' d’ailleurs  y* -J- 6/ 4-^5  devenant  nul  par  l’hypo- , 
thèse  y = — I il  s’ensuit  qiie  y -f-  i divise  ce  polynony»-/ 
Donc  y (y  + i)  est  diviseur  commun  des  deux  cocfficiens  du 
reste  (3).  - *i  • - - ' 

Cela  posé,  pufsqu’en  faisant,  soit  y = o,’‘Soif  y = -^i, 
dans  le  reste  (5),  ce  reste  s’évanouit,  il  en  résulte  que  clià- 
- cime  de'  ceS'Valcurs,  substituée  dans  le  reste  du  second  dogré 
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OU  ilaiis  (a) , rend  ce  reste  ditîjeor  commun  des  deux  jfro'. 

pOSlTS.  • ^ 

On  peut  'donc  provisoireBieidt 'su^iprimer  ces  deux  facteur^, 
''sauf  à les  introduire  il  la  Fin  du  calcul  dons  l’équation  finale, 
comme  deVant  en  faire  partie.  , . 

Divisant  donc  f3)' '{ùr  on  obtient  pour  résultat, 

: . • 

■ + 5 ...  (4). 

\ ■»  ....  ' ’i  , 

Prenant  (i)  pourdiridendc  et(4)  pour  diviseur,  on  parvient, 
toute  réduction  faite,  à réqnatioD  finale 

y _ 2 = O . . . , (5> 

Reniarqiion.s  maintenant  que,  puis<|n’on  a supprimé,  dans  le 
cours  (lu  calcul,  les  lai^leurs  y 'cbiy.»+M , à cbaçmii  desquels 
correspondent  deux- valeurs  de  x,  on  doit  introduire  cesmêmes 
facteurs  à la  técoode  puissance  dans  le  résultat  (en  vertu  de 
' ce  qui  a él«.-tlit  n"  3^i  );  et  il  viént 

■«  . y Cy  + «)’Cy* +/.—  *)  = ®>  '•  i.  . 

pour  la  véritable  équation  finale.  C’est  l’équation  trouvée 
n®  3^0  par  la  méthode  générale.  . * . . " ; . 

379.  Concluons  de  là  que,  toutes  les  fois  quot^  découvre 
dans  les  différens  rentes  des  facteurs  fonctions  de  y,  on -peut 
les  supprimer,  pour  la  simplicité  des  calculs  , et  continuer  Vopé-  . 
ration  ; mais  il  faut  avoir  le  soin  de  les  introduire  dans  le 
résultat,  respectivement  à des  puissances  d'un  degré  marqué 
par  celui  du  reste  qui  précède  le  reste^daris  lequel  an  a oféré 
la  suppression.  ' ' . ' 

N.  B.  Il  peut  cependant  aVriver  que  quelques-uns  de  ces 
facteurs  soient  identiques  ‘'avec  ceux  que. la  règle  du  n®  366 
prescrit  de  supprimer  daus  l’i^uatipn  Finale;  auquel  <»s , on 
se  (iispeHserait.de  les  rétablir  , puis()u’il  Faudrait , conformé- 
menV  à celle  reglu,  en  venir  de  nouveau  à leur  suppression. 

Nous  observerons  encore  que  si,  après  avdtr  supprimé  des 
facteurs  dans  le  <x>urs  du  calcul , on  (larvient  à un  reste  nu-  * 
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mérlqtÿs  (n“  374)  j **c  doit  p^s  conclure  quç^^ies  équations 

sont  incompuitibles;  mais  elles  n’admetlent  pour  solutions  que 

les  râleurs  de  x et  de  y qui  corréspondent  aux  facteurs  sup- 

primls.  ■ ■ * 

38o.  Appliquons  encore  ces  principes  aux  deux  équations 
% 

x’— (3_y-f-9)j:’-f-(3j*+i8y+23)ar-^y’-9y-23j’— 1 5=0. . . ( i ), 

*^4-(3>'— 3)**+(3y—  6j>—  i)x4-)'^-3y’-^  + 3=o...(3); 

on  obtient  d’alx)rd  pour  premier  reste, 

(Sy  + 6)**—  (24^  + 24)*  *2^  + '8. . .(3). 

Or,  avec  un  peu  d’attention,  on  reconnaît  que  2(jf-+-i)  est 
facteur  commun  des  trois  cviefliciens  de  ce  reste  ( le  dernier 
coelEcient  se  réduit  en  effet  à o,  par  l’hypothèse  j = — 1); 
supprimant  donc  ce  facteur,  on  a pour  résultat,  , 

3x* — i2x 2^  + 9. . . (4). 

* / . • « 
Prenons  actuellement  (2)  pour  dividende  et  (4)  pour  divi- 
seur; il  vient,  pour  nouveau  reste, 

y . (24^*+ 48^^  -T  — • (5). 

ftn  reconnaît  encore  ici  que  a4j'(j 
cites  deux  cœfficiens;  et  il  vient,,'  aprk«  ! 

■ '9  ' 

'■  > ' X —Mhv  C6) 

Divisant  enfin  (4)  par  (6)  , on  trouve  pour  quotient , 3a:  6, 

et  pour  reste , • 

y + 2y  — 3. 

Revenons  ' sur*  nos  opérations,  et  observons  «'d’abord  que 
comme,  pour  rendre  les  divisions  possibles,  nous  n’avons  eu 
besoin  que  d’introduire  des  facteurs  rrumériques,  le  résultat 
ne  saurait  renfermer  aucun  facteur  étranger. 

Ceci  admis,  1®.  puisque  dans  le  reste  (3)  nous  avons  supprimé 
le  facteur  i , et  quQ  le  reste  précédent  est  du  3”*  degré, 

l’é<iuation  finale  doit  contenir  (9^ -Jr  i)'. 


■V',. 


I • 
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D’ailleurs,  pu  faisant  y =,—  i daiivce  reste,  qui  n'est  autre 
chose  qit(  l’équation  (2),  on  obtient  , 

' - ' — 62;*  -f-  8 r = O , r»  • 

d'où  l'on  déduit  x=o,  x = 2,  x = ,|. 

Ce  sont  les  valeurs  de  x corrcspoiidaiites  à r=  — i.  ' , -, 

2®.  Les  facteurs  y et  ^ + 2 ayant  été  supprimés  dans  le 
reste  (5) , dont  le  précédent  est  dn  second  degré,  chacun  de  ces 
facteurs  doit  entrer  au  carré  dans  l’équation  finale. 

Posant  d’aiüeurs  y = 0 dans  le  reste  (4)  ■ « pour  résultat 

3x*—  i2X-t- 9 = 0;  i 
d’üù  l’on  déduit  ,i:z=i,  x = 3. 

Faisant  dans  le  même  reste, _y= — 2,  on  trouve  pour  résultat,  , 
3x* — 12x4-9  = 0;  '■  * 

ce  qui  donne  encore  x i , "’x  = 3. 

\ 

3®.  Enfin,  si  l’on  résout  l’équation  y*  -f  2y-— 3 = o,  il  vient 
. y:^i,y  = -3. 

Or,  oes  deus, hypothèses,  inlraduiles  dans  le  reste  (6),  qui* est 
indépendant  .de  y,  donnent  également  x = 2. 

Donc  l’équalion  finale  chercliée  est 

‘ . (j'+ 0’-y-Cy  + 2)*.(y— 0-(^  + 3)  = o, 

! 

érjuation  dont  le  degré  est  égal  au  produit  de  ceux  des  équa-’ 
lions  proposées.  , -, 

- On  a d’ailleurs  pour  les  solutions  de  ces, équations, 

y'  — — I , I,  — I,  O,  o,  •*—  2,  — 2,  I,  — 3, 

» 

X = O,  2,  4>  t»  3,  1,  3,  2,  2; 

d’où  l’on  peut  aussi  conclure  pour  l’équation  finale  en  x, 
x(x— 2y'{.r  — 4)(r— i)=“(x  — 3)’  = o. 
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3Siî  'N.  B,  I.oi'siitt’üii  a l’attention  de  supprimer  les  facteurs 
en^  q'ui  sc  rencontrent  dans  les  dilFûrens  restes,  le  reste  indé- 
pendant de^r/^uquel  on  pai  vient , ne  renfercie  plus^aucune  va- 
leur de  y,  à’ raquelle  il  corresponde  plusieurs  valeurs  de  jt,  c’est- 
9-dirc'quc  le., l'este  du  premier  degré  en  x ne  s’évanouit  jMus 
]>ar  la  5ul>slLtut|on  d’une  valeur  parliculü  rc  de  (wye;  n®  3^2). 
IMaiÿ  qqyl^il^ls  ces  facteurs  échappent  A l’observation , et  alors 
ils  se  retrouvent  ilans  le  résultat  de  la  dernière  opération. 

Çeux  nonveaiix  cas  particuliers  se  rattachent  à celui  où  la 
méthode  est  susceptihlc  de  siinpürication.  *»■' 

382.  Prfmier  cas.  Lorsqu’on  veut  former  l’équation  finale 
en  y,  11  peut  se  faire  que  l’une  des  équations’proposées  renferme 
un  facteur  finclion  de  y,  ce  qu’on  peut  reconnaître  aisément 
d’après  VlnspSction  des  coefliciens  du  polynôme  ordonné  par 
rapport  à X.  /vv.'  . 

Dans  ce  cas,  comme  en^'égalant  ce  facteur  à o,  les  valeurs  dfe 
y correspondantes  ont  la  propriétc>de  vériGer  cette  éc{ualion, 
quelque  valeur  que  l'on  doftne  à x,.il  s’ensuit  que,  si  l’on 
substitue  ces  mêmes  valeurs  de^  Hans  l’autre  équation,  les  va- 
leurs de  X qu’on  en  tirera  , jointes  aux  valeurs  de  y,  donneront 
autant  de  solutions  comrnuneH  aux  deux  ^quations.  Ainsi, 
l’on  pourra  supprimer  proviaj^î^iént  ce  facteur  dans  l’cqua- 
tlon  qui  le  renferme , opéreJMpM^éie  sur  lq|^,^uatiuiis  résul-' 
tantes ,.et  introduire  dans  le.WsntKlJÿfeiaqtçj^  mjiprinié,  à une 
puitsance'd’un  degré  marqué  par  le  degré  en  x de  f équation 
indépendante  de  ce  facteur. 

Soient,  par  exemple,  les  deux  cqnations, 

' • ’ . r.  ■ ■ 

P ,3x’ — 7.yx^  — 3j>*x 2y’  = o. . . (1), 

iy'—y)-*=  — +6  =0...  (2).*' 

* * ’ . . ■ ■ 

Avec  un  jicu  d’attention,  l’on  volt-que  _y’—  1 est  fûtleur 

commun  aux  deux  coeSiciens  de  la  seconde.  Supprimant  ce 

facteur,  on.  trouve  pour  résultat 
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et  la' question  est  ramenée  à éliminer  entre  les  éguatians,(i) 
et  (3). 

On  trouve,  tout  calcul  fait,  pour  i"  équation-’imale 

y ~9y — 3%' + 324 = O. . . (4),  • 

équation  dans  laquelle  il  faut  introduire  le  facteur  (y* — 1)’; 
ce  qui  dounc  ppur  la  véritable  équation  finale,  ^ ' 

(y  — 0* cy  — ay‘ — 36y  + 324)  = O. . . (5).^ 

Le  degré  est  égal  à 6 -f-  6 ou  la,  qui  est  précisément  le 
produit  dë  ceux  des  équations  proposées.  *■  ^ 

Le  facteur  — i =0  donnant  d’ailleurs  ÿ ± i , si  l’ôh 
suüistitde  chacune  de  ces  valeurs  dans  l’équation  (1) , on  ob> 
tient  pour  valeurs  de  x correspondantes  , ' 

^ Pour^rm,  3jc'’ — zx"* — 3jp-f-a=o,  d*où  jr=i,  — i 

- I ~ , 

•*  • • 3 

2“.  Pour  ^=—1,  3x^-1-2j:*->-3x— 2=o,d’oiix=i,— 1,— ^ . 

Quant  .i  l’équation  — gy* — 36^“-f- 3a4  =0  , observons 

qu’elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

y Qy4  _ 36)  — 9 (jrt  — 36)  = O.  , < 

du  bien,  „ ■ (j-*— 9)  36)  = o.  * 

Cela  posé,  I®.  = 9 donne  ^=±3.  ' * ^ 


Faisant , dans  l’équation  yx  — 6 = 0, y — 

6 ** 

il  en  résulte  x — - , c’est-à-dire . . x = 2. 

3’  • < 

^ ■ Pareillement,  si  l’on  pose.- "...  . y = — 3, 

*'  * .''X 

il  en  résulte - x."  — 2. 

1 » ■ 


2“.  ^4  — 36  = O ou  (^*  — - 6)  (y'  -{-  6)  = O donne 
y=z'±i^&  et  y=z±^ — 6. 
lte|HU-tant  ces  valeurs  dans  yx  — 6 = o , on  obtient  |H>ur 
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« 

.J,  ' *i==+l/6,  .x  = +y&, 

■ J',=  — x=— V6,  , ^ 

• V :K  = +i/— 6,;  ^x  = — V'-^,  . . 

• •'  <?•  • 

On  a ilonc  enfin  pour  les  13  solutiuosdes  é<|aations  proposées,. 
J'=« . > . *7— ' »— '.3,-T-3,y6,— t/6,v/— 6,  - V/— 6, 

x=i  „— I I I |,a,— 2,V6,— V^— 6,V^— 6,^ 

et  pour  l’équation  finaleen  x,  ^ 

'(*-  !)*(/+  0*  (9^-4)  (*’-4)  (i*-6)  +6)=* O. 

383.  <&iooa(/  c<».  «les  deux  équations  ordon- 

nées par  rapporta  i'  * J ^Uv^t  rtnfermer  un^Jacltur  commun 
fimetion  de  y.  ’’  S V 

Dans  ce  cas,  elles  sont  (n”a83)  indéterminées  j en  ce  sens 
que  chacune  des  valenrs'de  y,  données -par  le..facleur  com- 
mun, les  vérifie,  quelque  valeur  qu’on  y substitue  d’ailleurs 
pour  X,  Afin  d’ôter  l’indétenninat^n,  l^^ulTit  de  supprimer 
le  facteur  conimuu,ct  d’opérer^i^MSle  sur  les  équations  résul- 
tantes. ■* 

Soient  les  deux  équations  ‘ . - 

, (j'*— y)-r  + y*— y— =0....^.  (0, 

(>'  — 3j--f  3)  x*-f(y— ^)x— y-f-ay— j-  = o.  . c,  (a). 

Il  est  aisé  de  reconnaître  que  y--i  est  factéur  commun  de 
tous  les  coefliciens  de  (1)  et  de  (a);  ainsi,  ^ = 1 les  vérifie ^ 
quelle  que  soit  la  valeur  de  x.  Mais  si  d’on,  supprime  ce  facteur, 
ilvicnt 

yx*  + y*x-yy—i=o, 

{y—^)x’‘+yx—ÿ'+y  = o, 

* / 

équations  sur  lesquelles  on  peut  opérer  comme'à  l’ordinaire. 

364*  Remarque  générale  sur  l’élimination.  Il  est  très  ira-  • 
portant  de  décomposer,  lorsque  cela  est  possible,  les  équations 
propeséesen  facteurs,  quand  bien' même  ils  devraient  étrefonc-  ' 
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lions  de  X et  jr  à la  fois.  Les  calculs  de  l’climiiiatioii  se  font 

alors  très  proniplcment.  \i 

Supposons,  par  cx«nple,  qu’on  ait  pu  mettre  les  pr^f^lh^-es 
sous  la  forme  ■ . ‘ • . 

‘ (_yx  — 0 = o,  ^ • 

(»*— y“)  = o, 

ou  liicn  encore,  sous  celle-ci.:  - ' <■' 

--r  f,  < W s'»-*  ••  .'Jk 

. (jfX  — 6)  (x— i)  ■=:  o„  " * 

(2X— 3j-)  (-r— = i 

^coiuljinant  syiccc.ssitemcnt  cliac^ln  ’des  ti-ois  facteurs  d&'la 
première  éqiiatiob,  arec  cliacun  des  trois  facteurs  de' 4a  te-- 
condc,  oii  ablicndra  ain'^l  neu/sy stèinips  d’équations,  qui  pour-  . 
ront  remplacer  îe  système  proposé,  ef  qu’on  pourra  tiaiter*sac* 
cessivemciit.  ‘ 

Par  eseniple,  on  combinant  les  trois* factenrs  de  laprttmière 
équation  avec  le  premier  facteur  de  la  seconde,  donne 

,lcs  systèmes 

jfX  — 6"iü  o ( et  àx  — 3y  = O , ; • ' 

X — 1—0  et  2X  — 3y  st'o , 

X -t-  I = 0 et  ax.T—  3y  = O,  •*  , 

on  trouve  pour  le  premier,  4 v. • 

ty--— 2,  X — —3} 

* ***  *2  * ■ * 
pour  le*  second y = - , x = i J •” 


pour  le  tt'oisième y=  — x=  — i.  ' j ^ 9 

Combinant  de  même  les  trois  facteurs  de  la  première  cqiiâtion 
as’cc  le  second,  puis  avec  le  troisième  facteur  d<f  la  seconde, 
on  .trouverait  , ' 

* 

y=V/6,—  t/6^  1,-1,  J/—6,— V/— 6,— I,-  I,  - 

x=i/6,— V'G,  i,~i  , — ^—6,  V/-6,  — I,— I. 

« • I . . 

Ce  qui  donnerait  ainsi  douze  solutions  düTéreutes.  ' ' - 

' Quant  aux  équations  iiuales  en  y et  en  x,  il  suflit,  pour  lus 
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former,  de  rapprocher  les  facteurs  correspondans  ouï  Falciirs 
de  y et  de  x.  . ’ 

On  trouvera, 'par  ce  inoTen,  les  deux  équations  . 

(>*  - 4)  (oy’  - 4)  ( — 36)  - 1 )•  = O , 

(-C*  — 9)  (-r* — 1)^  (x* — 3p)=o. 

A 

Ces  mêmes  équations  ne  pourraient  s’obtenir  d’après  la  mé- 
tho'dc  ordinaire,  que  par  des  calculs  extrêmement  laborieux 
Si  l’une  des  équations  seulement,  pouvait  êtré  décomposée  en 
facteur^  , il  suQirait  de  combiner  cliacun  de  ces  facteurs  égalés 
à O,  avec  l’autre  équation;  ce  qui  donnerait  autant  de  système» 
particuliers  d’équations,  auxquelles  on  appliquerait  la  méthode  • 
N.  B.  La  remarque  précédente  sert  aussi  à faire  voir  com- 
ment on  peut  lornier  à priori  des  Syigèiues  d’équations  suscep- 
tibles d’admettre  îles  solutions  données.  ^ 

Voici  de  nouveaux  exemples  d’élimination:  « 

i“.  *’+(3>— i)jT*+  (3y— aj — 9)-*^+y-^‘—9y  + 9=®» 

JT*— 2jrj'4-j'+4j-'— 4>+3=o  ; ^ 

iqualion  en  y • • (y  — 3)=io, 

équation  en  Z..  x’(*’  — i)  + 3)  (x-f- a)  = o. 

a”,  j’4-(2x+a)j‘—  x’^+  7iy—  5j— 2x’+'9x’—  7.Ï— 6==o , 
+ 3x* -f- 4xj -f,y  + 5x a = o^ 

équation  en  (x — i)*  (4x* — i)(x— a)  = o,' 

équation  en  y (4y‘  — 0'+=)  (>"+3)  (j':;f5)=:o. 

3*.  X*  — 2XJ  + y — 4^  H“  '4y  +3  = 0, 

• X*  — 2*^  rh  y — 6iï  + Sy  — 7=0.  1 

Équations  incompatibles.  . ' ..  . • 

4".  **  + o.xy  + y ^ lox  — loy  + 21  = O, 

*•  -I-  axy  + y + 6x  — 6y  + 5 = o; 

équation  en  y (y  — 4)'(.y“^*)  (y  '*  ~ 

équation  en  x _ (x— •)’(*■“ 3)  (i+  0 = ®* 

(*}  f^oyez,  pOM  !ii  ilecomposilion  polynomei,  lu  secomic  partie  île 
la  noie  pl.'ic’ce  k la  fin  de  rootrage.  , ■ 
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CHAPITRE  IX. 

- * ‘ * * 

Complément  de  la  théorie  des  Équations.  ' ■ 

Ce  chapitre'' et  le  suivant  ont  (wur  objet  des  théories  qui, 
offrant  plus  dé  diflicuités  que  celles  qui  ont  été  exposées  dans 
les  précédens,  sont  néanmoins  nécess.tire*  poureotnpléter  l’en- 
somhle  des  principes  de  l’analyse  àlgébri.iue.  Celui-ci  peut  être 
regardé  comme  le  complémeut  de  la  théorie  des  équations,  et 
le  dernier,  comme  le  complément  de  la  théorie  des  suites. 

C 

§ I".  Recherche  des  Racines  imaginaires. 

-*■  _ ' . '■ 

385.  Ol/seri’atiçnt  prilitninaires.  Nous  avons  d(<Diié,  dans 
le  huitième  cliopifre,  des  méthodes  pour  déterminer  les  raoines 
rééHes , conrmènsurables  ou.  incommensurables  d’une  équa- 
tion numérique.  No|p  allons  maintenant  nous  occU^r  de  la 
recherche  des  racines  iinîiginaircs.  Au  premier  alrofd,  cette 
recherche  peut  paraître  superflue  ; car  ces  racines  étant  des 
symlxtles  purement  algébriques,  ne  sauraient  résoudre  la  ques- 
tion dont  l’équation  est  la  traduction  algébrique.  Cependant, 
comme  nous  l’avons  déjà  dit,  l’emploi  de  ces  expressions  dans 
la  haute  analyse,  est  d’un  usage  très  frétjuent  et  conduit  quel- 
quefois à des  résultats  d’une  grande  importance;  c’est  pour- 
quoi nous  lâcbcruis  de  donner  une  idée  du  travail  des  plus 
célèbres  géomètres  sur  celte  partie. 

386.  ConmiCDÇons  par  remarquer  qué,  lorsqu’une  équation 
renferme  des  racines  réelles  incommensurables  et  des  racines 
imaginaires,  on  ne  peut,  comme  pour  les  racines  commensu- 
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râbles,,  la  délwrraiser  d’abortl  de  scs  mcjncs  incommensu- 
rables; car  les  méthcïdes  ne  donncnl  faoines  que  par  ap- 
proximation, et  sf  l’qn  divisait  lY’qvtirtsO(r>paJr  .loa'factcurs  du 
premier  degré  qui  correspondent  à touleî ^S- racines,  on  ob- 


tiendrait pour  quotient  un  pol  v nome  ,dpiptr  les 'coelTiciens  ne 
seraif^^que  des  nombres  approchés.  11  attrait  alors  aucinio 
donnée  certaine  sur  le  degré  d’approximation  fourni  par  les 
4quir^ns^  qui  'i^^qi^ermeraient  qilus  que  des  racines  imagi- 
naire's.  * Ce  loutejvis  être  employé  pour  uue 

équation  du  degré,  jqùi  n^aufuit  qu'une  racine 

Ainsi  neus  supposerons,  dans  tout  ce<|!Di  va  suivre,  que  les 
équations  pi'opMajil^en^rment  â^^foit^  des  racines  inoom- 
nfcnsurables  et  déracines  imagintti^ , â moins  qu’elles  n’aient 
que  des  racines uD^ginai res.  • ^ 

N<Ân  aruns  dé^à  reconnu  (ii”  SsS)  qu’une  équation  dont'les 
coefTicieirt»'  sont  réels , ne  peut  avoir  de  racines  imaginaires 
qu’en  nombre  pair.  Or,  les  analystes 'sont  parvenus  à un  résultat 
plus  important  encore,  c’est  que  les^  racines  inutginaires  de 
toute  équalion  à coejjiciens  réels,  sont  loutes'de  la  forme  de 
ccUe.i  du  second  degré , c'est-à-dire  de  la  forme  a ZÎ:  b — i , 
a et  II  désignant  des  quantités  réelles,  commensurables  ou  incom- 
mensurables. ' t 

« I 

387.  Avant  de  passer  à la  démonstration  de  cette  proposition 
importante,  ttous  ferons  voir  que,  lorsqu'une  équation  a une 
racine  de  la  formé  a ^ b — l , elle  en  a nécessairement 
une  autre  de  là  forme  a — hy'—  l,  A eth  étant  les  mêmes 

dans  ces  deux  expressions.  ’ 

* * 

Pour  démontrer  ce  lemme,  considérons  l’équation 

- * 

X'” -1- Px”-‘ + Qx""-’ -+- . . . . -f- Tx  4- U = O , 

P,  Q....,  T,  U étant  des  quantités  réelles  quelconques,  et  sup- 
posons que  cette  équation  soit  satisfaite  par  une  expression  telle 
que  a-y  by'  — i ; on  aura  l’égalité  vérifiée 
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{a-i-b  /-  • • • +3'(«+*V/-')+U=«». 

DêvcloppartM^^^flW^^appelant  que  les  ilivqiscs  puissances 
de  V'  ^ 

+ ^ I i/i::t,-,.-v/=7,+V4\„. 

•V  rV 

011  obtiendra  une  expression  comjios^e . 4©;- partic^^'cn 
distinctes,  savoir  : une  partie  réelle ^ de  toaV^  les 

puissances  paires  -de  i>  T-  t , çombin»j(»,  avec  les  puissances 
a",  a"“*. ...  de  a e^îpj^^Mjellicieni P , Q,  R. ...  ; puis 

une  partie  imaginaire,  provenant  de  toutes  les  puissances  im- 
paires de  I , cojpbHj&s  avec  ks  ; • 

de  a et  les  coeDiciens  P,iQ^il. . . ^ ' ' . ^ 

Désignant  donc  ces  deux  parties  par  M ctN'V/ — i , l’eg.aliié 
ci'dessus  se  réduira  à M N i = o,  équation  qui  ne 
peut  évidemment  suljsister  qu’autant  que  l’on  a séparément 


M *=  O et  N = O.  _ 

Actuellement  si,  dans  le  premier  membre  de  la  proposée, 
au  lieu  de  a + éV^— i,  on  substitue  a — — i,  cc 

qui  donne 


(fl_i  y )"-|-P(a_A ...._j_T(o— A V/— 0-î-  b: , 

il  est  facile  de  voir  que  le  résultat  du  développement  ne  dilTi.- 
rera  du  précédent  qu’eu  cc  que  tous  les  termes  alTectés  des 
puissances  impaires  de  — * auront  changé  de  signe;  car 
(_Ap/Zrï)*«  est  égal  à (+6V/ — i)*";  mais  ( — b\/—i 
est  égal  à — (i^/ — ' i )’“"■*■'  (wjea  n'  i68y,  donc  ce  résultat 
sera  néces.sairement  M — N\/—  i,  M et  N désignant  ici  les 
memes  quantités  que  dans  le  résultat  du  premier  développe- 
ment. Or),  on  a vu  tout  à l’iieure  que  l’on  doit  avoir  séparément 
M = 0 et  N = o;  ainsi  l’égalité  M — N i ==  o est  ellc- 

méme  satisfaite;  par  conséquent,  sio  -|-A  >/—  « est  'supposé 
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rarine  de  la  propoeie,  a-^H/ — l est  nécessairement  ' wtm  ' • 
autre  racine.  ' , ^ ' 

Passons  maintenant  à la  démonstration  du  lîiéorcnic  sur  ia  . 
forme  des  racines  imaginaires. 

388.  Cette  proposition  résulte  évidemment  d’une  autre  dont 
voici  l’énoncé  ; toute  équation  de  degré  pair,  dont  les  coeffi- 
ciens  sont  réels , est  décomposahle  en  facteurs  réels  du  second 
degré  J c’est-.i-dire  en  facteurs  de  la  forme  x*+/rr-^y, 

x'+p‘x-\-q' , dans  lesquels/», y,  q'..  .'.  désignent  des 

quantités  réelles  queIcon(|iies  ; car  cet  autre  théorème  étant 
admis,  les  facteurs  x’+/»x  + y,  x*-f //'x  + Ôg*lé$ 

à O,  donnent  lieu  à des  racines  qui,  si  elles  sont  imagiuofres, 
ne  peuvent  être  que  de  la  forme  a±ib{/ — i.  v 

Tâchons  donc  de  dcmoutrei'  ce  théorème,  que  l’on  doit  rc-  * 
garder  comme  un  des  plus  beaux  de  l’  Analjse.  Voici  la  dé~ 
monstration  due  à Af.  Laplace. 

Soit  udo  équation  X = o de  degré  pair  m,  et  à- coelEcicns  i5' 
réels.  Appelons  a,  b,  c. . . ses  dilTérehtes  racines;  les  facteurs 
du  second  degré  correspondans,  seront  ’ 

— (,a-^b)x+ab,  x*— (n+f)x+nr,  j 

,ccla  posé^  nous  allons  d’abord  faire  voir  que  run  de  ces  facteurs, 
au  moins,  a des  coejjiciens  réels. 

En  eiléV,  supposons,  en  premier  lieu,  que  m soit  une  seule 
fois  divisible  par  2,  c'est-à-dire  que  l’on  ait  n étant 

un  nombre  impair. 

On  peut  toujours  (n“  3i  iJ  former  une  équation  dont  les-ra-' 
'eines  soient  des  combinaisons  de  celles  de  la  proposée,  telles 
' que  a -J-  i -j-  kab , a _•+•  c + kac , t étant  un  nombre  entier  * 
toiit-à-fait  arbitraire. . Concevons  celte  équation  formée,  et 
désignoris-la  par  Z *=  o;  son  degré  est  égal  au  nombre  des 
combinaisons,  deux  à deux , des  racines  a,  b , c... , c’esl-à-dira 

• * *'  /-  A - . 

a m. — ou  — i);  or  n est,  par  liypothesc,  impair, 
et  U en  est  de  nmme  de  m — i ; donc  l'équalion  Z = o est  de 
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• - acj;r6  impair  i aUwi  (n"  8:^7)  celtç  éqt.alion;^n  au  moins  urte 
Mrtcine  réelle,  céttc  racine  csl  la  Taluur  tle  l’uiio  «les  combi- 
naisons a b kctb  ^ a -{•  c tue. . . . 

Maintenant,  attribuons  à i ,tine  seconJe,  troisième... 
valeur;  nous  formerons  ainsi  aulantU  équationsZ  =o,Z  =0..., 
qui  auront  cbaciine  au  moins  une  racine  réelle.  1 1 pourra  d’abord 
»C,Ia'‘"e  racine  réelle  de  chacune  de  ces  équations  ap- 

particnnè  ir  une  combinaison  composée  de  deux,  lettres  dilTé- 
renlcs de  celles  qui  entrent  dans  les  combinaisons  précédentes; 


mais  comme  le  nombre  de  çcs  combinaisons  est  limité  et  égal 
— ( que  l’on  peut  désigner  par  />) , il  est  clair  qu’a- 


■* 


km.— 

près  aroir  attribué  iii,  p + i valeurs,  et  formé/)  + i équa- 
Z=o,  Z'=o,  Z"=o...,  d'eux  de  ces  équations  seront 
■ telles,  que  la  racine  réelle  île  chacune  appartiendra  à une  com- 
innaison  comj«)sée^es  deux  mêmés'leltres;  ainsi  l’on  peut  sup- 
poser , par  exemple,  que  l’on  ait  trouvé,  en  désignant  par  et  et 
•'  ces  deux  racines  réelles,  ' v “ ‘ . 

a-^- b -f- bab  a-t"  b-h  b'ab=m'; 

de  ces  deux  équations,  on  déduit  par  l’éllminatiop, 

é*'— i:«.‘ 


Cb  = ^-^ 


- « 


a*,  a + ^ = 


7=F- 


ces  valeurs  sont  nécessairement  des  quantités  réelles  qt  finies; 
donc  il  est  démontré  que  l’«n  des  faoeurs  a:* — {a+b)x+ab^ 
ait  tnoiius,  de  la  proposée,  est  'réel. 

Sàü  en  seoond  lien,  m = a* . n',  n étant  impair;  formons  en- 
core une  équation  Z = o,  dont  les  racines  soient  des  combi- 
naisons de;  la  forme  a-\-b+kab. . cette  équation  aéra  du 

,l^ré  m ou  2»  0 » et  n',  (m  — 1)  étant  des  nombres 

impairs,  ce  degré  sera  pair  et  une  seule  fois  divisible  par  2; 
donc,  en  vertu  de  ce  qui  vient  d’être  dit,  l’éqùadon  Z = o a 
un  moins  un  facteur  réel  du  second  degré.  Ce  facteur  égalé  à o 

donnera  lieu  à deux  valeurs  de  *,  de  la  foriqp  » ±.S\/ — i 
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» <C  pouYaiil-élic.o  caqul  aérait,  si  les  de  ux  valeurs  de  p élaieiil 
t^Ies).  Considérons  scàlemeut  la  première  racine,  et  supp». 
(•  «otiaqU’elIe  appartienne  à la  combinaison  a-f-b-f  £ab. 

• D’près  1rs  raisonnemens  prtcédens,  rien  n’cnipéciie.de  sup- 
posc)jj»ocore  «^une  autre  (Quation  Z' = o,  formée  de  la  même 
manière,  ait  une  racine  de  la  forme  — i,  qui  appai  - 

tieime  à la  combiiiaisoa  a -f-è + i'ab , composée  des  deux  mêmes 

lcltres;cnsorteeueVoaartèlafois  ^ ‘ I 

■ |a-+ô-K'ofc=u'-f-CV/  — il’ 

d’oùd’oa  déduit  -isdC 

’ £ £'  "■  * 

* — * _ 
Cet  expreâions  sont  de  la  forme  r-f-s^/ — i et  r'+/\/— i • 

ainsi  la  ^ropoiéû.a^AU  ^moins  pu  fapteur  du  sei^nd  degré,  tel 

(picx*-<i^+»V-3ï‘)  a:  + r4-«v/^;  si  IW  égale  ce  fac- 
teur à o,  l’on  en  lire 

-U  ■ 

/+sV=^  ^ 7~  ' 

^=^^4 ^ }- ('•  + •!/-.)• 

. 41^  / • 

En  développant  les  calculs  sous  le  radii^,  qu  a nécessaia^ 

ment  un  résulLitdcla  forme  r"-|7«'v/-;—ï  jlnais  i 

rciléifjen  ÿçric.vd’après  la  furipule  du  binôme  dans  Jp  cas  de 
VeiposantfV^clH»nnaire,  dnenc  (n®  i83) 


K * 

s.  • a 


yv/^i  + i 


-I  „-î  . 


. -ÏK 

'T' 


expression  qui  se  réduit  clj|p-mémc  à une  autre  de  la  forme 

X*-s*V/^*(v«^e»u®38j)j  d’où  l’on  peut  conclure  que  la 
pi  eitièreidcs  deux  valeurs  de  x ci-déssu^  est  aussi  de  la  forme 
yi+y  \/ — I ; mais,  d’apres -^e  ^«n;M^démoiit];ê  mênie  n°,  il 
faut  qu’elle  en  ait  une  autre  lcU|^qi»e/>  — q vy^ï^..Or,  si  Hdn 
multiplie  entre. eux  Jes  deux  ‘ faèrin^fé-  £ — ( p-{^  q 
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el  X — (p—‘Ç  V'' — i) , 011  oljlipnt  pour  produit , (r — />)’+5r* 
ou  x’ — polyuoine  du  sscoiid  degré  en  x dont 
les  cocfliciens  sont  réels.  Ainsi,  il  est  encore  démontré  que, 
dans  le  cas  de  m=2*.  n,  Véquation  a au  moins  un  faelrur  réel 
du  second  degré,  ^ r- 

Soit  en  troisième  Ueuj  m=  a’.n*,  n’  étant  impair on  peut 
former  une  équation  Z z=o  analogue  aux  précédentes,  dont  le 

degré  2’.«"  (m^ — 'i)  .sera  deux  fois  divisible  par  2, 

et  qui , en  vertu  de  ce  qui  vient  d’élre  dit,  aura  au  moins  un 
facteur  réel  du  second  degré  ; d’où  , en  répétant  les  mêmes  rai- 
sonnemeus  que  dans  la  seconde  partie  de  U démonstration , l’on 
pourra  conclure  que/!a  projtosée  elle-même  a au  moins  un  fac- 
teur réel  du  .second  degré.  « 

Même  raisonnement  dans  i’bypollièse  où  Von  aurait. .... . 

m = 2’.»'',  .71=  2*.u'’  . .“ï . '.  , 

' “ . 

Donc  enfin,  foute  équation  de  degré  pair  quelconque,  a au 

moins  un  facteur  réel  du  second  degré. 

CoNsiquEMCE.  Il  est  facile  de  déduire  de  là  que  toute  équa- 
tion de  degré  pair  'est  décomposable  dans  U produit  d'autant 

de  facteurs  réels  du  second  degré,  qu  il  y a d’unités  dans^ 

ou  dans  la  moitié  de  son  degré. 

« • * 

En  effet,  puisqu’une  équation  de  degré  pair  a au  moins  un 

facteur  réel  du  second  degré,  on  peut  diviser  sou  premier 
membre  par  ce  facteur;  il  en  résultera  une  nouvelle  équation 
de  degré  pair  qui^aura  encore  au  moins  un  facteur  réel  du  se- 
cond degré,  par  lequel  on  pourra  diviser  le  premier  membre 
de  celte  seconde  équation^  et  ainsi  de  suite.  Donc,  le  premier 
membre  de  la  proposée  pourra  être  regardé  comme  le  produit 
d’autant  de  facteurs  réels  du  second  degré,  qu’il  y a d’unités 
dans  la  moitié  de  son  degré. 

^ l’équation  était  de  degré  impair,  comme  en  vertu  da 
théorème  n*  3x7,  elle  aurait  au  moins  une  racine  réelle,  on 
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pourrait  l’cii  débarrasser,  el  l’étjuation  résultante  serai tdécoiii- 
posablc  en  facteurs  réels  du  second  degré. 

D’où  l’on  peut  conclure,  eo  dernière  analyse,  le  théorème 
énoncé  n“  386,  sarptr,  que  Ze*  racines  imaginaires  d'une  équa~j^ 
lion  vont  par  couplef'tl^  sont  toutes  de  la  forme  a dz  b — l. 

.^^  389.  Remarque.  Dans  le  cours  de  la  démonstration  précé- 
dente, nous  avons  eu  occasion  dé^.^<x>nsidércr.unc  expression 

de  lâ./ormc  V a-f- é ^ — 1,  et  noos  avons  démontré  qu’elle 
- était  réductible  à la  forme  ^ — i , en  la  développant 

en  série,  d’après  la  formule  du  binôme.  Mais  voici  un  autre 
. moyeq  qui  a l’avantage  de  donner  la^voleur  exacte  «îc 

• V'a  -t- ,'et  qui  nous  conduira  d’ailleurs  à une  consé- 
quence importante  ,c’estque  éiwtrs.Zfs  ex/irrssions  imaginaires 
d'indices  supérieurs  ail'eecodfl  (n°  168),  sont  réductibles  à des 
expressions  imaginaires  dulficond  degré,  ^ 

Reprenons  l’expression  V^a-f- 6 — i,  et  proposons-nous 

Al’cn  déterminer  la  vraie  valeur  (a  et  b sont  supposés  ici  des 
nombres  réels,  {x>sitifs  ou  négatifs,  commensurables  ou  in- 
çotnmensu  ra'oles) . 

Posons  \/a-\-b\' — 1 -f-  a — b^ — ^ = u...  (i), 

\^a  + b \/  — I — a — b\/  — i = z....  (2)  ; 

d’où  V/û-f-éy/ — 1 = “ \/a  — — 1= -, 

> 

et  tout  se  réduit  à calculer  u et  z. 

Or,  si  l’on  élève  au  carré  les  équations  (1)  et  (2),  il  vient 

2a-J-2\/a’‘-J-ù'' ï=  M*  et  no — a \/a*d-é*  = z*  j 

dans  la  première  de  ces  deux  équations,  le  premier  membre  est 
un  nombre  essentiellement  positif,  que  l’on  peut  désigner  par  m* 
(car  on  a ù’ > a)  ; dans  la  seconde,  au  contraire,  le 

premier  membre  est  un  nombre  négatif  peut  être  repré- 
senté par — n*  ; ce  qui, donne  les  deux  nouvelles  relations 


/ 
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tl’où  l’on  déduit  M = ±m,  z=±nV/ i. 

Substituant  CCS  vofcurs  dîins  Ifs  expressions  ci-ilcssiis  tic 

\ • ■ .»  » 

\^a-^b\/ — i^-et  V'^c  — b\/ — i , on  obtient  enfin 
Va + b \/^i  = 

± . 

J ••  _ 2 \ - 2 y 

La  dilTrculté  consiste  donc  à calculer,  dans  chaque  esei^i]>fe,.‘ 
particulier,  les  nondires  absolus  m-èt  n;  et  l’on  a,  |Kiur  leur  ‘ 
détermination,  les  deux  fornr.ules  ^ '■  . 

m>=  20+2 /«“+/,%•  d’où  m=V^ 2a+-2l/^^^^^-,  . 

n’ — 2 \Za‘-f-.6«  — 2(7,d’où  n = V 2 \/ 


Soit  J pour  premier  exemple  J l’expression  \/3-f-2l/ — i ; on 
ICI , rt=3,  i=2,  d’où  m = v/ 6+2V/i3;  ;j=  yÇ\/,Î3 — 6; 
donc  \/3+oj/:r7 ^^\/6+2t/i3  ^ y/2l/i3— 6 

Soit  encore  ifcarpresswn  Vi6  + 3o  ^Kisons  «=  i6, 

i = 3o;  il  en  résulte  ' 


ni  — \/32-f-2V/i  i56==io  et  n=  \/2\/ii56  — 32=6j 
donc  \/ i6+3o  ~ =±  (5+3  v'~i)  • 

^ ■ K • ■"  ^{  , 

On  troueemli  de  mêincj  \/ 16— 3o  1^—  i = dt(S  — 'S  j/IilV)  * 

3^0.  maintenant  l’expression^ — l ou  \ZV~X  •jtlans 
ce  cas  particidier»on  a'e— o et  ù = i ,*  <!’nù 
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t=  V0  + a^/i  = n=  \^2\/ 1 — o = ^'i  ) . 

î* . 

V/ — I ou  V ï/  — 1 = it-v/a.(i  4- V^  — 0- 


doue 


, ■*  « 8 * 

Considérons  encore  l'expression  V^— I , qui  est  dite  une  iiua- 
ginalre  du  troisième  ordre,  parce  que  le  Tauleur  2 cuire  trois 
fois  dans  son  indice. 

Cette  expression  revient  à 

^ . * 
\/ V — I ou  V^±^l/2.(i  4-  v/— '); 

or,  on  obtient,  d’aprhs  les  formules  précédentes, 


\/i  4- V^-i=:±(' 


fS/  2 4-  2 i/  2 V^2  2 — 2 


. v/— •); 


donc , 

,^=T=v/^x±  v-è). 

i . 

Si  l’on  prend  d’abord  le  signe  supérleur^dans 

\/  :ii  - 1/2  qui  revient  à - V:fcaV%,  on  diKiuve.  4o|i|Em 
duction  faite,  , ' 

'i/^=±Kv^TiA4-<î^^i/2. 

'2  1 f 

et  si  l’on  prend  le  signe  inférieur , 

■t  ■• 

— i = d:^(\/a4-V' 2.  \/— I — • V^a— 1/2).'* 

Ces  deux  derniers  exemples  font  voir  que  les  radicaux  im<.t~ 
frinaires  de  degré  supérieur  au  second  , sont  siisceptiù/cs  si'i'tie 
ramenés  à des,rndicaux  imaginaires,  du  second  degré  ^on  a\h 
premier  ordre.  ^ . . . 'f 


^4  DéTEnjUNATION 

3g  i.  Détermination  des  racines  imaginaires  des  équations, 
h»  forme  des  racines  imaginaires  d’une  équation  étant  connue, 
nous  pouvons  procéder  à leur  recherche. 

Soit  ar-  + Pjf-—  + Qx"— + Ta:  + U=Ô, 

«ne  équation  renfermant  des  racines  réelles  incommensurables 
et  des  racines  imaginaires. 

Désignons  par  p + qy/--i  ^ l’une  de  ces  dernières;  il  vient 
par  la  substitution  de  ce  binôme  dans  la  proposée , * 

(p+q  y'Zr)—‘+...+T(pi-q  1/  “)+U=0. 

Or,  si  l’on  développe  les  calculs,  et  qu’on  appelle  M l’en- 
semble des  termes  réels , N — i l'ensemble  des  termes  ima- 
ginaires, l’égalité  ci-dessus  revient  à M-f-NV^ — i=o,  équa- 
tion qui  ne  peut  exister  à moins  que  l’on  n’ait  séparément 

M = O et  N = o. 

Obsenons  actuelleracntqueces  équations  renferment  les  deux 
indéterminées  P et  y,  combinées  avec  les  coefiieiens  de  la  pro- 
Jiosée.  Si  donc^,  on  cherà,e  tous  les  systèmes  de  valeurs  ûfe  p 

etde  q,  tN  NO.MBBE.SHi£I.S  COMMEN.SORADLES  OV  INCOMMENSOHABLES , 
propres  à vérifier  ces  deux  équations,  et  qu’on  les  subsütue  dans 

I expression  p-l-ql/ — i,  on  obtiendra  ainsi  successivement 
toutes  les  racines  imaginaires  de  la  proposée. 

Telle  est  la  méthode  générale  pour  découvrir  les  racines 
imaginaires.  Kous  ferons  toutefois  quelques  remarques  qui 
peuvent  faciliter  cette  recherche,  et  qui  sont  d’ailleurs  assez 
importantes  en  elles- mêmes. 

3ga.  Supposons  que , pour  obtenir  lus  racines  réelles  incom-^ 
mcnsurables  d’une  équation  X = o,  on  ait  été  obligé  (n®  35i) 
de  former  l’équation  aux  carrés  des  dilTérences,  Z=o , et  Tuerons 
le  parti  qu  on  en  peut  tirer  pour  les  racines  imaginaires. 

Désignons  par  a,h,e...  les  racines  réelles  de  X=o,  et  par 

p±q\/~i,  p'±q'\/~ 

I...  , les  racines  imaginaires;  pre- 
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nofis  <l|aineurs  saccessi^ment  les  diiëreoces  entre  toutes  ces 
racines  considérées  deux  à deux  ; on  en  obtient  de  quatre 
espèces  : 

I®.  Vne  diiTérencc  entre  deux  racines  réellia , telle  que 
à—  b , a — c , b — c...;  ’ 

a®.  Une  diflcrence  entre  </ecM  racines  imaginaires  conjuguiesj 

P + — I ; ay'l/— I ; aç-'V^— i ; 

3®.  Une  diiTérencc  entre  une  racine  réelle  et  une  racine  ima- 
ginaire, a—p—q  v^—  1 i a— P — i b—p'—q  »/  — i . . . ; 

4°.  Enfin,  une  diiïcience  entre  deux  racines  imaginaires  non 

conjuguées,  p—p'+{q—q')V  — ^\  p—p—kq~q)V—^ 

Or,  pour  peu  qu’on  jette  les  yeux  sur  ces  différences,  on 
reconnaît  que  les  carrés  des  premières  sont  des  nombres  es- 
sentiellement positifs;  les  carres  des  secondes  différences  sont 
— 4?’» — 4?"“*  • • > c’est-à-dire  des  quantités  réelles,  niais  essen- 
tiellement négatives.  Quant  aux  carrés  des  deux  autres  especes, 
ce  sont,  en  général,  des, expressions  imaginaires. 

Ainsi,  en  supposant  déjà  formée  l’équation  Z=o,  les  racines 
réelles  et  négatives  de  cette  équation  sont  les  carrés  des  diffé- 
rences entre  deux  racines  imaginaires  conjuguées. 

Appelons  donc  — a,  — f, — y....  ces  racines,  que  l’on  peut 
obtenir,,  soit  par  la  méthode  des.  racines  commensurables,  soit 
par  la  méthode  des  racines  incommensurables  ; on  a 

- 4î’  = *>  4/’=^;  4î'‘=*y--v; 

d‘oà  P on  déduit  ■' 


Connaissant  les  valeurs  de  q,q',q" . . . . , on  obtiendra  celles  de 
p.p',  P*...,  eu  substiliiaiit  ±-l/«,  ± -\/C. . . à la  place  de  q 
'dans  les  équations  M— o,  N='o,  que  Ton  a établies  d.ms 
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lü  11“  précédent,  et  ijui  acquumml,  poU'  chaque  aubstitntioii', 

un  commun, divueur  en  ]> , lequel  j égalé  ào,  donnera  les  Ots- 

leursde 

A )a  Tcrîté,  ce  u>oyen  est  eu  défaut , lorsque  l’une  de*  ra- 
c lues  réelles  de  la  proposée  est  identique  aAce  la  partie  réelh; 
p,p'*. .. . de  l’une  des  racines  imaginaires;  car  dans  le  cas  de 
a=p,  par  exemple,  les  deux  diflereuccs  a — p — q\/ — i, 
a' — P + îV/-'  se  réduisent  à — — i etyV^ — i,  dont 

les  carrés  sont  i“gaux  à H encore  en  défaut ^ lorsque 

les  parties  réelles, de  deux  racines  imaginaires  non  conjuguées 
sont  identiques,  car,  par  exemple,  p—p  réduit  les  dific- 
rences 

• ■ . ‘ 

f (y— ï')V^  — *»/'— /— Cÿ— ür')V^— I,  à {q—e/)\/—l 

et  — (y— y')V^~»>  . ' 


dont  les  carrés  sont  égaux  à — (y — jr')*. 

D’où  l’un  voit  que  l’équation  Z = o peut  quelquefois  avoir 
des  racines  n^atives  qui  ne  représentent  pas  les  valeurs  de 
— 4y*-  — 4y^*  • • • ■ > mais  il  est  toujours  possible  de  reconnaître 
si  une  racine  négative  telle  que — » est  une  valeur  conrtHabU  t 


à ce  qu’en  substituant  ^ dans  M et  N , il  faut  et  il  'SotRl 

que  les  deux  polynômes  eu  p,  résultant  de  celte  substitution, 
aient  un  diviseur  commun  ; tonte  valeur  qui  né  satisfera  pas  à 
cette  condition,  devra  être  rejetée,  comme  provenant  de  ru(i,e 
des  circonstances  dont  nous  vouons  de  parler.  ^ ^ 

Kuus  observons  encore  que , dans  ces  memes  circonstances, 
il  faudrait  que  l’équation  Zt;:^o  eût  des  racines  égales,  puis- 
que nous  avons  reconnu  plus  haut  que  dans  l’hypotlièse  de 
a=p,  deux  carrés  au  moins  se  réduisent  à — q*\  et  dan.^ 
riiypolhèse  de  deux  CeVrrés  au  moins  se  réduisent  à 

— (y — q'Y  t ainsi ‘l’on  pourrait’,  parla  méthode  des  racines 
égales,  débarrasser  l’équation  Z~o  des  valeurs  différentes  de 

-■1y%-4y"-  , V ' 

(,Juoi  qu’il  en  soit,  ou  conçoit  combien, la  uiélltodc  pour  dd- 


» 


\ 
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couvrir  les  racinés  iuinginaifes  d’une  équ:ition  , 'doit  être  pé- 
nible et  laborieuse,  louteslcs  fois  que  l’è^ii.-itii)!!  est  d’un  degré' 
supérieur  au  troisième.  ' 

§ I[.  Résolution  complète  de  l’cquation  à dciicc  tonnes. 

3f)3,  On  appelle  ainsi , toute  é([uation  qui  ne  renferme 
qu’une  seule  puissance  de  rincoiinuc  et  des  quantite's  toutes 
connues.  Il  résulte  de  là  que  toute  équation  à deux  termes 
peut  êlrç  ramenée  à la  forme  . . 

a"*±:/>  = o, 

P étant  un  isombre  a)>5oiii.  Cela  posé,  regardons  comme  cor.- 

^ ' m ■ m 

nue  la  valeur  arilhmJtiqite  de  \/p  , et  posons  x = y.  \/p\  il 
vient  par  la  substitution  , 

d’où  v”  ±;  I = O ; ' • 


ainsi , c’est  de  la  résolution  de  cette  dernière  é({uation  que  dée 
pend  celle  de  toutes  les  équations  à ilenx  termes.  , . * 

Comme  l’équation  y'"— ‘j=o  revient  à on 

voit  que  tout  se  réduit  à trouver  pour  y , les  nombres,  ou  plus 
correctement,  les  expressions  numériques  ou  algtb  riqius  quij 
élevées  à la  puissance , peuvent  produire  l"unUé.^  C’est 

pour  celle  raison  que  les  valeurs  de  l’équation  y"*  — ^ 

•sont  appelées  les  racines  de  l^ unité.  , 

Les  valeurs  de  l’équation  + J =o,  ou  _y"î=, — t,  sottt 
dites  les  racines  de  l’unité  négative. 

Nous  avons  déjà  résolu  (n”’  176  et  3aa)  plusieurs  espèc(?s 
d’équations  h deux  termes.  Nous  nous  proposons  actuellonieùt 
de  les  résoudre  complètement,  quel  que  soit  leur  degré;  mais 
avant , il  est  Imju  do  faire  conuaître  quelques  propriété  des 
équations  _y" — i=o,  1 =:  o;,  ou  des  racines  de  l’unité. 

3p'j.  Premièrement  J l’équation  j-”* — 1=0  n’a  qu’une 
seâle  racine  réelle  , H"*  , si  m est  impair;  et  elle  n’a  que  deu.x 
racines  réelles,  -J- 1 et  — * i , .si  m est  pair. 
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£d  effet,  lorsque  m est  impair,  nucun  nombre  négatif  ne 
peut  éridemment  satisfaire  à l’équation  ; et  tout  nombre  al>soIu 

pin»  c;rand  ou  plus  petit  que  i donne  nécessairement  ^ i; 

I . . : ^ 

ainsi  il  n’y  a que  le  nombre  réel  + * S**'  P**'**®  TériCer  l’équa- 
tion. Lorsque  m est  pair,  l et  — i la  vérifient;  mais  tout 
autre  nombre  réel  positif  ou  négatif,  donne  un  résultat  dilférent 
de  O pour  J""*  — t ; dune  , etc. 

Secotidemenl.  L'équation  y"  -f-  i ^ o na  qii  une'  seule 
racine  réelle^  — l , si  fn  est  impair;  et  elle  n’a  que  des  racines 
imaginaires  , si  ni  est  p.air. 

^Car  d’abord,  quel  que  soit  m,  aucun  nombre  absolu  ne  j>eul 
y satisfaire.  En  outre,  si  m est  pair,  aucun  nombre  négatif  ne 
peut  évidemment  la  vérifier;  et  si  »i  est  impair,  tout  nombre 
négatif  différent  de  — i , donne  pour  i Un  résultat  dif- 
férent de  O.  * 

t Remarque.  Les  racines  de  l’équation  y"  — i = o , ou  de 
l’équation  y'"'-{-l=o,.  sont  toutes  inégales;  car  le  poly- 
nôme dérivé  du  premier  meml)re  étant  my’*~'  (n“  7-78),  cette 
expression  n’a  aucun  diviseur  commun  avec  y" — 1 ou  y”'  -f-  1 
(y/oyei  n®  agS). 


395.  Si  l’on  désigne  par  » t une  quelconque  des  racines  ima- 
ginaires de  l’équation  y"'  — 1=0,  on  a également  «<’  pour 
racine  de  cette  équation  {p  étant  un  nombre  entier  quelconque 
positif  ou  négatif).  Car,  puisque  » vérifie  l’équation,  on  a 
l’ég.vlîtc  I , d’où  («"')''=  I , égalité  que  l’on  peut  trans- 
former ainsi,  i ; d’où  l’on  voit  que  •?  est  aussi  racine 

de  l’équation.  Donc,  <t  étant  une  des  r.'’.cincs  imaginaires  de 
l'équation  y" — t=o,  l’on  a également  pour  racines. 


JV.  D.  Plusieurs  de  ces  puissances  rentrent  nécessairement 
les  unes  dans  les  autres.  Car  soit,  par  exemple,  l’équation., 
y* — 1=0;  si  a.  est  une  racine  imaginaire,  on  a l’égalité 
— 1=0,  d’où  a''  = I ; dune  a®  ou  X «'  est  égal  à «; 
de  même,  ou  X »'  est  égal  à — 

I* 
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Si  a.  dèèifrne  l’unt  quelcotujue  des  racines  imaginaires  dt 
l'èqualion  j"'  + i i;=o , est  aussi  racine  ( p étant  un  nombrâ 
impair  ([uelconquc , positif  ou  négatif). 

En  eDet,  do  l'équation  «'"  = — l,  on  déduit  (i")?  = — i, 
puisque  P est,  par  hvpotlicse,  impair',  or,  cette  égalité  revient 
à (*'’)"’  = — 1 ; donc  af  est  racifte  de  la  même  équation. 
Ainsi,  a',  a,',  a^. . . . , et~‘,  a“’,  a“*. . . , , sont  des  racines 
de  l’équation  y”  -f-  1 = o. 

3g6.  Résolution  de  Viqualion  y” — 1=0. 

Cette  résolution  repose  sur  une  formule  trigonométrique  que 
nous  allons  d’abord  faire  connaître. 

Si  l’on  multiplie  entre  elles  les  deux  expressions 

coso+sina.V/  — i et  cosA  + sinA.\/ — i, 
on  a pour  produit, 

cosa.cosi-J-(sina.cos.è  -j-sini.coso).  ^ — i — sina.sin  b; 
donc  à cause  des  formules 


cos  (a  -i-  'b)  = cos  a. cos  b — sin  a.sin  b, 
sia  (a  -f-  b)  s=z  sin  a. cos  b ~f-  sin  b. cos  a, 

il  vient  (cos a + sin  a.  |/  — 1)  (cos  b -j- sin  b.  [/ — 1) 

= cos  (ff  + i)  -f-  sin  (a  + 1») . — 1 . 

-Soit  a-\-b=t/,et  multiplions  cos  a + sin  a'.  V^—  I par 
cos  c -f-  sin  c.  — I ; on  trouvera  de  même  ♦ 

(cos  a'  + sin  a'.  — i)  (cos  c + sin  c.  V/ — i) 

= cos(a'  + c) -f-sin  (</ + 0- 

et  par  conséquent, 

(cosa+sina.  l/ — i)(cos5-f  sini.  y/  — i)(cose+MBC.  V^—  i) 
‘'^=cos(a-l-A  + c)  + sln  (a  + t+c).  y/  — i, 

■t 

En  général , soit  un  nombre  m d’arcs  a,  b,  c, . . ,p-,  on  a 


0 


5go 

évulomnicnl  le  rcsulUt  . ' 

(cosa-fsina.  v/^)(cos6^-sîn6.  v/=^).-(cos/>+sîn/,. 

,^=cos(a  + i + c+...+/>)  + sin(o  + iT-«'----+-p)-  \/—t- 

SuppMons  mainlenant  a *=i  = c. . . . . . .=p>  il  en  résulte 

-|-p  = ifca;  d'où  ^ 

(cosa+sina.  V^^)“  = cos /rart  + sm ma.  V^— i (i). 

Celte  formule  étant  Traie,  quel  que  soit  l’arc  a,  pa  peut  rem- 
placer a par  —a,  et  s\  l’on  se  rappelle  que  cos(-^o)=cosa, 
3in(_a)= — sine,  il  en  résulte  cette  nouvelle  formule 

(cosa  — sln  n.  — cos  ma  —sin  tna . \/— i . . (2), 

On  sait  encore  que  2»  désignant  une  circonférence  de  cercle, 

1 le  rayon  et  t un  nombre  entier  absolu  quelconque,  on  a , 

. cos  2i^r  =;  I et  sin  tti-jc  = o , . . . (3). 


IlBSOl-L'  l'lON  rOMpi-i'.- E 


3i>7.  Cela  posé,  il  résulte  évidemment  des  trois  formules  que 

l’on  vient  éPjOblepir,  • , . 

( ?=cos2/or±;sin2/<ir.  l/^=  i ; 

frt"  . VI  , J 

d’où  l’on  voit  que,  que!  que  soit  le  nombre  entier  k , l’expres- 


sion cos  ^^±sin—V’—i  jouit  de  la  propriété  d’être  une 
mm  - ■* 

racine  m”"'  de  l’ünité , c?est-à-clire  de  satisfaire  à l’équation 

y'^  — 1 = 0.  ’ 

Pour  obtenir  les  différentes  racines,  il  ne  s’agit  que  d’attri- 
buer à /t  les  valeurs  o , i , 2 , 3 . . . , puis  de" calculer,  au  moyen 


des  Tables  trigonométriques  j les  valeurs  correspondantes  de 

' 2i-*-  » J ••  ] . . .*  ■* 

cos et  de  sm  . 

' m m 


Discussion,  Puisque  il- désigne  un  nouibré  entier  tout-à-fait  ar- 

cos'}.kv  , sin2iéT 


bifî’aire,  il  semble  querexpression  y =- 


y—, 
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UE  L EQUATION  5 •" 1=0. 

«îoivc  préseiUcr  une  iullnitû  de  valeurs;  mais.  Aqus  allons  voir 
qu’elle  ne  fournit  réellement  que  m valeurs  «lilTércntes., 
Observons  d’nbord  que,  pour  une  même  valeur  attribuée 
à les  deux  expressions  générales  de^  forment  deitx  racines 
intasîinaires  conJugtUcs;  ce  qui  s’accorde  avec  le  théorème  du 
♦n“  388.  En  outre,  ces, deux  racines  sont  réciproques  l’une  de 
l’autre;  car  on  a pour  leur  produit,  ' 

' • ■* 

/ alw  , . a/ta-  . / \ / aiv  . ait*-  / \ 

{cos }-sin— «V/ — i)(oos sm . l/ — n 

S rn  m ^ J \ m m ''  J 

. a/tr  . . . a/fir 

= cos* 1-  sin* = I, 

m ' m _ ; 

Celte  seconde  propriété  s’accorde  encore  avec  ce  qui  a été  dit 
n"  3oa  : toutes  les  racines  de  If équation  v™ — i = o sont  récir- 
proques  deux  tï  deuXj  à l'exception  rfe  + l , ei  m est  impair^  et 
de  -f-  1 , — ,l  y si  la.  est  pair, 

■ Actuellement,  donnons  à k toutes  les  valeurs  entières  com- 

j . • ‘ ui—i  ...  . - . 

prises  depuis  O jusqu  a — ^ — inclusivement,  si  m est  impair, 

et  depuis  O jusqu’à  — , si  ni  est  pair;  il  viendra , pai-  ces  subs- 
titutions, pour  ' ' 

h — Oy. . . . y cos  O ± sin  o.  [/ — i = i , 

* 2<r  , , « • 

A = I*, , • , . V = cos  — ztz  sm  — — i , 

tin'm 
r * */  / 

K V = COS  — ± sm  —•  y — i , • 

m m ^ ^ . . . 

V 6r  . . &3t  /— 

i:  = O, . • . . y = cos  — ± sia  — • y — i , 

nb 


t m— I » _i_  . (m— iV  ✓ 

= cos ±:  smi l/— i 

2 m in  ^ ^ ^ 


5, JJ  MÉmii-uTio}»  compi.î;t« 

ou  bien, 

;tr=— — ‘ ~ 

Ce  tableau  donne  toutes  las  racines  de  l’équation.  - ^ 

En  effet,  1".  lorsque  m est  impair,  chacune  des  valeurs, 

. _ 2 3 fournissant  deux  racines  pour  y , lè 

^ ^ * 2 

• m — 1 

nombre  total  de  ces  valeurs  donne  nécessairement  2-— 7- 

ou  m — 1 racines;  d’ailleurs  fc  = o donne  la  racine  i ; ainsi 

O ^ — * 

le  nombre  des  racines  fournies  par  k = o,  1 , n,  3... . - 

est  m.  Toutes  ces  racines  sont  essentUllement  dipren^les^  car 

les  arcs  O,  —,  étant  tous  moindres  que  «• 

'mm  m • ^ 

ou  la  demi  - circonférence , ont  au  moins  «les  cosinus  dif- 

férens.  » ' i 

2°.  Lorsque  m est  pair,  les  deux  valeurs  extrêmes,  t = o 

et  k = — , fournissent  les  deux  racines  + i et  — i ; d’ailleurs 

les  valeurs  intermédiaires  h=  1 , a,  3. . , . t^.  donnent 

cbacune  deux  racines;  donc  le  nombre  total  des  racines  qui 
«Mrrespoudent  à k =■  o,  1,2...  exprimé^ 

par  2 + 2^-— t^,  ou  par  m;  et  ces  racines  sont' essentielle- 
ment différentes,  par  la  meme  raison  que  ci-dessus. 

11  nous  reste  maintenant  a faire  voir  qu’en  attribuant  à k 
- m — I m 

de  nouvelles  valeurs^ plus  grandes  que  ou  —,  on  retom- 

bera sur  les  mêmes  racines. 

. m— I 

Soit  d’abord  m un  nombre  impairM  supposons  *=~  r"- 

n étant  un  nombre  entier  quelconque  ; il  vient^ 


5 


o«  l’Aqoation  y"  — i = o.  . 5y3 

(m  + an— i>r  . . (n*  + a»— iV  

y=eo» ^±sin^ . y —t, 

jfi  m> 

\ 

ou  bien , y=co8|^«-f  ■— 

Or,  je  dis  qne  ces  deux  Valeurs  sont  identiques  avec  celles  qui 
ont  été  déjà  données  par  — («-“•)  on  j 

en  effet , cette  valeur  de  k donne 

(m— an-fi)»  . {m — an+i)»- 


yz=cos 


• V^— >> 


on  bien 

y 


r (an-«>rn  . . r 

=:COSl  l±Sinj  ) 


(î/1 — I^» 
m 


l/— ]; 


mais  on  sait  que,  pour  deux  arcs  w -k-a  e\  w — a,  l’on  a 
cos  (s- + o)  = cos  (ir  — a)  et  sin(r'^a)=s — sin(a-— a); 
d’où  l’on  conclut 


r , (2rt  - 0»"] 

~ (an— 

L ' "J 

C08 1 

L'  m J’ 

»n  _j 

1 = — sin 

Donc  enfin , Us  dsux  racinss  correspondantes  à. 


V =.-  î -f"  « •O'**  ùA  ntiques  avec  ceUes  qui  correspondent 


3 

m — I 


— (n  — i)  J la  seule  différence , c’est  qu’on 


trouve  les  deux  racines  dans  un  ordre  inverse. 


Si  m est  pair^  soit  fait  i = — ■4*  n ; il  en  résulte 
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mir  -4-  2/l;r  . . mx  -f-  2/1»-  / 

V ra  oos  — — 3:  sm  ■ ■ ■ "•  — • V • 1 

in 


ou  bien  , y = cos  sin  — * j 


nuis 


si  Ton  fait  ir  = /i , il  vient 


or^  on  a 
cl 


^ =cos  (,-^)±sin(x-^).V/— ; 

■ Y , 2nx\  . ( 2it^\ 

sm  I *•  i 1 = — sin  I (T— 1. 

\ m y \ ' m / ‘ 


, Donc-,  les  racines  de  y correspondantes  à h = — n , sont 

identiques  avec  celles  qui  correspondent  à ir=^  — ;i. 

Donc  enfin,  le  tableau  des  valeurs  que  l’on  a obtenues.poui 

, ~ rn  —I  ^ r 1 • 

A:  = 0 , 1,2,0.... ou  — , renferme  toutes  les  racines 

2 2 

de^"*  — I = O,  quel  que  soit  m.  , 

398.  Relations  entre  les  racines  de  l’équation  y“  — i = o. 
En  jetant  les  yeux  sur  ce  tableau , on  voit  que 

4»  . 4>r  ,/ f L ■ ’"■  ./ — V 

cos- — H si«  — -y  —I  = I cos  — '+  sin  — . y — I ) , 

m m ' \ m m / 

en  vertu  de  la  formule 

(cos a + sin  O.  \/ — 1)™=  cos  ma  -}-  sin  ma.  ^ — 1 ; 

6;r  . Gtt  . -/  27T  2W  y 

cos  — +sin  — .y  — 1 = I cos f-  sin  — .1/ — i ) , 

m * m \ m m / 


I 


m — I 


-I  . . m — I y—  / 2V  , . 2ît  . / \ 

— v-4-sin V.  V*  — 1=1  cos  — -*-sm — .y  — 1)  , 

m,  \ m m / 
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I>E  I.  MQUATION  y"  — I *=  O. 

si  m e»l  impair;  rt 


5t)5 


W U 

uosir-4-sinir.  V/  — ' ®={  c’s  — +®'*'  — " V^~*>  ) i si  w est  pair. 

\ fn  m / ‘ 

' Donc  en  appelant  * la  première  racine  imaginaire.. 

coi  ^ -|-  sin— . V^— “ I,  toutes  let  raciriea  du  tableau  déjà 
m m 

cité,  correspondantes  au  signe  supérieur  j peuvent  être  repri- 

* m— 1 •*! 

sentées  par  a',  **,  * ou  quant  aux  racines  qui 

correspondent  ou  signe  inférieur,  nous  avons  vu  qu’elles  sont 

It's  réciproques  des  racines  supérieures  ; en  sorte  que  l’on  a pour 

„ . I I I I I . 

ces  nouvelles  racines, -,  —,  ■■  , ou  — ; et  si  Ion 

^9  S 

observe  que  est  égal  à i , ces  expressions  reviennent 

m 

• a"-‘,  a"'-*,  ....  ou  . 

D’où  l’on  peut  conclure  cuCn  que,  « désignant  la  première 
racine  imaginaire  , toutes  les  racines  de  l’équation  j'"  — i =o, 
peuvent  être  représentées  par 


«®,  a',  * 


, ou  « 


série  dans  laquelle  les  exposans  ne  sont  autre  cdiosc  que  les 
nombres  naturels  depuis  o jusqu’à  m — i. 

399.  Remarque  importante.  Cette  propriété  dont  jouit  l’une 
des  racines  imaginaires,  de  reproduire  toutes  les  uuti-es  avec 
ses  diverses  puissances,  n’appartient  généralement  qu’à  la  pre- 

...  2x  . a»  / 

miere  racine,  cos  — -f-  sin  — . y — 1 , ou  à sa  conjucnce. . . 

mm  ° 


cos— —sin— . — I.  On  a bien  prouvé  (n®  3g5)  que  « étant 


T.%  . a» 

m m 

une  racine  imaginaire  quelconque,  of  est  aussi  une  racine  de 

38.. 
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mTT  -f-  î*"»’ 


. sm 


m 


m 


bien,  y = cos(^  + ^)±siD(>r  + ^).  »/-«; 


mais 


si  l’on  fait  k = n,  il  vient 


^ = cos  (»  - ^)  sin  V/-' ; 

or, on  a + 

,i„^^  + ^)  = _sin(x-^y 

, Donc,  les  racines  de  y correspondantes  à h = — + n,  sont 
identiques  avec  celles  qui  correspondent  à — ”• 


Etonc  enfin,  It  tableau  des  valeurs  que  l’on  a obtcnues.pom- 

ft  = o.  I,  a.  3.... ou  — , rcnfei-me  toutes  les  racines 

’ 2 2 

— 1 = 0,  quel  que  soit  m.  ‘ 

3g8.  Relations  entre  les  racines  de  l’équation  y” — l = o. 
En  jetant  les  yeux  sur  ce  tableau , on  voit  que 


cos 


^ + sin— • l/—«  = (005^4- sin—.\/—i^  , 
m rn  ' • \ m m / 


en  vertu  de  la  formule 

(cosQ  + sin  û.  \/ — !)"■=  cos  mfl sin  OTO.  V/ — »i 

6iT  , . GtT  . / 27T  2«  , Ÿ 

I-Sin  — . 1/ — 1 = ( cos hsin y — i 1 , 

m m \ m m J 


cos  - 


^î2Z:^,r+sin-— ^x.  i=(cos^+sin^-  «) 

ni  \ Tn  ffi  / 
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ns  I.  MQUATION  I *=  O. 

si  m e«t  inipair;  et 

iMSir 


5^5 


4-sinîT.  — I =(  c<ïS“  +sin  — • V^— i ) , si  /n  est  pair, 
\ n%  ïïn  / 

* Donc  en  appelant  a la  première  racine  imaginaire^ 

coi  — 4-  sin— . • I,  twUea  It*  racine*  du  tableau  déjà 

m m 

cité,  correspondante*  au  signe  supérieur , peuvent  être  reprè- 

* m— 1 in 

senléea  par  u°,  •*,  <**...*  * ou  quant  aux  racines  qui 

correspondent  au  signe  inférieur,  nous  avons  vu  qu’elles  sont 

les  réciproques  de*  racine*  supérieures  ; en  sorte  que  l’on  a pour 

,,.111  I i . „ 

CCS  nouvelles  racines , —,  on  — ; et  si  l’on 

• et 

observe  que  «"*  est  égal  à'i  , ces  expressions  reviennent 

*»« 

O-  ^et  OU  A 

D’où  l’on  peut  conclure  enfin  que,  « désignant  la  première 
racine  imaginaire  , toutes  les  racines  de  l’équation  y'^  — i = o, 
peuvent  être  représentées  par 


«®,  ot  * , ou  «t* . . , 

* a 

série  dans  laquelle  les  exposans  ne  sont  autre  cdiosc  que  les 
nombres  naturels  depuis  o jusqu’è  m — i. 

399.  Remarque  importante.  Cette  propriété  dont  jouit  l’une 
des  racines  imaginaires,  de  reproduire  toutes  les  autres  avec 
ses  iliverses  puissances,  n’appartient  généralement  qu’à  la  pre- 
2»  . a»-  / 

iniere  racine,  cos !-  sin  — . y — i , ou  à sa  coniucace. . . 

mm 


cos— — sin—.  — I.  On  a bien  prouvé  (n®  3g5)  que  et  étant 


2x  . 2ir 

i — —sin — . 
m m 

une  racine  imaginaire  quelconque , aP  est  aussi  une  racine  de 

38.. 
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l’équation;  mais  il  n’est  pas  toujours  vrai  de  dire  qu’en  donnant 
à P des  valeurs  entières  convenables,  on  pourra  reproduire  toutes 
les  racines. 

Soit,  par  exemple,  l’équation  — 1 = 0,  qui,  pouvant  sc 
mettre  sous  la  forme  ^—1)  (y^  + >)  = <>,  donne 


.y=^  I et^'; 


— i±t/— 3 


O — 3 

, a®.y=— I et  ; 


comme  les  trois  premières  racines  proviennent  de_y*—  1=0, 

• I)  1 . • 1 • — * “t"  — 3 

SI  i on  désigne  par  m la  racine ^ , on  a 

/— i+v/^v  — I— 1/113  , , ' 

“ J = «<  = «’X«  = a; 

d’où  l’on  voit  que  les  trois  premières  racines  seulement  sont 
produites  par  les  puissances  de  — ' 

Mais  il  n’en  est  pas  de  même  de  * ^ car  on  trouve 


Q±yL—y  _ -1— y/-3 , 3y_  1— t/— 3 

Ainsi , toutes  les  racine» sont  produites  par  les  puissances  o,  1, 

,4.V/=3_ 


2 , 3 , 4 > 5 • • • • de  la  racine  ■ 


■ ; et  cela  tient  à ce  que 


cette  dernière  racine  est  la  première  donnée  par  la  formule 
a» 


25T  . ?.*■  

cos  — + sin  — . y — I , 

iTï  m 


KÉaoLUTioN  DB  i.’4quatioi»  Jr"  -J-  I =3  O.  5g7 

qui  devieut,  dans  ee  cas,  cos ^ 4- »»n  ^ — i. 

En  effet , on  a cos  ^ = sin  = sin  g ; mais  le  «nus  du 

6*  de  TT  ou  du  12*  de  la  circonférence,  est  la  moitié  de  la  corde 
qui  en  aoutend  le  6*,  et  par  conséquent,  est  égal  à la  moitié  du 
ra jon  ; donc 


cosg  ou  iing=^;  d’oi  sin^  = ^/ 1 — \/3; 

ce  qui  donne  enfin  ^ 4- “ V^3 • — •»  ou  pour  la 

première  racine. 

Cette  exception  a lien,  en  général,  pour  les  équations  de  la 
forme  y'*  — i =0,  ou  (y* — 1)  (y*4'>)  = ®* 

4oo.  Résolution  de  Pèquation  y"  4"  • = ®- 
Comme  on  a 

cos  (2<t  + i)  9T  = — I , sin  (2A  4-  i)  w = o, 

I 

on  peut  conclure  de  la  formule  générale  établie  n°  897  , 

(2^4-  l)ir  ^ (2fe4-0«- 

cos  (2è  + i)«-  ± sin  (a/i  4-  i)».  — i = — i ; 

d’où  l’on  voit  que  l’expression 

ilî.v/— , 


[cosl 


(2i4-t)»  . • (2ft4-l)»' 

cos  i — ±:  sm  — 


peut  être  prise  pour  la  racine  m*'"'  de  — i , ou  pour  l’expression 
générale  d’une  racine  de  la  proposée;  et  l’on  obtiendra  les  di- 
verses racines,  en  attribuant  è ù la  série  des  valeurs  o,  i, 
2,3 

Donnons  à k toutes  les  valeurs  comprises  depuis  o lusqu’ù 

ni — I , m m— 2 

, SI  m est  impair , et  depuis  e jusqu  a 1 ou  , 
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si  /»  est  pair;  on  obtiendra  successivement,  pour 


k = O, .y  = 003  — ± sin  — . l/ — l . 

■J  m w» 


. 3ir  . . 3t  

* = I , .y  = cos  — i:  sin  — .y  — 1 , 
mm 

k = 3 , ...  .y  = cos  — ±1  sin  — i , 

m m 


k = 
k = 


m—i 
2 ’ 
m — 3 


± sin  x.\/ — 


•J,  = CO.  ± ,i0  (,-£).  l/_ 


Je  dis  que  ce  tableau  renfbrme  toutes  les  racines  de  l’équation 

+ 1 =r  O. 

En  effet , lorsque  m est  impair , comme  la  valeur  k = ~ 

ne  donne  que  la  racine  — i , mais  que  toutes  les  autres  0,1,3... 

— ^ — I ou  ^ en  donnent  deux  chacune,  il  s’ensuit 

3 2 

que  le  nombre  total  des  racines  fournies  par  ces  valeurs,  est... 

1 - . 5 Cm  — 3) 

1 + 3 d ou  m.  . 

' 3 

Si  m est  pair , chaque  valeur  de  k , depuis  o jusqu'à  — ~ » 

donne  deux  racines;  ainsi . le  nombre  total  des  racines  fournies 
. 3(m  — a) 

est  3 -f-  — ^ ou /Tl. 

3 

On  démontrera  it  d’a ilicnrs , conimo  on  l’a  fai  t pou r_y ^ — 1 =30 , 
(|u’cn  donnant  à k des  valeurs  plus  grandes  que  — î , si  m 


est  impair,  et  que 


memes  racines;  donc , etc. 


■ , si  TT»  est  pairj  on  doit  retrouver  les 
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Oii  recounaîl  encore,  d’après  l’inspection  de  ce  tableau, 
que  si  « désigne  la  première  racine  inuiginaire , savoir  : . . . 

t-  sln 

m 


cos  ■ 


- sln  — )/— I , 


a*...,  ou  , suivant  que  ni 

est  impair  ou  pair,  représentent  toutes  les  racines  correspon- 
dantes au  signe  supérieur-,  d’ailleurs  les  racines  correspondantes 
au  signe  inférieur  sont  les  réciproques  des  supérieures;  ainsi 
l’on  a,  pour  ces  racines, 


t 

«’ 


et  comnje  a.”  — — i , d’ol»  a”"  = i , 

ces  mêmes  racines  peuvent  se  mettre  sous  la  forme 

— atfi 

— ou  a*”-',  a*—’,  a’”"-* a"  ou  a’"-’"; 

A 

donc  enfin  toutes  les  racines  de  l’équation  4*  • = ° > sou*  > 
dans  l’hypothèse  de  m impair, 

-S  -.5  —7  au»  — » a#»"  — tm— ». 

a',  a*,  a',  a',...  a , a , a a , a , 

et  dans  l’hypothèse  de  m un  nombre  pair, 
a‘,  et»,  a%...  a»-‘,  a-"-^',  a’"-’’»,...  a‘"-*,  a”"-*. 

N.  B.  Pour  plus  de  généralité,  nous  avons  établi  des  for- 
mules pour  résoudre  l’équation  y”  -j-  1 = o,  quel  que  soit  m ; 
mais  dans  le  cas  où  m est  impair,  la  résolution  de  cette  équa- 
tion se  ramène  à celle  de  — 1 = 0,  en  posant  y = ““ 
ce  qui  donne  y'" — 1 = 0;  d’où  l’on  voit  que  les  racines  de 
l’équation  y”  + i = o sont  égales  et  de  signes  contraires  aurt 
racines  de  l’équation  y"" — 1 =0,  toutes  les  fois  que  m est 
un  nombre  impair. 

4oi.  Scholie  général.  En  récapitulant  tout  ce  qui  vient  d’être 
dit  sur  les  é({oations  à deux  termes,  on  peut  conclure  qu’un 
radical  qutlconqtu!  a toujour»  autant  de  valeurs  qu’il  y a 
d’unités  dans  son  indice.  Ces  valeurs  sont  égales  à la  racine 
arithmétique  de  la  quautilé  sous  le  signe , considérée  avec  sa 
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Taleur  absolue,  muUi|iIiée  successÎTement  par  chacune  des 
racines  de  i ou  — i. 

Ainsi,  lorsque  l’on  a deux  r«dicaux  h multiplier  l’un  par 
l’autre,  le  produit  est  susceptible  d’autant  de  valeurs  différen les 
qn’il  y a d’unités  dans  le  produit  des' deux  indices,  à moins  que 
les  degrés  des  deux  radicaux  ne  soient  égaux  -,  car  alors  plu- 
sieurs valeurs  deviennent  identiques. 

Soit,  par  exemple,  y'o  à multiplier  par  y/6 -,  désignons  par 
pet  q leurs  valeurs  arithmétiques,  on  a ( n°  898 ) pour  le  pre- 
mier radical, «*/>,  ap,  «'/>, 

et  pour  le  second , . . . , aq , a'q  ; 

multipliant  chacun  des  termes  de  la  première  ligne  par  chacun 
des  termes  de  la  seconde , on  obtient 

a°pq,  apq,  a*pq, 
apq,  a'pq,  a?pq, 
a'pq,  a^pq,  <t*pq, 

expressions  qui  se  réduisent  à trois  différentes, />$',  etpq  et  a*pq , 
si  l’on  observe  que  l'on  a = 1 et  ct^  =s  «. 

Il  en  est  de  même,  lorsque  les  deux  indices  ont  un  facteur 
commun.  nombre  des  valeurs  différentes  du  produit  est  alors 

égal  au  multiple  le  plus  simple  des  deux  indices. 

Ces  observations  complètent  ce  que  nous  avons  dit  dans  le 
sixième  chapitre  (n"  1^6)  sur  la  multiplicité  des  valeurs  ^un 
radical. 

§ III.  Résolution  des  équations  trinômes.  Extraction 
d une  racine  de  degré  quelconque  d une  quantité  en 
partie  rationnelle,  et  en  partie  irrationnelle  du  se- 
cond  degré. 

4oa.  Équation  trinôme  x*” -f- px™  = q.  On  apjielle  ainsi 
toutes  les  équations  qui  ne  renferment  que  deux  exposons  de 
l" inconnue,  doubles  l'un  de  l’autre,  et  des  quantités  toutes  coït- 


hisOLUTIOR  DES  ^QUATIONS  TRtNOMEI. 

Tum.Ces  sortes  d’équations  peuvent  toujours,  par  la  transpo- 
sition et  par  la  réduction,  être  ramenées  à la  forme  ci-des'ius. 
Leur  résolution  dépend  d’ailleurs  nniquement  de  celle  de  l’é- 
quation du  second  degré  et  de  l’équation  à deux  termes. 

£n  effet,  soit  posé  x"=sy,  il  en  résulte 

y+py  = q-,  d’où  yz=—^±^^  + q. 

m 

Donc  * = V^J'=  f — v/'j+y- 

ainsi,  pour  obtenir  toutes  les  valeurs  de  sr,  U suffît  de  multi- 
plier les  deux  valeurs  données  immédiatement  par 

m m 

\/-f  + \/^  + ? et  par 

par  chacune  des  racines  de 

Soit,  par  tx*mple,  fiqaation  x*  — 70:’  s:  45 1 44  '1 
en  posant  x’=j‘,  on  trouve  y* — ^y  =45i44i 
d’où  l’on  déduit  y:=ai6  et  y = — 309. 

Donc 

l‘.  sr^=ai6;  d’où  x = 6,  sr  = 6.ct,  x=6.*‘; 

s 1 

a®.  »^=— a09;d’où*=— V/209,  *=— •.  y'3og,x=sj—m*{/2og, 

m désignant  la  première  racine  cubique  imaginaire  de  l’unité. 

La  résolution  des  équations  trinômes  conduit  à l’extraction 
de  la  racine  m‘*"*  d’une  quantité  en  partie  rationnelle  et  en 
partie  irrationnelle  du  second  degré.  Mous  avons  déjà  (n°  1 19) 
traité  un  cas  particulier  de  cette  question,  celui  de  la  racine 
carrée.  Mous  allons  maintenant  considérer  le  cas  de  la  racine 
cubique  ou  troisième,  apres  quoi  nous  généraliserons. 


. ErFECTOEB  l’op^BATION 

4o3.  Effectuer t s’il  est  possible  j l’opération  marquée  pur 

VTEÿl. 

I 

Ou  ne  peut  pas,  comme  pour  la  racine  carrée  (u®  1 19),  sup- 
poser  \/a-t-y^b=:^x car  un  a 

(l/x  + v^y)^  ~x.\/x  + 3x.  \/y  + 3y.  {/x  •+•  y.  \/y, 

ex|>ression  qui  revient  à (j:  3^).  y/j;  + (3r  + y)  V<y  i ' <• 

est  par  conséquent  com|>osée  de  deux  radicaux  ; mais  on  |ieiit 
. s 

supposer  Ÿ'a  + \/b  = x-^l/y  •j  car  on  a 

(^  + V<y)’ = ac’ + 3xy  + (3x*  4- jr) , y/jr , 
expression  de  même  forme  que  a + y'A. 

Observons  encore  cependant  que  si  a et  y/&  ont  un  fadeur 
commun  qui  n’est  pas  un  cube  parfait,  il  est  possible  que  la 

. . s 

racine  soit  de  la  forme  t/c.{x  +V/y)- 

' 3 _ 

Par  exemple,  élevons  au  cube  v/2. (a -f'V/' *) î vient 
pour  résultat,'  3(74  ~l~  ^3y/i  1),  ou  148  + 46^^11,  dont  la 
racine  est  nfiectée  d’un  radical  cubique  monome. 

Ainsi , pour  comprendre  tous  les  cas  qui  peuvent  sc  présen- 
ter, nous  poserons 

■ y/a-f-\/A=\/*.(x  +Vy), 

Xf  y,  Z étant  des  quantités  oommensurables  qu’il  s’agit  de  dé- 
lerrainer  conformément  à la  question. 

Pour  y parvenir,  élevons  au  cube  les  deux  membres  de  cette 
égalité;  il  vient 

a +y/A  =:  a[x’+  3.^  + (3x“  + y) . y/^], 

équation  qui  se  partage  nécessairement  en  deux  autres , 

a=»  \ ( a'‘=a'-(x®+6x|y  + 9x*y*), 

\/'bz=x{Zx'+y).\/y,  I ‘ " l A =s*(9i-'y  + 6x*y*  + y*)  i 
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rclraiicliaol  ces  doux  équations  l’une  de  l’autre,  on  eu  lue. 


donc 


n’ — b =r  r*(x®  — + — ^^■’)=r*(.r‘ — y)’; 

y ' 

3 


— É»)z. 

» 


Il  est  visible,  d’après  cette  équation,  que  la  valeur  de  y 
correspondante  à des  valeurs  coinniensurabics  de  x et  z,  ne 
peut  être  elle-méi^  rationnelle,  comme  l’exige  la  question, 

qu’autant  que  \/ (a* — bjz  le  sera  aussi.  Or,  puisque  x,  y , z, 
ne  sont  liées  que  par  deux  équations, on  peut  disposer  de  l’une 
d’elles  arbitrairement,  de  fc,  par  exemple,  et  la  déterminer 
de  manière  que  (a* — i)z  soit  un  culje  parfait;  le  cas  le  plus 
défavorable  serait  celui  où  o*  — h ne  renfermerait  aucun 
facteur  ni  cube,  ni  carré  parfait,  et  alors  il  suinrait  de  poser 
z = (a*  — by.  . 


Supposons  donc  a déterminé  de  manière  que  l/(o* — 6)s 
, s 

soit  rationnel , et  faisons  - — b)z  = c-,  il  en  résulte.... 


X* — y—c,  d’où  y=zx^  — c-  substituant  cette  valeur  ilans 
l’équation  a=z(r^+3r^),  on  obtient  a=z{x^-f-3x^ — 3tx), 
ou  réduisant , 4®-*^  — 3c»i'  — a = o. 

Cette  équation,  dans  laquelle  z,  c et  a sont  des  nombres 
connus,  doit  avoir  au  moins  une  racine  comniensurable , pour 
que  l’expression  proposée  a-f-  i/6,  soit  un  cube  parfait,  o« 
du  moins,  de  la  forme  C.(A  ^ v B)\ 

Voici  les  formules  dont  il  faut  faire  usage  dans  les  appli- 
cations : 


i“.  c = - (a* — ù)z;  on  pput  toujours  donner  à z une 

♦ * 

valeur  telle  que  r soit  ratioiuiel. 

2®.  4®^ — -3czx  — 0=0;  celte  équation  doit  admettre  au 
moins  une  racine  commensurable,  que  l’on  déterminera  d’après 
la  luétbodc  du  u°  334> 


S 


1 
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3?.  ^ = 1*— c;  celle  éqnation  donnera  la  valeur  de  y 

correspondante  aux  deux  valeurs  de  x et  de  a.  > , 

' s . 

4o4>  Premier  exemple.  Soit  l/ 1 1 ; on  à 


a*  — &=  31904  — 33376  = — 1373  = — 343  X4> 


or,  343  est  un  cube  parfait,  savoir,  le  cube  de  7;  si  donc  Ton 
multiplie  — 343x4  P*''  l’expression  (a*  — b)t  sera  un 
cube  parfait,  égal  h ( — 7 X 

Posons  alors  s = a ; il  en  résulte  c=  - (a*  — i)z  =3—  7 , 

£ 

d’ob,  substituant  cette  valeur  et  celle  de  a dans  la  seconde 


formule, 8x^  + fyix  — 148  = o, 

ou  réduisant, 4^^*  + — 74  = 


Cette  équation,  résolue  par  la  méthode  du  n”  334,  donne 
or  = 3;  les  deux  autres  racines  sont  imaginaires.  Portant  cette 
valeurdeac  et  la  valeur  de  c dansla  troisième  formule,  c, 

on  trouve  ^ = 1 1 ; donc  enfin  la  racine  cherchée  est 

s _ 

V^,a.(a+ V^ii),  résultat  que  l’on  peut  vérifier,  en  l’élevant 
au  cube. 


Second  exemple.  Soit 


V/a  + <il/— 1; 


on  a 


d’où 


O* — 6=4  + 121  = I25  = (5)*,‘ 

c = - v/(a* — 6)a  = - iiS.s; 

l 2e 


comme  135  est  un  cube  parfait,  il  sufRt  de  faire  x = i , ce 

I 

qui  donne  c=  V^i35  = 5;  d’où,  substituant  dans  la  seconde 
formule,  4-*^  — — a=o,  équation  qui  admet  racore  l.i 

racine  a , et  dont  les  deux  antres  sont  x=  — , valeurs 

3 

irrationnelles.  La  valeur  de  y , correspondante  k x = a,  est 


= 4-5  = -.; 


y/a-j- 1 1 v/ — I =2  -}-v/ — I. 
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Troisième  exemple.  3 + ^2  ; on  a ■ ■.  . 

O*  — i = 9 — 2 = 7; 

il  faut  doncfaire  t = n*,  ce *qui  donne  c = -,  d’où , subsli- 

7 

tuant  dans  la  seconde  formule, 

ig6x^  — 21X  — 3 = 0; 

cette  équation  n’a  pas  de  racines  commensurables  j ainsi 
3 + ^2  n’est  pas  un  cube  parfait. 

On  pourra  s’exercer  sur  les  exemples  suirans  ; 

s s 

y/Sn  + 3o  t/3  =st  y 2.(2  + p 3), 

3 I 

— 1= — i + V' — 

2 

V/5-i34y/— 2 = 5 - s a- 

4o5.  Effectuer^  lorsque  cela  est  possible,  l’opération  mar- 

H 

quée  par  a + 

Si  l’on  a bien  compris  ce  qui  vient  d’être  dit  sur  le  cas  par- 
ticulier de  la  racine  cubique, “on  pourra  se  former  aisément 
une  idée  de  la  marche  qu’il  faut  suisTC  pour  une  racine  de 
dej^ré^quelconque.  ^ 

n 

Soit  y/o  -h  V'ù , qu’il  s’agit  de  ramener  à la  forme  x + VO' » 

* n 

ou  plus  généralement,  à celle-ci  : y/ i.(x-f-y/j). 

n * _ 

De  l’équation  y/ô-f-  y/ù=  y/i(x-f-  y/j),  on  déduit,  en 
élevant  les  deux  membres  à la  n‘*"'  puissance,  et  égalant  sé- 
parément les  parties  rationnelles  et  les  parties  irrationnelles, 

û = e(^x”-h»  — X-— > + n — -4-^=  ^’”7’ 

+•  • • ^y’ 
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On  |X)urrail , comme  dans  le  cas  prOTVent,  élever  les  deus 
niembi'cs  de  ces  équations  au  carré,  retrancher  et  faire  ensqile 
les  réductions;  mais  la  transformation  suivante  conduit  plus 
simplement  BU  même  but.  ^ • 

Ces  deux  équations  peuvent  être  mises  sous  Ja  lbrnie  • 

° I [(^ + \z.y)’ + (^- v<r)'] . 

* « 

V/6=  ^[(x+  VO^)"— (r—  V/y)*], 

''  \ 

d’oîi,  élevant  au  carre  et  retranchant, 

a*  — è = ^ [(  c + V'yy  " + 2 (x“  — yY + (^  “ t/^)'  " 


ou  réduisant , 


— (-r + v»"  4-  2 (2?”  —y)” —(.x—Vy)’"]> 

- a’~  b — Z^  (X*  — _y)"  ; 


/ J I n 

donc,  x“  — j-=  =iv/(a’  — 

Supposons  maintenant  que  z ait  été  déterminé  de  manière 

tt  

i|ue  ^ (<z“  — é)4"~“  soit  cominensurahle , ce  qui  est  toujours 
possible;  et  posons  c=-  y' (a'‘  — 6;»”  ; il  vient 

x’  — y=z.c,  d’où  = X*  — c ; 
reportant  cette  valeur  de  y dans  l’équation 

a = a ^x*  + n — x"~’jv  + . . . . ^ , 

il  faudra  que  l’équation-  résultante  ait  an  moins  une  racine 
conimensurable. 

■ - a 

Appliquons  ces  principes  à l’expression  ^ 228-f-i32V3. 
Les  formules  relatives  à cet  exemple,  saut 
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6o  J 

I * , 

r=3-|/(a* — 6)s’-,  y = x* — c; 

Z) 

» ^ 

ti=  t(a*  + 5vy‘). 

Cria  |K)sé,  en  faisant  a = aa8,  \/&  = i32^/3,  on  trouve 
a*  — i = — a88  = ( — a)* . (3)*  ; 
on  voit  donc  qu’en  po.sant  a = 3 , c deviendra  rationnel , et  l’on 

aura  .*  c=^V/( — a)*3== — aj 

d’où  y=x*— ( 2)  = X*-4-2. 

Sulistituant  cette  râleur  et  celle  de  s,  dans  la  troisième  for- 
mule,on  obtient,  toute  réduclioa  faite,  ■ 

4x*-f-  iox’-}-5x=  19, 

équation  qui  admet  la  racine  commensurable  -{-  i -,  ainsi 

X = I , y=s  t -f-  2 = 3 ; ... 

5 5 

doncenfin  ^^228 -f- i3ay/3  = V^3.(i ^/3) . 

On  trouverait  de  même, 

J I 

Vf— 7-1-241/— 1 = 2-1- v/—  i. 

V^aSbg  — 12921/5  = 2 — y/5. 

§ IV.  Résolution  des  équations  générales  de  degré 
supérieur  au  second.  . 

Nous  avons  maintenant  une  tâche  importante  à remplir  ; 
c’est  dè  faire  conmitre  les  travaux  des  analystes  sur  le  fameux 
problème  de  la  résolution  des  équations  générales  de  tous  les 
degrés.  Ce  problème , qui  a long-temps  occupé  les  matliémati  - 
ciens  les  plus  célèbres,  a pour  but,  étant  donnée  une  équation 
général»' et.  complèlBj  efobttnir  les  expressions  de  ses  racines. 


6o8  HlsoLirriaii 

au  moyen  d‘un  nombre  litniU  d’opérations  algébriques  tff'ec'^ 
tuées  sur  les  coefficiens  'Jnsqa’à  présent,  la  question  n’a  été 
résolue  que  pour  les  quatre  premiers  degrés;  et  l’on  doute  si 
jamais  on  pourra  parvenir  à une  résolution  complète  pour  tous 
les  degrés. 

Quoiqu’il  en  soit,  nous  commencerons  par  exposer  la  pins 
simple  de  toutes  les  méthodes  connues  pour  résoudre  les  équa- 
tions du  troisième  et  du  quatrième  degrés;  ensuite  nous  ferons 
connaître  d’autres  méthodes  suséeptibles  de  s’appliquer  avec 
plus  de  succès  aux  équations  d’un  degré  supérieur.  ^ 

4o6.  Équation  du  troisième  degré.  D’abord,  on  peut  sup- 
poser l’équation  privée  de  son  second  terme,  puisqu’il  est 
(n*  9-76)  toujours  possible  de,  le  faire  disparaître  de  toute 
équation. 

Soit  donc  proposée  l’équation  -x*  •+•  px  -f-  o. . . (i); 

faisons  dans  cette  équation  , . . . x ■=zy  + * (2)  i - 

c’est4-dirc  supposons  x égale  à la  somme  de  deux  autres 
iticonnues  (cette  forme  que  nou.s  donnons  à la  valeur  de  x 
peut  être  motivée  sur  ce  que,  dans  l’équation  générale  du  se- 
cond degré , la  valeur  de  x se  compose  aussi  de  deux  parties  • 
distinctes). 

On  obtient , en  élevant  l’équation  (3)  au  cube , 

x’=y-è-3yti4-3jr**+a’r=:,^3.f.**+3,jr*(;)'  -j-  e) , 
ou  bien,  ' 

et  transposant , x’— -3ya.x — y^—s^=o. 

Pour  que  cette  équation  s’accorde  avec  l’équation  (1),  il 
faut  et  il  sullit  que  l’on  ait 

p=—Zyz,  \ _yas=— ^...(3), 

d OU  < 

q — — y^  — z'  ) y — 7---C4)- 

Dès  que  CCS  deux  conditions  seront  satisfaites,  les  valeurs 


V 


Digilized  by  Googli 


DE  d’équation  ou  tuoisiéme  df.oué.  609 

<]e_y  et  2 seront  telles,  que  leur  somme  exprimera  la  ralenr 
<le  X,  propre  à Tcrllier  l’équation  (t).  T^chous  dune  de  déter- 
miner^ et  Z d’après  ces  deux  conditions. 

* 

L’équation  (3),  élevée  au  cube,  donne  ^ ; 

mais  on  a déjà 

ainsi , et  z^  sont  tels , que  leur  somme  est  égale  à une  quanlM 
donnée  — q,  et  leur  produit  égal  à une  (juantité  — ^ ; donc 
(n*  ii4),lcur  détermination  dépend  de  l’équation.;: '' 

/•-h  — — O . . . (5),  ■ . , • 

• ' ” "■*  , 

dans  laquelle  t'  a pour  coeSicient  la  somme  donnée , prise  en 

signe  contraire,  et  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  aussi 
donné.  j 

• Cette  équation  se  nomme  la  réduite  de  l’équation  du  troi- 
sième degré,  parce  que  c’est  de  sa  résolution  que  dépend 
celle  de  la  propose. 

I En  effet  ,on  en  dédnit  t = — -±  \/%-  -h  — ; ' 

a V 4 29 

donc 

a ^ V 4 ^ 27  ’ ^ a V 4-  37  ’ 

d’où,  à cause  de  la  relation  x=y-^z, 

0.  . 

11  peut  sembler,  au  premier  abord,  que  la  mctliode  ne  donne 
qu’une  des  racines  de  la  proposée  mais  désignons  par  m et  n 
ce  que  dcTieunent  immédiatement 


4 
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lorsqu’on  rcmplacu  ÿ el/>  par  leurs  Taleurs,ct  observons,  i®.  que 

les  équations donnent  (n“  .fol) > 

y = m,  <tm,  **wi, 

J • ' * 

z=  n,  an  y a'n  , 


I , a,  «*,  étant  les  trois  racines  cubiques  de  l’unité;  2“.  que  le 
produit  des  deux  valeurs  de  et  de  a,  dont  la  soiniue  donne  la 

^ . n . ' 

valeur  de  x,  doit  être  égal  à — d’après  la  relation  (3), 


Ainsi,  l’on  obtiendra  toutes  les  racines  de  l’équation  (i) , en 
faisant  la  somme  de  deux  quelconques  des  valeurs  dey  et  de  z 
que  l’on  vient  d’écrire,  pourvu  que  le  produit  de  ces  deux  s-a- 


P • • 

leurs  soit  égal  à — ^.^Or,on  a en  premier  lieu  , 

3 _ 3 '** 

V -- + v/f  + - X \/r 

2 ' V 4 ' 27  2 4 27 

_2l_.fi  _ _ 

“V4  4 3’  ' • , 


donc  X = m + n,  forme  la  première  racine;  c’est  celle  déjà 
obtenue.  , 

En  second  lieu,etmX*’n  = a-^mn  = mn  — — ^ ; 

r 

donc  x=am+a*n  forme  utte  seconde  racine.  , 

Enfin  «t'm  X «n  = = mn  = — 

donc  x=  a*m+  «n  exprime  une  troisième  racini. 

Aucune  des  autres  combinaisons  ne  remplit  la  condition  que 

le  produit  soit  égal  à — ainsi  elles  doivent  être  rejetées,  et 

l’on  a pour  les  seules  racines  de  l’équation  proposée,  , 

) x = m+n;  x = «m-j-<t*n;  x==«*m-f-a« 


DB  l’équation  du  TBOISIEMb"  UEOAÀ  « (il  I 

On  parTici^ait  encore  aux  deux  dernières  vateiirs  de  la  pro- 
poiéc,  en  dirisant  son  premier  membre  par  x — m-^n.  ?» 

En-elTet,  remplaçons  dans  les ‘équations  (3)  et  (4)  , ^ et  e 
par  lenrs  premières  valeurs  m et  k\  U vient 

•a 

' P 

'»’+ra^=— y;  d’oèps— 3/nn,  et  ÿ=:_TO»— 

SI  l’on  substitue  ces  valeurs  de p et  y dans  la  proposée  (i),  elle 
devient  , 

x^  — 3mnx  — ^ 

expression  qui,  divisée  par  x — ’m  — n,  donne 

x'  -f-  (m  + k)  X -f-  m*  — WWl  “4“  fl*  = O J 

A 

d’où  l’on  tire  t 

m+n  . 

r--v{-i~) 

ou  réduisant,'  ^ 

*=-(^)±(^)v^V 

ou  bien,  isolant  les  deux  valeurs, 

■ — (4-")H%V=3. 

Il  est  aisé  de  reconnaître  l’identité  de  ces  deux  expressions 
avec  x=»m-j-a’n,  jr=tt*m  + ct/i , en  se  rappelant  que  les  trois 

racines  cubiques  dé  runilé,  i , a,  «%  sont  i ^ ^ 

2 ’ 

— ,-y/-3  ^ 

2 * , 

4o'j.  Discussion  des  trois  racines.  Les  quantités  m et  n 
renfermant,  dans  leur  expression , le  radical  du  second  dc"ré 
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v/' 


on  conçoit  que  U réalité,  ou  ïimaginariti  (les 

4 27  ’ 

q*  P* 

racines  dépend  principalement  du  signe  de  ^"1““» 
donc,  conduit  à faire  les  trois  liypolhèscs  suivantes, 

. t + Z-'+^  = o,‘2.’+^<o- 

4+27>®’  4^27  ’ 4^>7^ 

«r  T 

Soit  pbxmjèremknt,  ^ ®®  S**‘  revient  à sup- 

4 w * - ; 

poser  que  les  racines  de  la  réduite  (^-soient  réelles.  Puisque 

ô*  ÎP"  > 

^ -f-  ï—  est  réel , il  en  est  de  même  des  valeurs  de  m et  de  n , 


v/' 


4 -27 

et  par  conséquent  de  la  première  valeur  de  x, 


x = n.  + n=\/-^+ — y/-  .. 

f 

. fn»  + ny  ^ (in  — 7i)  _j — s 

Les  deux  autres,  ,j:  = — r V — 3,  sont  es- 

2 2 

scntiellement  imaginaires  ; car  elles  renferment  le  radical 


V/ — 3,  et  le  coefficient  de  ce  radical,  ou  — ^ — , est  reel  et 

• V 

diB'ércnl  de  o. 

Quant  au  signe. dont  la  racine  réelle  est  affectée  dans  ce 
cas,  U est  négatif,  si  q est  positif,  et  il  est  positif,  si  q est 
négatif.  Ceci  est  une  conséquence  de  la  proposition  établie 
n®  327,  sûr  lès  équations  de  degré  impair^  On  pourrait  d’ail- 
leurs le  reconnaître  immédiatedfiËtat,  d’après  l’inspection  de 
la  valeur'jriiw  + M.  ■ 

' ’ q*i  ,p^  , ' I 

4o8.  Soit  en  second  lied  s ^ = ®'>  auquel  cas  les 

^ 4 

deux  racines  de  la  réduite  (5)  sont  égales. 

Les  valeurs  de' tn  et  » se  réduisent  l’une  et  l’autra  a — i / „ • 


f 


DK  l’£hUATION  DW  TROISIEME  DECBt. 
3 


()l  3 


ce  qui  doDDC  X = — a pour  la  première  racine  de  la 

^ » 

proposée.  ■%.  ^ 

Quant  aux  deux  autres,  comme  on  a m — n,  il  eu  résulte 
m — n = o;  ainsi  l’imaginarité  disparaît  et  les  valeurs  sc  ré- 
duisent toutes  deux  à 

s 


A. 

2 V 2’ 


d’où  l’on  voit  que  , dans  l’iijpothèse  particulière  que  nous  exa- 
luinons,  i".  Us  trois  racines  de  la  proposée  sont  rielUs  ; 2°.  deux 
(Centre  elles  sont  égales  à la  moitié  d»  l'autre/ et  de  signe  con- 
traire à celU-ci, 

Donc,  eu  supposant  le  dernier, terme  q positif,  l'équation  a 

3 

une  racine  réelle  négative,  — 2 deux  racines  posi- 


tives, 


Le  contraire  a lieu,  si  le  dernier  terme  est  négatif;  c’est-à- 
dire  qu’elle  a une  seuU  racine  positive  eideux racines  négatives. 

Ces  résultats  s’accordent  encore  avec  ce  qui  a été  dit  (n®*  ^27 
et  329). 

, Cas  irréductible. 


409.  Soit  ek  troisième  lieu  , ^ “1"  ^ *^*'6® 

. que  P soit  négatif;  les  racines  Je  la  réduite  sont  imaginaires. 
Dans  ce  cas,  la  première  racine.  x=  m -f-n,  se  présente 


3 


sous  la  forme  x — \/a+  b\/—i  + \/a—bV  — I , expres- 
sion qui  renferme  des  symboles  imaginaires. 

11  en  est  de  même  des  deux  antres  racines  qui  déj.i  renferment 
le  radical  — 3.  . , ' 

Ainsi  les  trois  racines  semblent,  au  premier  abord,  iina- 
ginairesj  cè  qui  est  contraire  au  tbéorème  du  n®  327;  mais 
il  est  aisé  de  s’assurer  que,  dans  les  expressions  des  trois  ra- 
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ctDCs,  les  imaginaires  VentxiAdélruisenl,  et  qu’elles  sont  toutes 

trois  réelles.  , 

s 

En  effet,  déTcJopponsV'û+^V'’ — i»  ou  i)3, 

par  la  formule  do  binôme ^ on  trouve 

(a+6\/— i)5  = a"  + ia"3.èv/^  + ; 

\>n  obtient  de  même, 

(a— i y/— i/=a’  — — , 

développement  qui  ne  diffère  du  premier  qu’en  ce  que  tous  les 

termes  affectés  do  puissances  impaires  de  ont  cliangé 

de  signe.  • , 

D oi  l’on  peut  conclure  que , si  la  première  expression  est 


de  la  forme  + — *> 

on  a pour  la  seconde,  p — q^ — i; 
donc  y/— I j/ — I|S=2/». 

On  déduit  encore  de  là  ^ 


donc 


»—«=/?  + gr  — — q V/—l)=  ay  V'~l  ; 

2 2 


x^—p±.qV—t  X V—^  = —pz;;:q  [/3 

(vojfez  u°  l']8).  Donc  enfin  les  trois  racines^ iont  réelles. 

410.  Ou  peut,  sans  employer  le  développement  en  série, 
reconnaître  la  réalité  des  trois  raci nés,' dans  l’hypothcse  de 

y*  ' ' 

4 c’esl-à-dire  lorsqne,  p étant  négatif,  ou  a 


*7^4- 


En  effet, 

1 I '» 


puisque  doit  èti-e  négatif,  l’équation  proposée  est 
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nétojsairenient  «le  l’une  des  deux  formes 

— px  — </  = o. . . . . (i),  ou  x’’ — /jr  + y = o.  . , . 

mais  comme  on  passe  de  la  première  à la  seconde,  en  clinn- 
geant  x en  — x,  il  nous  sulfit  de  considérer  l’iiqualion  (i) 
dont  les  racines  sont  les  mêmes,  au  signe  près,  «jue  celles  de  la 
seconde. 

Tout  se  réduit  donc  à prouver  que,  dans  l’équàtion  (i),  si 
l’on  a — !>  4-,  les  trois  racines  sont  réelles. 

27  4 

Observons  d’abord  que  le  dernier  terme  de  cette  éf|uation 
étant  négatif,  elle, admet  déjà  nu  moins  une  racine  réelle  posi- 
tive (n“  32^). 

Soit  a celte  racine , il  en  résulte  l’égalité 

« 

O* — pa  — q = o (3). 

Cela  posé,  retranebons  (3)  de  (i);  il  vient 

X* — a’ — p{x — a)— O,  ou  bien,  (x — a)  (x'-f-ax-f-o* — p)=o» 

équation  qui  donne  les  valeurs  suivantes. 


x = a et  X 


= — ^ :±  i 1/ — 3a' -f  4p  ; 


celle  dernière  expression  fait  connaître  deux  des  racines  en 
fonction  de  la  première  a. 


Or,’de  l’hypolbèse  on  déduit 

^27  4 


3”^  a’ 


IV' 

ou  ’ 2y/|.^>ÿ,  ou  bien  encore,  — 7>o. 

Comparant  cette  inégalité  avec  l’égalité, (3),  qui  revient  à 
a (a*  — p)  — j = o,  on  Toit  qu’il  est  nécessaire  qu’on  ait 

et  par  conséqaent,  |p>a*,  ou  4p  — 3a’>-o. 

D’ou  l’on  peut  conclure  que  les  deux  valeurs  dex  obtenues  plus 

haut  sont  essentiellement  réelles.  C.Q.  F.  D. 

• '■ 

4,11.  Ce  cas,  qui  a long-temçs  arreté  les  analystes,  est 
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connu  sous  le  nom  de  cas  irréduclibUj  parce  que,  Lien  qu’il 
soit  prouvé  que  les  trois  racines  sont  réelles,  les 'formules 
ne  peuvent  être  d’aucune  utilité  pour  leur  détermination;  car 
on  vient  de  voir  que,  pour  les  débarrasser  des  expressions  iina- 
'*  giisaircs  qu’elles  renrerinent,  on  est  obligé  de  réduire  la  pre-  , 
inicre  valeur  de  x en  une  série  inlinie  dont  les  termes  ne 
peuvent  être  que  rarement  convergens;  en  sorte  qu’il  est 
impossible,  dans  ce  cas,  d’obtenir  les  expressions  exactes  des 
trois  racines,  et  l’on  est  forcé  d’avoir  recours,  dans  les  aj>^ 
plications,  aux  méthodes  de  la  résolution  des  é()ualions  ntimé— 
riques.  * 

4 1 2.  Équation  du  quàtru-me  degré.  Nous  supposcroas  encore 
l'équation  privée  de  son  second  terme.  * 

■ Soit  i"* -l-pr*  + yx  + r=  O.. . . (i)  l’équation  à résoudre. 
En  se  laissant  conduire  par  l’analogie,  on  peut  être  tenté  de 
, faire  xs=  y s,  c’est-à-dire  x égal  à la  somme  de  deux  au-, 
très  inconnues;  c’est  en  effet  la  marche  que  Lagrange  a suivie, 

■ en  employant  ensuite  plusieurs  artifices  d’analyse,  pour  tirer 
parti  de  sa  méthode.  Mais  les  calculs  dans  lesquels  cette  raéti'.ode 
- entraîne  sont  très  compliqués,  et  l'on  parvient  beaucoup  plus 
promptement  aux  expressions  de  rincoiinuc,  par  l’introduction 
de  trois  indèlerminêss. 

Soit  donc  fait  dans  l’équation  x = -J- s -j-^  u (^2);  • 

il  vient,  apres  l’élévation  au  carré,  , 

t * 

x‘  = j’’  -I-  a*  -I-  «•  -f-  a();s  + yu  + zu),  ' , 

otr  X*  — -l-  -1-  «’)=  2(yz  y«  -f-  zm); 

» * 

carrant  de  nouveau  les  deux  membres  de  cette  dernière  équa- 
tion, l’on  obtient 

x(_2fy*-f-î.*-f«*)x‘-4-(,*.fa'-{  «’)'==4(yV7h>'’«’+=*“‘) 

ou , rciuplaçant^  -4-  a -f-  par  x et  tratis|X>sanl, 

x' — 2(y’-|-z’-|^i;-)x*— 'Sj’Zii  x-f-(y’-l-i*-|-M‘)*  * ) 

■'  4(y*s*-l-y’*“’  + 2’«') /=:o. 
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Or  , pour  qiio  celte  équation  s’accorde  avec  la  pro|>OAée,  il  faut 
et  il  siinlt  que  l'on  ait 

I®.  p — — 2(y’+s’+«’),  d’où  (3); 

2“.’r=  Cy*4-»*-f.u“)* — 


d’où. 


4'- 


i6 


sont 


^en  remplaçant  par  sa  valeur  — ^ ; 

3”.  y=— 8y*M d’où yzi/— — (5). 

* 

Telles  sont  les  équatlon^de  condition  qui  peuvent  servir 
à déterminer  les  valeurs  de^,  z,  u,  dont  la  somme  formera 
d’ailleurs  la  valeur  de  i.  Or  l’équation  (5),  élevée  au  carré, 

donne y^z' u"  = d’où  l’on  voit  que  les  carrés^'’,  2*,  u' 

, > V 

tels,  que"  leur  somme  est  égale  à un  nombre  donné,  — 3* 
somme  de  leurs  prtMluils  deux  à deux  est  égale  à un  autre 
nombre  donné, ^ , enfin  le  produit  de  ces  trois  carrés  est 

J V 

égal  à donc,  en  vertu  des  relations  qui  existent  (11°  257) 

entre  les  coefficiens  et  les  racines  de  l’équation  du  troisième 
degré^  la  détermination  dej-*,  z*,  u*  ne  dépend  plus  que  de  la 
résolution  de  l’équation  du  troisième  degré  • 

Si,  pour  faire  évanoinr  les  dénominateurs,  on  pose  < = 

il  vient  + 2jos*  + (/>’  — 4'")*  — ç‘=o....(6). 

Telle  est  la  réduite  de  l’équation  du  quatrième  degré. 
Désignons  par  t,  s",  s"  les"  trois  racines  de  l’équation  (6), 
que  l’on  saitmaintenant  résoudre;  il  en  résulte  • • 


M 
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s = ±-v/s,  j«=±-^/s 
a ' •2'^  , 2'^ 


et  comme  on  a d’ailleurs  a:=_y  + * + ii,*iI  fniitcomUiner  ers 
valeurs  par  addition;  ce  qui  donnera , en  apparence, liuit  vaieurs 
diOcreutes.  Mais  si  l’on  oljserve  que  l’on  a,  pour  une  des  équa- 
tions de  condition,...  ja«= — on  ne  doit  tenir  compte  que 

des  combinaisons  telles  que  le  produit  des  trois  valeurs  de_y, 
Z et  U soit  positif  J si  q est  négatif,  et  négatif  si  q est  positif. 

D’apres  cela,  le  nombre  des  solutions  est  évidemment  réduit 
à quatre.  ■ ■ 

Savoir , lorsque  q est  négatif  auquel  cas  la  proposée  est 

X*  -J-  px*  — gjr  -J-  r = O, 

^ = + Iv/s'  + l^s’  -h 


(7)- 


X = + -i// V/*" V/»", 

2 2 2 

, X = — V*'  + — -V/s*. 

X = — -\//  — -[/s*  + 

2 2 2 

t 

(Pour  remplir  la  condition  yxu  = — ^ , il  faut  que  les  trois 

radicauit  soient  positifs, ou  l’un  positifet  les deuxautres négatifs). 
Et  lorsque  q est  positif  ou  que  l’équation  est  de  la  formo 

. x^  /)x*  -f-  ÿx  -f-  r = o, 

' ' >//  */• 

■ X = — -\/s  — -y/s  — -v/s  , 


X = - ^v/s'  + iv/.«  + 


X = H \/s' 


iy's"  + lt/s‘ 
2 2^ 


(8). 


X — - ~*^5  —^5^ 

2 2*^ 


* / • 

- -V/*  > 
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(Ici  les  trois  radicaux,  sont  ncgatifs,  ou  bien,  deux  sont  posi- 
tifs, et  le  troisième  négatif.) 

Pour  obtenir  les  quatre  racines  en  fonction  imnicdinle  des 
coefliciens  de  la  proposée,  il  faudrait  remplacer  s',  s"  par 
leurs  valeurs  tirées  de  la  réduite  mais  les  formules  que  l’on 
obtiendrait  seraient,  comme  ou  peut  en  juger,  extrêmement 
compliquées. 

4i3.  Discussion.  La  réalité  ou  l'imaginarité  des  racines  de 
la  proposée  dépend  essentiellement  de  la  nature  des  racines 
de  la  réduitej  ainsi  l’on  est  conduit  à établir  les  hjpothèses 
suivantes. 

1°.  La  RioUlTE  PEUT  A^OIR  SES  'tBOIS  BACIRES  b£eLI.ES  ; 

mais  alors,  comme  son  dernier  terme  — ÿ*,  est  essentiellement 
n^atif,  il  s’ensuit  que  ces  trois  racines  sont  positives,  ou  bien , 
que  l’une  est  positive  et  les  deux  autres  négatives  (n“  Sag). 

Si  les  trois  racines  de  la  réduite  sont  positives.  Us  quatre  ra- 
cines de  la  proposée  sont  nécessairement  réelles. 

Si  l’une  d’elles  seulement,  s'  par  exemple,  est  positive,  Us 
quatre  racines  de  la  proposée  sont  imaginairesj,  à moins  que 
l’on  ne  suppose  les  deux  racines  négatives  de  la  réduite  (t>), 
égales  entre  elles,  auquel  cas  les  formules  (^)  et  (8)  se  rédui.scnl  à 

x=  — V*'. 

onbien,-x= — V/»*, — ’ 

c’est-à-dire  que,  dans  ce  cas  particulier , les  deux  premières 
racines  sont  imaginaires ^ et  les  deux  outre  sont  réelles  et 
égales.  , 

La  BioDlTE  PEUT  AVOIR  UNE  SEULE  RACINE  BiELLE.' 

Soit  s'  cette  racine,  qui  est  nécessairement  positive  j puisque 
le  dernier  terme  — y’  est  négatif;  comme  les  deux  autres  racines 
«”  et  «"  sont  imaginaires,  si  l’une  est  de  la  forme  a 6 V^—  i , 
l’autre  est  nécessairement  (n®  387)  de  la  forme  a — b\/ — 1 ; 
or,  on  a (n®  38g),  v 
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\^a-\-bŸ — \~m+n\/  — i,  V/a — bŸ — i=w» — — i ; 

<Voù  \/a-<-6l/ — I + V'^o — bŸ  — i = 2/n, 

u-\-h\/ — I — V^a^i  I3=2ra  — 1 ; 

donc,  quel  que  soit  le  signe  de  q dans  la  proposée,  les  deux 
premières  ra:'nes  sont  réelles  et  les  deux  autres  imaginaires  ; 
car  dans  les  forimiles  (7)  et  (8)  , les  expressions  des  <leax  pre- 
mières racines  renferment  \/«*  et  \/s"  arec  le  même  signe- 
tandis  que  dans  les  expressions  des  deux  dernières  , ces  deux 
radicaux  sont  affectés  de  signes  contraires. 

En  récapitulant,  on  xoit  que  l'équation  du  4*  degré  peut 
avoir  scs  quatre  racines , ou  réelles  à la  foisj  ou  imaginaires  à la 
fois,  ou  bien , avoir  deux  racines  réelles  et  deux  racines  imagi- 
naires. , 

Méthode  de  résolution  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième 
degré  par  les  fonctions  symétriques. 

De  tonies  les  méthodes  qne  les  analystes  ont  essayées  pour 
résoudre  les  équations  algébriques,  celle  qui  est  fondée  sur  la 
tliéorlc  des  fonctions  symétriques,  et  que  l’on  doit  à Lagrange, 
est  sans  contredit  la  plus  féconde  et  la  plus  élégante  , quoi- 
qu’elle entraîne  dans  des  calculs  assez  compliqués;  mais  du 
moins,  on  se  forme  aisément  une  idée  d#la  manière  dont  elle 
]ieut  être  appliquée  aux  équations  d’un  degré  supérieur  au  qua- 
trième. I 

Pour  faire  mieux  concevoir  cette  méthode,  nous  allons  d’abord 
l’appliquer  à l’équation  du  second  degré.  ^ 

4i4-  Équation  du  recontf  Soit  x*-fpj;-(-ÿ=:o , l’équa- 

tion proposée;  appelons  a et  b ses  deux  racines;  on  a déjà 
(n°  257)  entre  scs  racines  et  les  coeüiciens,  les  relations 

a + b = — p,  ab  = q. 

Si  l’on  jKmvait  former  entre  a et  è une  autre  relation  du  pre- 


Digilized  by  Googit 


t 


FAR  I.EI  VüMCrlONI  SYm£ rMQUElt.  Gz  I 

luier  degré,  l’on  aurait,  ponr  déterminer  ces  deux  quantités, 
deux  équations  du  premier  degré,  et  la  question  n’uITrirait  plus 
aucune  difficulté. 

Désignons  donc  par  la  -f-  mh  la  fonction  de  u et  é,  qui  doit 
entrer  dans  la  composition  de  cette  relation  inconnue,  et  po- 
sons la  + mh  ï=  Z j 

l , m et  Z étant  des  quantités  qu’il  s’agit  de  déterminer. 

Comme  Ib-^ma , donne  deux  combinaisons  diflérentes./a+njA 
et  Ih-j-ma,  par  l’écliange  des  lettres  a et  6,  il  s’ensuit  (n“  3it) 
que  l’équation  qui  donnera  la  Taleur  de  z doit  être  du  second 
degré  et  de  la  forme 

[z  — (la  -h  mh)] . [z  — (Ih  -)•  ma)]  = o . . . ( i ) ; 

^t  puisque  cette  équation  est  du  second  degré,  il  faut  du  moins 
tâcher  qu’elle  ne  soit  qu’à  deux  termes,  ou  de  la  forme  z*  = â, 
parce  qu’alors  une  simple  extraction  de  racine  suffira  pour  la 
résoudre.  , 

Or,  pour  qu’elle  se  réduise  à cette  forme,  il  faut  et  il  suffit 
_ que  les  deux  racines  soient  égales  et  de  signes  contraires. 

Posons  la  condition  Ib  + me  = — {/a  + mè)  •,  il  en  résulte 
(f-J-  m)  (a-\-b)  =o;  mais  on  ne  peut  avoir  a -f-  b = o,  puis- 
que le  coefficient  du  second' terme  de  la  proposée  est  different 
de  O j on  a donc  nécessairement 

f -f-  m = O , d’où  l~  — OT  ; 

d’ailleurs,  la  condition  précédente  suffit  pour  remplir  l’objet 
que  l’on  s’était  proposé',  ainsi  m reste  indéterminé,  et  l’on  peut 
faire  , pour  plus  de  simplicité,  m = i,  ce  qui  donne  l — — i, 
et  l’équation  en  z devient 

[s  _ (a  _ i)]  [z— (ù  — a)]  = O ; 
ou  réduisant,  z* — (o* -f- i‘) -J- aai  = o . . . (2). 

Observons  maintenant  que  la  théorie  dei  fonctions  symé- 
triques donne  (n®  3o4) 

S,  = a-f-ùs=  — />;  S,  = — pS,  — ; ah  = y. 
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Substituant  ces  valeur*  de  a*  -f-  A*  et  de  aoA  dans  l’équa- 
tion (2),  on  obtient  pour  celle  ridaite, 

£* — p'-\-^q-=.o\  d’oü  t = — 4ï- 

Si  la  première  valeur  de  2 représente  a — A , la  seconde  ex- 
prime celle  de  A — a. 

Combinant  enfin  l’équation  o + A = — p 

avec  la  relation  a — h — p'  — 4î  » 

ou  en  déduit  a= — - + -V^P* — 4?»  ^ — — 

,2a  22 


ou  bien,  x 

telles  sont  les  valeurs  obtenues  n®  g3. 

4l5.  Èqualion  du  Iroisième  degrés  3?  px  -f-  y = o. 

Puisque  le  second  terme  manque  dans  cette  équation  , on  a 
déjà , entre  a,  A , c,  la  relation  a + A-|-c  = o;  si  donc  nous 
pouvions  l'ormer  deux  autres  équations  du  premier  degré  en 
a,b,c,  les  valeurs  de  ces  quantités  pourraient  être  aisément 
déterminées.' 

Désignons  par  la  + "lA -f-  «c  une  des  fonctions  qui  doivent 
entrer  dans  la  composition  des  équations  qu’il  s’agit  d’obtenir, 

et  posons  la mb  ne  = t, . . . ( 1 ). 

Comme  cette,  fonction  donne  six  combinaisons  différentes, 
]>ar  l’échange  des  lettres  a , A,  c,  les  unes  dans  les  autres,  savoir  : 

la  + mh  4*  ne,  Ib  ma  + ne, 

la  "I"  7nc  + nb,  et  Ib  4-  7KC  + na, 

le  4"  fftd  4"  uA,  le  -f-  mh  4“ 

l’équation  d’où  dépendra  sa  valeur  doit  être  du  sixième  degré; 

or,  pour  qu’une  équation  de  ce  degré  puisse  être  résolue  d'après 
les  principes  déjà  établis,  il  faut  (n®  ^02')  qu’elle  ne  reuicrme 
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que  les  cxpo5ai>s  6 et  3;  c’est-à-dire  qu’elle  soit  de  la  forine 
s®  Az*  -f-  B = O . . . . (2). 

Tâchons  donc  de  determiner  lis  relations  qui  existent  entre 
les  six  racines  de  cette  dernière  équation  , alin  d’en  déduire 
celles  qui  doivent  exister  entre  les  six  expressions  précédentes. 

Désignons  par  u,  ti  , Ic.s  deux  racines  que  l’on  obtient  Iiiimé- 
diatement,  en  posant  z®=»;  d’où 


m’-4- A«-f-B  = o,  et  «== 

2 


appelons  en  outre  i,  a,  les  trois  racines  cubiques  de  i;  on  a 

i“.  z = k',  K — au\  Z = 

a°.  z — u“,  a = uii  , Z — (t'u'  ; 


ainsi,  en  prenant  la-^mb-\-nc  — z'ci  la -{•  me nb  =:  z’ 
]K)ur  les  deux  combinaisons  principales,  si  l’on  veut  exprimer 
que  les  quatre  autres  forment  avec  celles-ci  une  équation  de  la 
forme  (2),  il  faut  et  il  suint  que  l’on  ait  les  relations 

. 1 -f-  ma  -4-  nè  = • {la  mb  ne) , 

Ib  -J-  me  -f-  na  = «’(/a  -f-  mb  -f-  ne) . 

2°.  fù  -f-  ma  -f-  ne  = • {la  me  né) . 

le  mb  nn  = «’(/a  -f-  me  -f-  né) . 

{Il  est  à remarquer  que  l’on  ne  doÿ  pas  égaler  indilTé- 
remment  l’une  quelconque  des  quatre  dernières  combinaisons 
au  produit  de  « ou  de  par  la  première;  mais  il  faut  avoir  soin 
que,  dans  la  combinaison  que  l’on  prend  pour  former  le  pre- 
mier membre  de  la  relation,  aucune  des  lettres  a,  b,  c , ne  soit 
alTectée  d’un  coelficient  égal  à celui  dont  elle  est  afTectéc 
dans  la  combinaison  qui  forme  le  second  menbre;  autrement, 
ou  serait  conduit  à des  relations  qui  impliqueraient  contra- 
diction ) 

Les  quatre  relations  précédentes  peuvent  cire  transformé-es 
/ 
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ainsi  : 

{/ — MU  ]c  + [m  — ul)a  ■+■  (n — »rn)b-=  o, 

(/ — <t'm)b  + (m — «’h)c -J-  («  — m'I'jO  = o, 

(i  — un)  A -f-  (m — «/)  a -f-  (« — M/n)c  = o , 

(i — M’ni)c  -{-  {m—M‘n)b  + (n — «*/)a=  o; 

or  , ers  cumlllions  seront  évidemment  satisfaites,  si  l’on  a sépa* 
réinent 

1=  mn,  m-=.  al,  n = Mm\ 

/ = m — a'n,  n^a’l-, 

ers  six  relations  re  réduisent  à essentiellement  diirérentes^ 
mz=Ml  et  n=SM’t. 


En  eflét , on  a «’=  i ; d’où  « = — et  ; • - 

a m 

donc  /»  = «/ revient  à /n= d’où 

ce* 

de  même,  n = a*/ revient  à « = -./;  d’où  i^mn. 

Les  mêmes  relations,  lu—al , u=m'1,  divisées  l’une  par  l’auti’e, 

. m ,i  . I . . 

donnent  — = d ou  w = - /i  et  u = *m. 

n M a. 

Ainsi,  il  suflitdc  considérer  les  deux  relations 
m — ml  et  » = m'I. 

Comme  CCS  relations  donnent  m el  n en  fonction  de  / et, que  l 
reste  indéterminé,  un  peut  supposer,  pour  plus  de  simplicité, 

l — i;  ce  (|ui  donne  m~M,  n — a'  -, 

en  sorte  que  les  trois  valeurs  de  /,  m,  n , ne  sont  autre  chose 
que  les  racines  cubiques  de  l’unilé.  Substituons  ces  valeurs  dans 
les  deux  expressions 

la mb ne  — s , la-\-mc-^  nb=i,’-, 
il  vient  0 4"  a -|-  «c  -f- a'b  = s". 
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On  pourrait  également  substituer  ces  râleur,  <!ans  Jes  n.ntrè 
autres  combmajsons,  et  former  ensuite  l’équation  en  c-  nni. 
uoservons  que,  puisqu’elle  doit  être  de  ha  forme  fa)  L \ 
racines  sont  comprises  dans  les  deux  équations 

on,  ce  qui  revient  au  même,  dans  l’équation  unique 

[*■’—  («  + + »’e)5]  iff’—  (a ^ ^ 

pcctuanl  les  calculs,  et  comparant  les  coclEciens  du  produit 
a ceux  de  I équation  (a) , on  trouve  * 

B=  (a+*6  + «V)’  . (a +«c + «•*)». 

Si  l’on  remonte  i la  composition  primitive  de  l’équation  en  ► 

on  reconnaît  que  cette  éqmition  est  symétrique  en  O.  6,c:ainlî 

1rs  coefliciens  A et  B peuvent  (ii»  3io)  s’exprimer  au  moyen 
descocUic.eiisdeia  proposée,  et  la  diUicullé  consiste  à évaluer 
ic,  diverses  fonctions  sy  métriques  dont  A et  B se.composent 
Avant  d’aller  plus  loin,  .appelons-nous  que  i,  ..  ..Otant  les 
racines  de  1 eijuatiun  y* — i = o , l’on  a 

et  l-f«-f-«’=0;  d’où 

Cela  posé , développons  les  raleuCs  de  A et  B;  il  vient 
*“•  A=-^  + i2aéc], 

ou  A = — [aT.a’— 3T.a*ù-f- .2aùcj.- 

Or,  les  formules  des  n«‘  3o4  et  3o5,  appliquée,  à l’équation 
jr  -f-  J -f-  q = O , donnent 

S,=o,  S,=— PS,— aQ=_2/,,  S3=-PS,— QS,— 3I1=— 3y- 
d’où  Ta’A  = S.S.-S3=_S,  = 3<7; 

d’ailleurs  on  a aùc=  — q ; 

4® 


U 
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donc  A = -(-6g  — 9î— i2g)  = 27î; 

20,  B=[(a+<*6  4-«’0(a  + «‘^  + ‘*’Wi 

mai*  (a  + -6  + «*0  = T •“*+(-+•*)  T • 

. =T.a*  — T.aô-, 

d’ailleurs , on  a T.a*  = S.=  a/>,  T.ab=p, 

ainsi,  B=(— 3^)’=-5V, 

donc  enfin,  l’on  obtient,  pour  l’équation  en  a, 

Z®  4-  27^*’  — 27/?’  = O- 

Cette  équation  donne  d’abord 

oubien,  *»  = 27  | ±:  ^ > 

d’ob  l’on  tire,  pour  les  valeurs  de  a'  et  a',. 

Ces  valeurs  étant  connues,  pour  obtenir  celles  de  o,  b,c,  il 
suffit  de  combiner  les  trois  équations 

a -}-  «6  + «’c  = a' , 

a + «m: +ot*6  = a', 

■ 0+64“  c=o, 

dont  la  dernière  exprime,  comme  nous  l’avons  déjà  vu,  que  la 
proposée  est  privée  de  second  terme. 

D’abord,  l’addition  de  ees  trois  équations  donne,  en  vertu 

de  la  relation  i4*‘4'‘**  = ®»  3a=a4-»» 

a'  4-  a' 

d’oii  l’on  déduit  " — 3 > 
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OU  remplaçant  z'  et  a"  par  leurs  valeurs  ci-dessus, 

\/yî+ \/R^+ 

c’est  la  première  racine  donnée  par  la  méthode  du  n”  io6. 

Maintenant,  multiplions  la  première  équation  par  a,  la  se- 
conde par  , et  ajoutons  ces  produits  avec  la  troisième’  doua- 
tioa  ; ron  obtient  ' 


= d’où 


3 

metn  désignant  toujours  les  deux  radicaux^—  f . . . 

Enfin,  multiplions  la  première  par  •*  et  la  seconde  par  « 
puis  ajoutons;  il  vient  ’ 

S 

3«=.V+,.-,  d'oi,  4 = 

Ce  lonl  encore  lej  Jeu,  enlte.  racines  tronrées  par  la  première 
méthode.  * 

4 1 6.  Équationdu  quatrième  degré,  x^+px‘-t-qx-hr=o.  ( , ) 
Comme  on  a déj.î  la  relation  o-fA-f-c-+-rf  = o,il  faut  tâ- 
cher d obtenir  trois  autres  relations  du  premier  decré  en 
a,  b,  c,  d.  t>  “ 

Désignons  par  ia  + lb  + me + nd  l’une  de  ces  fondions 
dont  il  s agit  de  trouver  la  valeur.  Puisqa’en  permutant  les  lettres 
a,b,c,d  de  toutes  les  manières  possibles , on  pourrait  (n°  i481 
former  24  combinaisons  différentes,  il  s’ensuit  què  la  réduite 
en  s serait  du  24*  degré  ; ainsi  nous  devrions  faire  eu  sorte  do 
la  ramener  à la  forme 

C=o, 

^ur  qu’elle  fût  résoluble  à la  manière  de  celles  du  troisième. 
Mais  d a^rd  il  est  possible,  à l’aide <le  quelques  artifices  d’ana- 
lyse , de  diminuer  son  degré. 

En  effet,  k,  l,  m,  n étant  des  indéterminées,  supposons  è = / 

4u-. 


f,;,8  lliTHOD*  BB  RÉSOLUTION 

ce  qui  réduit  le  nombre  des  combinaisons  différentes  à 12, 
puis  u»  = «,  et  on  les  réduit  à 6,  savoir  : 

' /(a+c) +m(&  + d),  et  /(6+tf)  + «5(a  + 0> 

/(a4-d)  + m(&4-c),  /(i-t-c)  + m(n+‘0; 

toutes  les  autres  combinaisons  rentrent  évidemment  dans 
celles-là. 

Cela  posé,  puisque  la  nouvelle  équation  en  a est  du  6*  degré, 
il  faut  tâcher  de  la  ramener  à la  forme 

s®  Az^  -4“  ^ — O . . . (2)  ■ 

ce  qui  exige  que  ces  racines  soient  égales  deux  à deux  et  de 
signes  contraires.  Or,  il  est  évident  que  l’on  satisfera  à cette 
condition,  en  posant  — m=  i ; car  alors  les  combinaisons 
précédentes  deviendront 

a-4-6  — (c  + d),  c+d  — (a-f-A), 

a-f-c  — (A-f-o),  et  b+d—(a  + c), 
a -f-  d — (A  -f-  c)  , A -j-  c — (a  -f-  c?) . 

Observons  que  les  combinaisons  placées  sur  une  même  ligne 
horizontale  sont  égales  et  de  signes  contraires;  donc,  en  multi- 
pliant entre  eux  les  facteurs  du  premier  degré  en  z qui  corres- 
pondent à CCS  valeurs  , on  obtiendra 

[z’  — (a  -f-  A — c-^  tO’]  [a*  — (a  4-  c — ^ — d)^J 

[z‘ — (a -f- rf— A — c)‘]  = O, 
pour  l’équation  réduite. 

Cette  équation  étant  évidemment  symétrique  en  a.  A,  c,  d, 
ses  coefficiens  peuvent  s’exprimer  au  moyen  des  coefficiens  de  la 
proposée;  mais  on  peut  faciliter  leur  détermination  par  les 
considérations  suivantes  : 

D’abord  (a  A — c — dy  développé , revient  à 

(a  -{-  A c -f-  rf)*  — ~f-  ad  -j-  te 6d)  ; 
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mais  on  a 


a + i + c + c?=o,  et  ai  + ac  + ad+ic-f-id  + t<i  = y3; 
donc  — (a+b  — c — eiy  = Jfp  — /^(ab  + cei)- 
on  trouverait  de  incnie 

— (a  + c — b — dy  = 4p  — 4(o‘'  + ^<0  » 

— (o  + <£ — b — c)*  = 4p  — 4(0^^+  Mi 

ainsi , en  supposant  z*  + 4/>  = 4“  • • • • (3) , 
l’équation  en  a se  change  en  celle-ci  : ' 

[u  — (ab  -f~  [m — (oc  -f  irf)]  [u  — {àd  + bc)]  = o , 

éqnatlon  de  la  forme  u’  + A'u’  + B’u  -f-  C'  = o , et  dont  il 
ne  s’agit  plus  que  de  délcrniiner  les  coefllciens. 

Or  on  a,  i°.  A'== — (ab+ac+ad i-bc-+-bd+cd)=—p. 

2°.  h'=z(pb-\~cd)  {ac-^bd) {a.b-\-c(T)  {ad-\-bc) 

+ \ac-\-bd)  {ad+bc), 

ou,  développant  et  employant  les  notations,  B'=T.  dbe-, 
mais  la  formule  du  n°  3og, 


T . a”i>’  X T . a/’ — T . T . a”A*'’ 


devient,  en  supposant  n = 2 et  /)=i. 


T.a*6c  = 


T . a”AxT . a— T . a^b—oH . a' b' 


d’ailleurs,  la  proposée  étant  x<  + + î-p  + r = o , 

on  a S,=— P=o;  S,= — 2Q=— 2;?;  83= — 3R=— 3y; 

S^— — QS, — 4S=a/>’’ — 4'"> 

d’où  T.a’ù  xT.a=T.a*ùxS,=  o, 

T.  0*0=538, — S^— — 2/)*+4r, 

2T.a‘ù*=(S,)“— 5<=r4/»*— (a/)’— 4r)=ap'‘+4r; 

■ ' ..V 


• W 


^7 
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donc  T . a’bc  ou  B'  .-=  ~ 

2 ^ 

3*.  Cy  = — (û6  + cd)  (ac  + 6^^)  {ad-\-bc), 

ou  développant,  C'  = — (T.a’6’c*-f-a6c£f  X T.o*). 

Mais  la  formule  du  n°  3og  , ^ 

’ > -r  . T.û"i"xT.o"  — T.a‘"i“ 

' T.û”oV"=: 

3 

devient , dans  l’hypoliièse  de  n = 2 , 

3 • ' 

d’ailleurs , on  a déjà  trouvé  T . a*à*=:p’‘+2r ; Sj= — ip  ; de  plus 

Se  = — QS4  — RSs  — SSa  = — 2/3’  + 4f>r  + 3^*  + 2pr 
= — 2p’  + &pr  4-  3ÿ*  ; 

par  conséquent,  comme  T . o<6’ = S^S»  — Ss , 

il  en  résulte  T . a'*à“  = — + 8jpr  4-  %p^  — &pi 3y* 

= — 4-  2/>r — 3î'; 

donc  T . = Ç^+ X - 2/34- - ^Pr  + 3g* 

3 

_ — 6/3r  4-  3q“ 

= =‘I^  — ^pr  •. 

on  a eniiu  abcd=r,  dernier  terme  de  l’équation  ; donc 
C'  = — (y*  — 2/3r  d-  r X — 2p)  =r  ^pr  — y*, 
et  l’équation  en  u devient 

id  — pu*  — ^ru  4"  — ®- 

Remplaçons  maintenant  u par  sa  valeur  tirée  de  l’équation  (3), 
c est- à-dire  par  — ^-^,.ou  plutôt  par  z-\-  p , afin  de  conser- 
ver la  réduite  au  troisième  degré  et  d’avoir  des  coelBciens  plus 


■>•1 
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simples;  on  obtient  finalement  ;>our  résultat, 

+ 4r)s  — 5r“  = o...  (4), 

équation  identique  aTec  la  réduite  obtenue  d’après  la  première 
méthode  (n“  4**)  ^ 

Si  l’on  désigne  par  z , z",  t"  les  racines  de  cette  équation , 
4*',  4^*,  4*”  seront  nécessairement  les  carrés  des  trois  combi- 
naisons 

a-f-b  — c — <i,  fl-f-c — b — d,  a-{-d — b — c, 

puisque  l’on  a fait  dans  l’équation  primitive  en  z,  z*  = ^z. 
Ainsi  l’on  a pour  valeurs  de  ces  combinaisons, 

a -h  b — c — d = ±.  2[/z', 

, a -{-  c — b — tf  = ± 2l/z", 

a -f-  d — b — c=db  2\/d’. 

Combinons  ces  trois  relations  avec  l’équation  déjà  établie 

' a + i + c-4-d=o, 

on  trouve  premièrement,  par  leur  addition, 

4<î  = — 2\/z'  ±.  2\/z°  dSz 

d’où  a = ± ± ^ 

Secondement,  ajoutant  la  première  et  la  quatrième  , puis 
soustrayant  de  leur  somme  celle  des  detrx  autres,  on  obtient 

46  = ± aV/a'  2\/z’  q:  al/a”, 

d’où  b — ± -\/z'  'zç:  “V/s"  q:  -i^'a”: 

a a'  ^ a ’ 

on  trouverait,  par  des  moyens  analogues, 

c = qr  Iv/^'  dz  iv/a'  q:  iv/»”,  ’ 

d-=-  i’i  a'  q:  lyz-  ± ^1/a-. 
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Mais  il  se  présente  ici  une  ililliculté  analogue  à celle  f(UO  l’on  a 
renconlrée  clans  l’autre  m tliode;  elle  est  relative  aux  signes 
dont  les  tadicaux  doivent  être  alTeclés.  Pour  déterminer  ces 
signes,  il  sulSt  de  former  le  produit  des  trois  combinaisons 

a + ^ — c — d,  a + c-—b  — d,  a-^d — b — c. 

' Or,  en  les  multipliant,  on  obtient  pour  produit, 

T.a^ — T.a‘b  + aT.aic  ; 

mais  on  a T. 0^  = 83=  — 3y,  T.a*6  = SaS,  — 83  = 3^, 

et  T.oic  = — y J 

donc  (a  + i — c — d)  ^ (‘**t*<^ — ^ — 0 = — % '• 

ce  qui  prouve  que  les  radicaux  V/a“  doivent  être 

airectcs  de  signes  tels,  que  leur  produit  soit  positif  si  q est  ne- 
gatil',  et  négatif  si  q est  positif.  ^ 

D’après  cela,  on  a évideniment  pour  les  racines  de  l’équation 

' ar*  + px'^  — y r -f*  r = 0 , 

a = 1 

b = ~ C+y'z'—l/z"-\/z'^, 

2 

c = ( — f Z -^[/z  r—{/z  ), 

2 

• d = i -, 

I * 

et  pour  les  racines  de  l’équation  ar*  ■+■  px^  + 

a = l(,-fz'-fz‘'-fz”), 

' • - -2  • 

b = - (-■^z'+\/z''+\/x-), 

a 

( • 


■ ,c 


Dt 
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Ce  tont  absolument  les  mêmes  valeurs  que  cclles'qui  ont  été 
obtenues  par  la  première  méthode.  / 

417.  Sc/wlie  général.  En  appliquant  la  même  mélliode  à 
Fequation  du  cinquième  degré,  ou  devrait  ebereber  la  valeur 
d’une  fonction  de  la  forme  ha  + hb  + /c  -f-  md  ne.  Gimrue 
Jes  cinq  lèttres  a , b , c , d , e fournissent  a4x5  ou  120  permu- 
tations diCerentes  (n°  148),  il  s’ensuit  que  la  détermination  de 
cette  fonction  dépendrait  d’une  équation  du  120'  degré,  dont 
il  faudrait  ensuite,  à l’aide  de  quelques  artifices  d’analyse,  faire 
en  sorte  d’abaisser  le  degré.  Mais  jusqu’ici  les  eflbrts  que  l’on  a 
tentés  pour  obtenir  une  réduite  convenable  ont  été  infructueux  ;• 
et  l’pn  doute  si  jamais  on  y pourra  parvenir,  à cause  de  la  lon- 
gueur et  de  la  complication  des  calculs. 

Depuis  long- temps  les  analystes  ont  cru  devoir  renoncer  au 
problème  de  la  résolution  générale  des  équations,  comme  ne 
pouvant  lêtre  d'aucune  utilité  dans  les  applications  numéri- 
quesj  le  seul  avantage  qu’offriraient  les  résultats,  serait  de  con- 
firmer la  proposition  hypothétique  (n®  260)  ; touu  équation  a 
au  moim  une  racine. 


CHAPITRE  X. 

Complément  de  la  théorie  des  Suites. 


§ I".  Des  Séries  récurrentes. 

f 

418.  Nous  avons  vu  (n“  igi)  que  les  fractions  algébriques 

rationnelles  de  la  forme  donnent 

a -\-b  x a -{- O x-f- c x’ 

lieu  à des  séries  d’une  nature  particulière  et  connues  sous  le 
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nom  de  séries  récurrenten.  Ov,  on  peut  se  proposer,  sur  ces  sorte» 
de  séries,  deux  questions  unulogucs  à celles  que  nous  avons  ré- 
solues pour  les  pivgressions  par  quotienlj  qui  sont  d’ailleurs 
elles-mêmes  des  séries  récurrentes  du  premier  ordre.  * 

La  première  question  a pour  objet  de  déterminer  U terme 
général  d’une  série  récurrente,  c’est-à-dire  une  expression  à , 
l’aide  de  laquelle  le  rang  d’un  terme  étant  douné,on  puisse 
obtenir  la  valeur  de  ce  terme,  sans  que  l’on  soit  obligé  de  for—, 
mer  d’abord  tous  ceux  qui  précèdeut. 

La  seconde  a pour  but  de  revenir  de  la  série  récurrente  à la 
fraction  génératrice,  ou,  ce  qui  revient  au  meme,  de  détermi- 
ner la  somme  des  termes  de  la  série. 

Nous  supposerons  que  l’on  ait  revu  avec  attention  ce  qui  a 
été  dit  n“’  191  et  192  sur  les  séries  réeurrentes. 


419.  Détermination  du  terme  général  d’une  série  récurrente. 
Pour  passer  du  simple  au  composé,  considérons,  en  premier  lieu, 

la  fraction  , \ comme  l’or»  sait,  donne  naissance  à 

une  série  récurrente  du  premier  ordre. 

On  a trouvé  (n®  187) 

0 

a a a b'  a b'^  ^ a b'^  ■ 

a'-\-b'x  a'  a' ' a' d'd^^  "i*-— » 


or,  celte  série  n’est  autre  chose  qu’une  progression  par  quotient 
dont  le  premier  terme  est  la  raison  — ^ a;  ; donc , d’après 
ce  qui  a été  dit  n°  200 , le  terme  général  de  celte  série,  ou  le 
a / b' 

terme , est  — .( ; x 1 


Soit  maintenant  la  fraction  —J* , » que  l’on  peut, 

û 0 JC  C JC 

te  te  C 

pour  simplifier,  mettre  sous  la  forme  , en  faisant 

m -f-  e X ~f-  ,l‘ 


i by  Gocitjle 

J.’ 


dWe  série  nécUBBENTt. 
c'  c'“^’  c' 
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c. 


Désignons  par  x —pei  x — t/  les  deux  facteurs  du  trinôme 
et  concevons  qne  l’on  ait  pu  décomposer  la 


fraction  ■ -,  en  deux  fraction  simples, 


et  * X — P X Ç 

comme  chacune  d’elles  donne  lieu  à une  série  récurrente  du 
premier  ordre,  si  l’on  forme  ces  deux  séries  séparément,  ainsi 
que  le  terme  général  de  chacune  d’elles,  la  somme  de  ces  deux 
termes  sera  le  terme  général  de  lu  série  du  second  otdre.  Donc  la 
difficulté  consiste  à déterminer  A et  B,  de  manière  qu’on  ait 
l’identité 

«4-Cx  _ A B 

c^-\-Gx-^X^  X — P X — q’ 

or,  si  l’on  réduit  les  deux  termes  du  second  membre  au  même  dé- 
nominateur, il  viendra , à cause  de«'-4-  C'x  -{-  x’=(x — p){x — q) , 

<t-f-Cx=A(x — q)  + B(x — p)  = (A-f-B)x — (Aÿ-f-B/j); 

mais  cette  équation  doit  exister,  quelle  que  soit  la  valeur  de  x; 
ainsi  (n“  188)  on  a séparément,  A -f-  B = C;  Ay  -}-Bp  = — «; 
d’où  l’on  déduit 

g _ Cq  + " 

p—q  ’ - ~p  — q' 

A et  B étant  déterminés,  si  nous  comparons  les  deux  fractions 

— , — ? — à la  fraction  , pour  laquelle  le  terme  gé- 
X — P X — q a+bx'^ 

■ , 1 • «Z'  V~‘ 

neral  est,  comme  on  vient  de  le  voir, xj  ,onapour 

le  terme  général  àe\R  fraction  proposée,  -, > on  a , 

. A /ï  V“‘  V 

dis-)e,  .l-.xl » 

P \p  / q \q  y 

ou  bien , — -h  expression  dans  laquelle  il  ne  s’agi- 
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j:iiî  jilui  que  Je  reiiiiilaccr  A el  U jwe  leurs  \a!eurs  obtenues 
ci-dessus. 


Soit,  [,our  exemple,  3^^,  ou  , 

réquatiun  x’ — 2X — 3=o,  étant  résolue,  donne  x=3,  x= — i; 

d’où  .r* — ax — 3=(x — 3)(x-f-i). 

/-I  • • — 3-l-ax  A , B . 

Cela  ;h>sc,  faisons  — ^ : = H : — ; il  vient , en 

‘ — 3 — 2c-f-x*  X — 3 x+i 

cliassantles  dénominateurs  et  réduisant, 

— 3-f-2x=(A  + B)x-f-A  — 3B; 

3 5 

d’où  A-f-B  = a,A  — 3B  = — 3,  ce  qui  donne  A—  y,B=y. 

4 4 

Donc,  en  vertu  de  la  formule  — ( -1 — ; )'*•*”'»  terme  gé- 

t 3 

ncral  du  développement  de  ^ -,  est 

U‘3’‘^4- (-i)-r  • 

(3  5\ 

— — 4}'^°  * ' 

-(4^  + 4)"' 


ou 


— 3 + ar 


On  a donc,  pour  le  développement  lui-méme , 

-x‘-M  . 

9 27 

résultat  qu’il  est  facile  de  vérifier  par  la  rédaction  en  série, 


3 — ax  4 

3 -4-  ax  — X*  * 3 


1— ^x-|-:^x*— P x*-f- 
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«Vnprcs  la  méthode  des  coefHciens  indctcriniiu’s.  Mais  le  princi- 
pal avantage  qui  résulte  de  la  détermination  du  larme  gênerai, 
c’est  de  pouvoir  obtenir  un  terme  de  rang  quelconque , sain 
passer  par  tous  les  termes  intermédiaires. 

4ao.  Cas  particuliers,  i".  La  méthode  que  l’on  vient  d’in- 
diquer est  en  défaut,  lorsque  les  deux  racines  du  trinôme 
A*  ~h  ^ -v+  a sont  égales;  car  alors  les  valeurs  de  A et  B de- 

“f"  * , . T 

— JJ — , cest-a-dire  inlinies;  et  en  effet, 
on  conçoit  que  la  somme  des  deux  fractions  — — — — 5 ne 

. X — p’  X — p’ 

peut  reproduire  une  fraction  dont  ledénominaleur  e.st  du  second 
degré  en  x. 

Mais  observons  que,  dans  ce  cas,  la  fraction  gg 

C-c— W* 


Cp-f-m 

viennent-^ et 


mettre  sous  la  forme 


Cjc 


(.^-pr  ' U -/>)•’ 

bu  bien  encore,  - — 4-?^^ — —‘A ^ 

(x—dY  (x — 


e.x pression  qui  sc  réduit  à 


(.x—p)‘ 
'■-^Cp 


(x X — p' 

Or,  la  seconde  partie  de  cette  expression  donne  lieu  à une 
série  récurrente  du  premier  ordre,  qui  a (n“  419)  pour  terme 

général,  — 

Quanta  la  première,  elle  revient  à («-f-C/j) 

-\-Cp  f x\~‘  . , 

—J — • l * 1 ; et  SI  1 on  développe  ce  second  facteur 

P \ P / 


(x  — 
G 


p-  \ p 
la  formule  du  binôme,  on  trouve 


par 


' » 


3x» 

p)  p p‘ 

n désignant  le  rang  d’un  terme  quelconque;  donc  le  terme  gi- 


f x\  * * 2X  3x“,  4^ 

(i— -)  =«H 

\ pj  PP'  p^ 


,nxp~' 

p»—i  r 
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nèial  correspondant  à 
tc-\-  Cp  n 


?(■  -;)■ 


■ ~H^/> 


-,est 


.,«+1 

r 


P P 

Ainsi,  le  terme  général  qui  correspond  à 


tt  + ffr 


(x— />)• 

n(i  + Cp)  ~I  na  + {n~  l)Cp 


est 


L p^j 


ou 


421.  2°.  Le  cas  où  les  deux  racines  p q sont  imaginaires 
seuildc  aussi  faire  exception  à la  mctliodc  du  n°  4‘9>  puisque 
l’expression  du  ternie  général  renferme  les  quantités  p et  q , et 
qu’alors  celle  expression  doit  être  elle- même  compliquée  d’ima- 
ginaires. Mais  il  est  facile  de  s’assurer  que  les  imaginaires  se 
réduisent  et  disparaissent  tout-à-fail. 

A B ' 

En  effet,  si  l’on  remplace  dans  — ( f-  — )x*~‘ , A et  B 

\p  q / 

par  leurs  valeurs  trouvées  n“4i9»  ü vient 


(Cy  -f-  a)yj»  — [Zp  -f-  a)ry” 


• X" 


p'q'‘ij>—'i) 

expression  qui  jicut  se  mettre  sous  la  forme 

r 4.  g(p— 

— q)^ p"  'q"  '{p  — q)j’ 

Cela  posé,  si  l’on  a p=  r — 1, 

on  a aussi  nécessairement  q ~ r — s t/ — l j 

d’où  pq=,^  + s\  pY=(r‘  + s'r,  p-Y~‘  = ('*-h‘T-, 

P — q^is  I,  p” — ÿ"=(r-|-s  \/-  1)" — (r — s V/-  l)"=2ÉV/ - 1 

(en  développant  par  la  formule  du  bInon)c  et  réduisant)', 

t 

enfin  p’'~‘  — q*~‘  = 2i'\/ — 1. 

Le  terme  général  devient  donc  ' 
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P 2«/j.  \/  — I 


7.ôlt  . ^ — I 


L(r=+«‘)V2AV^  — I (r*  + «‘)“— .24  J/ 

r_A ~l 

L«(r»  + 6*)-  + sO""' J 


expression  loul-à-falt  débarrassée  d’imaginaires. 

liemarque.  Pour  peu  qu’on  réfléchisse  sur  la  marche  que  l’on 
a suivie  pour  la  détermination  du  terme  général  relatif  à une 
série  ré'currente  du  second  ordre,  on  voit  que  la  question  c.,t 
ramenée  à la  décomposition  d’ une  fraction  rationnelle  en  frac- 
tions simples  dont  les  dénominateurs  soient  les  facteurs  du  pn  - 
mier  degré,  du  dénominateur  de  la  fraction  proposée. 

Cette  question  incidente  étant  d’une  très  grande  importance 
dans  la  haute  analyse,  nous  en  donnerons  encore  la  solution 
pour  une  fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  est  du  troi- 
sième degré  en  x. 

422.  Décomposition  d’une  fraction  rationnelle  en  fractions 
simples. 

Soit  ■■  . ; la  fraction  proposée,  et  désignons 

« -f-  e X y X'  -f- 

par  X — p,  X — q,x — r,  les  trois  facteurs  du  dénominateur, 
que  nous  supposons  d’abord  réels  et  inégaux. 

„ «-f-Cx-+-yx’  A , B . C 

Posons  -,  7-  .; — \ — r— 7-; — = T T r 1 

n-f-bx-|-yi--i-x’  X — P X — q X — r 

A,B,C  étant  des  quantités  qu’il  s’agit  de  déterminer.  On  a 
d’abord,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  observaut  que 


«' -f  C'x-t-yx’ -f-x^=(x— p)  (x  — y)(x— r), 
on  a,  <lis-je, 

« -f-  Cx  -f  yx*  = A(  X — q)  (x  — r)  + B(x  — p)  (x  — r) 

+ C(X— /7)  (x  — y). 

On  pourrait,  comme  dans  le  n®  4>9i  effectuer  les  calculs, 
puis  coniparei*  les  deux  membres  terme  à terme,  ce  qui  donne- 
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)'nil  entre  A,  B,  C,  trois  rclalious  desquelles  on  déduirait  en- 
suite les  valeurs  de  ces  quantités;  mais,  par  une  considération 
pai'lioulicrc,  ou  parvient  plus  simplement  à la  détermination 
de  ces  valeurs.  j v 

('omme  l’équation  précédente  doit  exister,  quelle  que  soit  la 
valeur  de  x,  et  que  de  plus,  A,  B,  C doivent  être  indéjmudans  . 
de  a:,  11  s'ensuit  que  si , pour  uuc  valeur  particulière  attribuée 
ù celte  lettre,  on  parvient  a déterminer  dés  valeurs  corrcspoii- 
daiitcs  pour  A,  B,  C,  ces  valeurs  conviendront  également 
l’équation  générale.  Qr,  si  l’on  fait  successivement  dans  cette 
éqiialion,  x=q , x=r,  il  rient,  ■ 


I”.  pour  x=p, 
ce  qui  donne 

2“.  pour  X = ÿ , 

3®.  |K)ur  X = r, 


• +Cp  + yp*  = A{p—ÿ)  (p  — r),; 

. « + +y/>*  I 

~ip-9)  (p-rÿ' 
P—  o + fy+yy- 
(.<1  — p)  (y  — r)' 


C = 


Cr-h 


yf' 


\r—p)  {r  — qY  ^ 

!\2.Z.  Cas  particuliers.  i°.  Supposons  p-=^q=.r\  la  décom- 
position précédente  ne  peut  plus  avoir  lieu  , car  les  coeffi- 
ciens  A,  B,  C deviennent  inlinis. 

Mais  en  suivant  une  inarclic  analogue  à celle  du  n®  4^o,  on 
peut  poser 


«»  -f-  Cx  -4-  yx* 

{x  — pY 


<^—p) 


A- 


r- — T»  + — 


et  essayer  de  déterminer  A , B,  C d’après  cette  décomposition. 
Pour  cel.T,  chassons  les  dénominateurs;  il  vient  - * : 

«-f-Cx+yx*  = A -hB(x — rr  C(x — p)*. 

Soit  d’abord  x~p]  il  en  résulte  A = « -f- Cp -J- y/>* , et 
l'équation  devient,  lorsqu’on  y met  cette  valeur  de  A, 

p)  + v(-i^— />*)=B(i--p)-f-C(x  — p)%  s-vv.  . 
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ou,  divisant  par  le  facteur  commun  x — p, 

» +y(-r  +/0  = U4-  C(-c  — p'). 

Faisons  de  nouveau  x=y?;  on  trouve 
B = C + 2y/3  ; 

d’où , remplaçant , dans  l’équation  que  l’on  vient  d’obtenir,  R par 
cette  valeur, 

y (x  — i»)  = C(x  — p)  ; donc  C = y. 

Ainsi , l’on  a l’identité 

» + 4-  yx*  tt+Cp  -\-yp'  C-l-2yp  y 

m -^Cx-^y'x’^  + x^  {,x—pY  {x—pY~^  x—p' 

résultat  dont  il  est  aisé  de  constater  l’exaclitiidc , en  réduisant 
en  une  seule  les  fractions  du  second  membre. 

2*.  Soit  p = r,  ou  «' -f- C'x  4- y'x* X®  de  la  forme 
(r  — pY  (-C  — q)  ; et  essayons  , dans  ce  cas , la  décomposi- 
tion suivante; 

«4-Cx  + yx*  _ A B C 

' i^—p)'  — X— p"*”x  — ÿ’ 

si  l’on  cliasse  les  dénominateurs,  on  obtient 

• + ffx-|-yx*=  A(x  — ç)4-B(x— p)  (x  — ç)  + C(x— p)*. 

Cela  posé,  soit  x=p;  il  vient  «4-^P  + yp'‘  — A(p  — y), 

relation  d’où  l’on  tire  A = P . 

p — q 

Mettant  à la  place  de  A , sa  valeur  dans  la  dernière  équation 
identique,  cl  transposant,  on  trouve 

— «(x  — p)  — Cy (x  — p)  4-  ypx(x  — p)  — yy (x*  — p’) 

= (/»— p)  (*— 7)  + C(r— p)“]; 

si  l’on  divise  par  x — p,  et  que  l’on  fasse  ensuite  x =p,  cf;tle 
dernière  équation  donne 

4' 
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D (“  + ^î  — vp*  + ^ypq) 

{p-^y 

Enfin  , si  l’on  fait  x—q  dans  la  première  des  deux  identités, 


on  en  déduit 


{p-qy  ■ 


Nous  ne  considérons  point  le  cas  où  deux  des  racines  du  po- 
li nome  » S'x  -t-  y x*  sont  imaginaires  , puisfjue  nous  avons 
déjà  vu  que  l’expression^ du  terme  général  peut  être,  dans  ce 
cas,  débarrassée  d’imaginaires. 

II  est  facile  d’étendre  la  marche  précédente  à une  frac- 
tion rationnene  «l’un  ordre  quelconque;  mais,  pour  compléter 
ce  qui  a rapport  à la  détermination  du  terme  giinéral  d’une 
série  récurrente,  il  nous  reste  à indiquer  coinmcut  on  peut 
obtenir  le  lerrrui  général  relatif  à chacune  des  fractions,  telles 
A A A 

que  r,,  ; vi<  ! ?!>•••  » «osqurfles  on  est 

conduit  par  celte  méthode. 

A 

Soit  d’abord  l’expression  «nef ire 

sous  la  forme  A(x— ou  — J ’ 


Or,  on  a 


(-r= 


+ î". 

J)  2 /j‘  a . 3 


et  le  terme  général  de  cette  série  est  évidemment 
3. 4-5. 6.  . . ,(n — Q.n.Çra^-i)  n (n-f-i ) x*~‘ 


2.3.4.^ — •(« — 0 


• — , ou 
p\ 


donc  le  terme  général  de  ; H 

, . . ® (J^  — P) 


' Jt-  'r)  x""' 

' •>  .. 


n(n  -l-  i)  A 
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C{3 


n 


e meme 


C I — P!' 


revient  a 


• A / 

a — { I — 


fr'. 

p)  ' 


n)Ait 


(.-i)-=,+4Î  + 4J  , 

^ P'  D îi  n’*  *ï  A ' 


.5  x*  4.5.6  ï 


rie  dont  le  lennc  général  est 


ou  l'édoisanl, 


4- 5.6.  7. ...  («  — + iU«-l-  a)  X-*-' 

a .3.4..S.6.7.'.  .H — I 1' 

/»(nH-  t)(n  + 2)  x*“' 


t .a.3 


on  a (Johe , pour  le  iei  oie  général  de =— 

• • (x —/>)•’ 

A 7i(a+i)(n-t-2)  x-»-'  ; „(n-f.,Xn-i-2) 

P*-  • a.3 -~.3  " 

et  aUmi  de  suite. 


4a5.  Passons  à la  seconde  question,  qui  a pour  olijet  la  som- 
mation des  séries  lécurrentes. 

Cette  question  se  divise  en  deux  parties  : 

Ou  l’on  ricniande  la  somme  des  Urmes  de  la  série  tout  en- 
tiers^ c’est-à-dire  la  fractiot)  génératrice  qui  a donne  lieu  à 
oetté  série  ; 

Ou  bien,  la  somme  d* un  nombre  limité  de  termes. 

La  première  partie  est  la- plus  facile  à traiter. 

Soient  À,  CfD,  E,  F.- les  termes  d’une  série  récur- 

rente; et  pour  fixer  les  idées,  supposons  que  la  siirie  soit  du 
troisième  ordre.  Mais  ce  que  nous  allons  dire  s’appliquera  aisé- 
ment à une  série  d’un  ordre  quelconque. 

La  méthode  est  analogue  à l’une  de  celles  qui  oqt  été  suivies 
(n“  2o3)  pour  les  progressious  par  quotient.  v 

DMigiiOOs  par  P,  y,  r les  quantités  qui  forment  l’échelle  de 
relation,  c’est-à-dire  les  quantités  constantes  par  lesquelles  il 
faut  multiplier  C,  B,  A,  pour  former  D,  puis  D,  B,  C 
pour  foruier'E,  et  ainsi  de  suitej  on  aura  les  rélations  ’ 


50aUlAT10N 


I)  = Ç/j  4-  % +.  Ar, 
E = D;)  4-  C?  4 Br, 
F — Ep  4 • 

G = tp  + f^/  + 


Crs  relations  sont  en  nombre  indénnî;  donc,  si  on  les  a|Oute 
terme  à terme,  et  que  l’on  appelle  S la  somme  oala  fi-actum 
f,ènéialrice  chercbée  , on  obtiendra 

S—  A — B — G =p(S  _ A — B)  4 î(S  - A)  4 '•S, 

„ d(A  -f-  B)  4-  <yA  — (A  4 b + C) 
d’où  l’on  déduit  5 — 

Eh  suivant  la  même  marche  pour  les  séries  du  i",  a%  4'  .. 
ordre,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 


. c '•  •••  (0. 

1**“  ordre  *S  = ^ . ^ v 



_ pU+B)4?^A— (A4B4C) 

® I p4-(y4''~*  , 

' , '-«(A4^4C)4^4B)-f  '•A-(A4B4C4-^., 

4*.l ^ ■■  -Z 

V > 

et  ainsi  de  suite. 

Soit  pour  exemple  J la  série  du  Irolslcine  ordre, 

I :1_2x4-3.c*— ioar'42?Jf'— 

dont  l’échelle  de  relation  se  compose  de  rcnsemblc  des  quantités 

'(  — JC.  4?c%  — ■' 

on  trouve  , en  appHvpiant  la  formule  (3),ct  ob.servéot  que  l’on  a 


Digiiized  by  Google 


tlE.S  siltIBS  RROVnnENTES. 


645 

3r% 


A = i,  B=  — ax,  C=3x’,  p = — x,  y=7.i*.  r=  — 

— x(i — 3x)-t-ax*— i+ax — 3t* 1— x — x*  f 

— x+ax’ — 3x* — 1 i-f-x- 2x’  + 3x^* 

•• 

Il  arrive  quelquefois  que,  dans  la  série  proposée,  les  deux 
ou  trois  premiers  termes  ne  sont  pas  compris  dans  la  loi  do 
récurrence.'  Cela  provient  (n*  «le  ce  queydljMjja  fraction 
qui  lui  a donné  naissance,  lé  degré  du  numéi'dlnir  est  plus 
élevé  que  celui  , du  dénominateur;  dans  ce  cas,  pour  obtenir 
hi  fiimctioiigi!n»mlrkej^ot\xominf.iice  p^  faire  abstraction  des 
termes  dont  ou  vient  de  parler;  puis, après  avoir  obteqa,d’api'ès 
lés  formules  urécédenlcs  . In  somme  des  autres  termes,  ou  lut 
ajoute 'les  termes  dont  on  avait  d’aliurd  fait,  akstractloo^  eu 
ayant  soin  de  réduire  le  tout  en  une  seule  expression  frac- 
tionnaire. V 

426.  Sevonde partie.  Dans  les  formules  précédentes,  il  n’entro 
que  les  premiers  termes  de  la  série  et  les  quantités  qui  forment 
l’échelle  de  relation.  Mais,  si  l’on  demande  l’expnrssion  de  l<t 
tomme  d^un  nombre  déterminé  de  termes ^ il  faut  en  outre  eon- 
naitredes  derniers  tei;nios  de  la  série-  , 

Soit  encore  une  série  récurrente  du  troisième  ordre.,  dont  les 
premiers  termes  sont  *A,  B,  C,  D,  E — , i’éçbelle  de  rela- 
tion (pt  9,  r),  et  les  derniers  termes  K,  M,  .N. 

Puisque  la  série  est  du  Iroisitjfine  ordre,  on  a les  relations 

. D — Cp  .-f-  hÿ  -p*  Ar, 

' E = Dp  -f  C7  -P  Hr, 

F = Ep  -f-  Dy  -f-  Cr , ” ■ 


' N = Mp  -P  Ly  -f  Kr. 

[IjC  iiorniirc  de  ces  relations  est  limité  et  égal  au  nombre  des 
termes  dont  on.cbercbe  la  suipme,  diniiuué  de 

Cela  posé,  en  les  ajoutant  terme  à terme,  et  désignant  'par  S 
la  soiiiiiie  ciicrcltce,  ou  a évidemment 

.S-A-B.C=/>(S-A-BN)4-9(S-A-M-M)+r(.S-l\-M-L);v^. 

I 

' t 

"J 
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d’où  l’ott  tire  ^ 

g KA.+B4-N)^^ÿ(A4-«-f  M)  ■-  rtN+M+L)— (A-f-B+C) 

p+fj-^r—\ 

Od  pourrait  également  obtenir  les  sommes  relatiyes  à une 
série  récurrente  d’un  ordre  qii^con(|ue. 

En  compurant  oette  formule  avec  la  formule  (3),  on  Toit, 
I*.  que  celle-ci  se  déduit  de  celle  qu’on  rient  d’obtenir,  en 
négligeant  tous  les  termes  affectés  de  L,  M,  N, . . . 

Que , pour  appliquer,  la  formule  (3) , il  suffit , comme  nous 
l’avons  delà  dit,  de  connaître  les  trois  premiers  termes  et 
l’échelle  de  relation;  tandis  que,  pour  faire  usage  de  la  for- 
mule précédente,  il  faut  absolument  avoir  les  expressions  des 
trois  termes  qui  précèdent  celui  auquel  on  a arrêté  la  série; 
ce  qui  exige  que  l’on  connaisse  l’expression  d’un  terme  de 
rang  quelconque  dans  la  série , c’est-à-dire  le  Urme  général  ^ 
question  qui  devient  très  compliquée , lorsque  la  série  d’un 
ordre  un  peu  élevé.  ' ' ' , 


427,  Au  reste , les  formules  relatives  'Bié  Cas  de  la  somme 
d’un  nombre  déterminé  de  fermes,  s’appliquent'  principalement 
aux  Hérite  récurrente»  numérique».  ' 

Soit,  par  exemple,  une  série  récurrentedu  troisième  ordre, 
dont  les  trois  premiers  termes  étant  i,  a,  3,  le  snivant  est 
égal  au  double  du  troisième,  augmenté  de^la  somme  des  deux 
premiers,  le  cinquième  est  égal  au  double  du  quatrième,  aug- 
menté de  la  somme  du  troisième  et  du  deuxième;  et  ainsi 
de  suite.  Le  développement  de  celte  série  sera 

I,  a,  3,  9,  a3,  58,  •i48,*'377,  ^o’  2446;' 6127 


Cela  posé,  pour' obtenir  la  somm^  des  onse  premiers  termes, 
on  fora  dans  la  formule  ci-dessus,  ^ : 

i\—i,  B=2,  C =^3  a,  7=  I , ré=  I , N=6aa  7 2445,L=96o  ; 

ee  qui  donnera  ^ 

g a X 6a3o  4 8673  4-  9632  — 6 _ 
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St  l’on  deniAnduit  la  sumra-j  d’un  plus  grand  nombre  de 
termes,  par  exemple,  la  somme  des  5o  premiers  termes,  il  iau- 
drait  pous'.er  la  série  jusqu’au  5o‘  terme  Inclusivement,  ce  qui 
ne  laisserait  pas  d’étre  ibrt  long. 

Ou  bieuj  il  faudrait  former  directement  le»  4®*>  49*i 
termes,  d’après  l’expression  du  terme  général.  Or,  pour  obte- 
nir ce  ternie  par  la  méthode  exposée  (n”  ou  comnunceraii 

par  mtltre  la  série  préposée  août  la  forme 

1 -f-  2x  -4-  3x*  -|-  9 r*  -J-  a3r*  -|-  58r*  -f-  ....  ; 

on  rechercherait  la  fraction  génératrice  qui  a donné  lieu  à 
cette  série  J et  on  la  décomposerait  en  trois  fractions  simples 
pour  chacune  desquelles  on  obtiendrait  14/s  terme  général.  Fai- 
sant ensuite* la  somme  de  ces  trois  termes  généraux j on  aurait 
celui  de  la  série  1 -f-  ax  -f-‘  3x*  ; eiijiiij  on  suppose- 

rait X =$  I , ce  qui  donnerait  le  terme  général  de  la  série 
1 -f-2-|-3-f-9-(-a3-|- ....;  maïs  il  est  facile  de  s’assurer  que 
tous  ces  calculs  sont  souvent  impraticables.  ' ' ’ ‘ 

bn  effet,  si  l’on  applique  la  formule  (3)  à la  détermination 
de  la  fraction  correspondante  à 1 *4-  ax  3x*  -f-  9JC*  -f-  • — « 
011  aura,  eu  observant  que  A = 1 , B=ax,  C=3x*,  p-=n  ar, 
q — x\r=sx^, 


or , l'exprêssion  x*  -4-  os’  ax  — i , égalée  a léro,  ne  peut  éri- 
deinment  avoir  que  des  racines  incominensurubies  ; ainsi  la  dé- 

composition  de  la  fraction  — > — r en  fractions 

, I IX — x‘  — x^ 

simples  ne  peut  so  faire  d’une  manière  exacte. 

Ces  réflevion.s  prouvent  que  les  résultats  analytiques,  simples 
en  théorie,  sont  souvent  peu  .susceptibles  d’application.  ' 

428.  Nous  terminerons  la  théorie  des  séries  récurrentes  par 
l’expusition  d’an  moven  dû  à .Lagrange,  de  reconnaître  si  uns 
série  proposée  est  de  la  nature  des  séries  récurrentes. 

Ce  moyen  est  fondé  sur  les  observation.s  suivantes  : 
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i*~  Si  la  série  proposée,  que  nous  désignerons  par  S,  est 
* une  série  récurrente  du  premier  ordre,  elle  prorieut  d’une 

fraction  de  la  forme  - “ ' . 


Or , on  a 


a'  + b'r-  , b'  , 
— ^as-r-+-  T',!. 


ce  qui  prouve  que  la  frOisMén  fenviriét^  On  ,'^ce  qui  revient  au 
mémo,  {'unité  divisi*  par  la  série  proposé*  S,  doit  donner 
pour  quotient  une  fonction  entière  de  x (n“  a4o)  et  égale  à 
p '-^-qt  \ si  cette  division  ne  se  fait  pas  exactement,  c’est  que  la  ’ 
série,  en  supposant  qu’elle  soit  récurrente,  est  du  second  ordre 
ou  d*»n  ordre  supérieur.  . 

^ a*.  Si  S est  une  série  récurrente  du  second  ordre,,  elle  pro> 

vient  d’une  fraction  de  la  for  me  ° ; or,  on  a 

a -+•  0 X + c X* 


a' + 6'x -f- c'x* — b{àh' • — ba')  , 

a -f-  Ax  a-  n*  , a*(a  -f:  bx) 

ou  • ■ . . 

ce  qni  prôuve  qrxe' Y uriité^ divisé*  par  S doit  donner  lieu  à 
un  quotient  entier  d*  la  forme  pd"q*j  plus  un  produit  de 
X*  par  une  série  récurrente  du  premier  ordre;  c’esl-â-<lirc 
qu’en  désignant  par  S'x‘  le  reste  auquel  on  parvient,  apres 
avoir  divisé  i par  S et  avoir  obtenu  le  quotient  p-{-  qx , un 

doit  trouver  % égal  à un  quotient  exact  de  la  forme  p'  4~  q'-^ 

O 

et  ainsi  de  suite. 

Guidé  par  ces  considérations,  Lagrange  a donné  la  règle  sui> 
vante  pour  reconnaître  si  une  série  donnée  est  récurrente  : 

Soit  S — A + Br  + Cx*  + Dx*  -4-  , la  série  proposée. 

1°.  Divisez  f unité  par  S et  poussez  f opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayez  un  quotient  de  la  forme  p + qx  et  un  reste  de  la 
forme  S'x*,  (S’  désignant  une  série  indéfinie  de  lu  forme 
A' ■fB'x  + CV + ...). 
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a”.  Vii>Ue%  S pnr  S'  et  poussez  f opération  jusqu’à  cc  que  tous 
ayd  un  quotient  de  la  forme  p’  ■+•  </'x,  et  un  reste  tel  que  S'a’*, 
(S*  étant  êfial  à A"  + B*x  + Cx»  •+-. . . ). 

3“.  Divisez* S'  par  S"  et  poussez  l’opération  jusqu’à  cc  que 
vous  aye*  un  quotient  de  la  forme  p’  + q"x  et  un  reste  tel 
que  S*x*. . . . 

4“.  I Divisez  S"  pur  S*  et  poussez  l’opération  jusqu’à  ce  que 
vous  ayei  un  quotient  de  la  forme  p'  + q'x  et  un  reste  S'^x*. . . 
£t  ainsi  de  suite.  * ' 

Dès  que  l’une  de  ces  divisions  se  fait  exAcfement,  la  série 
proposée  est  récurrente , et' d’ordre  de  la  série  est  rnturqué  par  le 
rang  de  la  division  qui's’cst  faite  exactement. 

Quant  à fécliclle'de  relatioQ>de  U ,aérie^  on  l'obtiendrait 
aisément  (n*  iqa),  si  l’on  p<niva!t  obtenir  la  Traction  généra- 
trice.  ‘ ' 

Or  sup|)osons,  pour  fixer  les  idées,  que  la  tr'qjsième  division 
se  fasse  exactement. 


. *•  *• 


On  aura  donc  ta  série  d’équations^ 

i =P  4* 

• * S **  '*  S" 
r.=P  + q X- 


S' 


l.a  dernière  donner;  = -7 

® P 


•q  X • - 


d’où  en  substituant  dans  la  seconde,.; 


S _(/>'4-q'x)(p‘:+q‘'x)4-x* 


iioiici-  = 


S “ (P  +q'x)  (p;^q'x)+  x‘  * 

Sulislituant  cette  valeur  dans  la  prcmièi'C  équation,  il  vient 


i. 
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_L  — • 

P + 9 


-=p^qx-i 


(/‘'dÿ'ifx* 


«m  bien , 


1 _ (P±3^W+q'^) 


«loue  enfin, 

S 


. O^'+y -f  ) (R"  4-  f X)  + : 'J  ■ 


y.  fp'+<7  j)  0>*4-Vj:J  + J»  


'+9  ^ 


espression  qni,  simplifiée,  est  de  la  forme 
g_  a+bx+cx* 


^ +^'i  + c'x*,+  dV*;  7;'  ».»A , 
el  l’échelle  de  relation  est  alors 


- w ^ ÏT 

6 ’é^v-;.  «f  A 


-y 


429.  Prenons  pour  exemple  là  série  ' 

I,  3,  6,  10,  i5,  ai,  à8,.^,  46 

dont  chaque  ternie  s’olitieut  d’après  l’expression  générale 

”("+0  ,.  / 

^ , n désignant  le  rang  du  ternie  que  l’un  veut  furiner. 

Pour  reconnaître  si  cette  série  eat  éécurrentc,  on  la  mettra  d’a- 
bord sous  la  forme  '■ 

I -f-3x-f6x-*-|- 1 ox-’+ 1 5x«+  21  x*+28x® +36x'+45x»-l- 

Cela^  posé,  en  appliquant  la  regte  ci-ilessus,  on  trouve 


I 

S' 


• S' 

= i-3x  + x*|.. 


I -h  3x4-6x*-4-. 

(S'  ayant  pour  développement, 

0 

3-p8r-j-i 5x*-f-24jî’-l-35x’-}-48r*-|-63x®>f-8ox^-|-99 c*-f- 
5-  _*  * 4-  3x  -f-  ' 6x»  4-  ...  I l X*  S* 
S'  3-f  8x+i5x*+....~3"^9'^‘*’'^’  S" 


(S*  = I + 3x -f-  6x’ -+- ior’4-. . .); 

3 -1-8x4.  iSx» _ 

S'  I -+-  + 8r’  + I ox^  + . . . " 


3 — X, 
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quotient  exact;  ainsi  la  séfiô  est  récurrente,  et  du  troisième 
ordre. 

Pour  obtenir échelle  de  relation,  rapproehons  les  éqiiutions 


S • I > . a;-  O 

g-?-' 


- — 3 — X-  - ‘ 

S'“  ' 

S*  *•  I ^ 

la  dernièi^  donne  73  , * d’ou  . . 

O O— 4P  1 - ^ 

I * , , 

S_3-f-jr,i*  I *i 

g,  = — ^ + -.3-3-^ e=  J — , «I  par  conséquent.  . 
^ = I — 3i  -f  x*(3  — x)  = I — 3x  -f-  3x*  — X*;  . . , 


donc  enfin , S = 


I — 3x+3r*  — jJ**(jr-xV 


Ainsi  l’échelle  de  relation  de  la  série  i .-J-  3r  -f-  6x’  + 
se  compose  des  quantités;  (3jr, — 3 j*  , + x’)  , et  l’échelle  dé 
relation  de  la  série  proposée  1 + 3 6 -f-  10  4- ...  - , est  l’en- 

seinhle  des  nombres  (3, — 3,  -f- 1) , ce  qo’il  est  facile  de 
réri  lier.  ' • 

Par  exemple,  le  terme  28  se  compose  de  la  somme  des  pro- 
duits des  trois  termes 21,  i5,  10, 

multipliés  respectivement  par 3,  — i 3,  4-^,1, 

N.  B.  On  voit  encore  que  la  règle  précédente  donne  le  mojen 
de  retrouver  l'échelle  de  relation  d’une  série  récurrente , lorsque 
la  trace  en  a été  perdue.  " i 

§ IL  Des  Séries  de  nombres ^gurés  et  de  celles  qui  en 
dépendent:  •. 

' y** 

Il  existe  encore  une  certaine  classé  de  séries  pour  lesquelles 
on  peut  obtenir  facilement  le  terme  général  et  l’expreeeion  de 
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la  somme  d'un  nombre  limité  de  termes  ; co  «ont  les  sérii’s 
iiuiiiériques  qui  tirent  leur  origine  d’une  progression  par  diflc- 
rencc.  ‘ 

43o.  Détermination  du  terme  ginéral.dc  la  série 

a"-)-  ; a , b , c,  d. . . . étant  les  différens 

termes  d’une  progression  par  différence.  ‘ 

On  a vu  (n^  194}  que,  dans  toute  progression  par  différence , 

i a.b.c.d.e.f.g.h. . , 

le  terme  général,/,  a pour  expression , /=a-4'(n — i)r,rdési- 
giiant  la  raison  et  n le  nombre  des  termes  ; dohe  le'terme  gé- 
néral de  la  série  des  m*'""  puissances  des  différens  termes  de 
cette  progression,  a pour  valeur,  ■ . '• 

/”=[a  + (n — 0r]“. 

Soit  proposé,  pour  exemple , de  trouver  le  quinzième  terme 
de  la, série  des  cinquièmes  puissances  des  termes  de  la  progrès • 

sion  7 1 .3.5.  ^.9. 1 1 . i3 ; on  aura,  en  faisant  dans  la 

formule,  n==i5,  fn=5,  a=i,  rr=72, 

' " <■  . 

/*  = (1  14  X = 29*  = 2o5i  1 1 4g. 

43 1 • Sommation  des  termes  de  la  série  . V . 

a,  b,  c,  d..  ..  k,  t,  étant  les  différens  termes  d’une  progres- 
sion par  différence. 

Oii.u,  d’apr^  la  formule  du  binôme, 

A . • 

b"=  (a.-+-  r)"*  = o"  -f-  mra"“‘  -t*  m — ^ r’a""*  -f- 

2 

fH  1 

c?=  (b  r)“  mrb”~‘  -f-  m — - — 


l"z=^k  + r)"'  = k’'-+-mrk'*-' + ^ . 


♦ 
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Ajoutant  toutes  ces  équations  membre  à membre,  et  désignant 
par  . . ,.S„S„  les  sommes  des  m"'"",  ira — i**'"'’. . . 

puissances , on  obtient 

Ifl-  1 

S«— a"’=S„— /"+irar(S«_,— /— )+« r*(S«_.— 

a 

JP 

ou  réduisant, 

a”=irar(S„_, +/ra^^r(S,_,—^"~*)+ (A) , 

3 

forniole  qui  renferme  les  sommes  des'  paissances,  depuis  Sm_, 
jusqii’à  So  inclusivement  (So  étant  égal  of-f  * 

équivaut  à ra).  . • • 

Pour  faire'connattée  l’nsage  de  la  formule  (A),  faisons  suc- 
cessivement m = 1 , 2,  3,  4>  5. .. . 

Soit,  I®.  m=i;  on  trouve  ' 


» /c  n\  A c ^ “ i C”  — l)r+r 

l — u = r(So — /“);  dou  So=— T > = =«> 

résultat  que  l’on  connaît  déjà. 

3°.  ra»=3;  il  vient  /*  — o’  = 2r(S, — 0 + r*  (So  — f)  , 
d’où 


2r  , ar  • 


, C a*  , r(/+o}_(/4-a)  (^— o4-»0 

donc  *’■  — • - ■ > 

‘ ar  ar  ar 

ou  bien,  à cause  de  /=a  -h(n  — i)  r , d’où  l — a + r=nr, 

* • 

(l  + a).nr (l  -h  a)n 


S.= 


2r 


résultat  qui  est  encore  connu  (n®  iqS). 

3®s  ni  = 3 ; la  formule  (A)  devient 

f = 3r(S.  — + 3i^ (S,  — /)  + (So—  n , 

résultat  qui  fera  connaitre  S«  ett/ouctieu  de  S,  et  de  S,. 
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APPLICATION, 


4®.  I»  =5  4 ; 

/*— a^=4r(S,--/»)+6r*(S,-/‘) 4-4r’(S.'-  /)  + ;^(So  — ^); 

\ ' . 

et  celte  fur  mule  doDoera  Sj  en  fonction  (le  Sa*  S,  et  Sg;et 

ainsi  Je  suite. 

D’où  l’on  voit  que,  quel  que  soit  le  degré  de  la  puissance, 
on  pourra  toujours  obtenir  la  sonipic  des  puissances  scmbfaMès 
d’un  nombre  déterminé  de  termes,  en  fonction  des  sommes  des 
puissances  inférieures.  , ’ 

43s.  Prenons,.pcar  (dtemple,  la  suite  uatarelle  des  nombres 

et,  recherchons  la  .somme  des  carrés,  des  cubes,  etc.",  des  n 
premiers  termes.  ^ ^ î 

On  a,  d’après  les  formules  précédentes ,ftpn  obserrajut  que 

' *■  •'''> 

05=1,  rcsi,  /=  n,  - S,  =»n, ■ 

• .sî  • •”  % '■  ’ ^ ^ » 

* ' - k ' • 

a*.  «* — I =3(S,— n*) -J-3(S,  — u) i;  donc 

’ r 

O , . n^—i  n* — rt  « — I an^+3n*-f-n 

6._n  -h  -3  j-= g , 

ou  bien  encore,  S,=  j ' 

• 2s,3^i  *. 

1 ‘ 

3*.  «♦— i=4(Sj— nO+6(S.  — n‘)  + 4(S,— I ; 

donc’  5#=  »^+  - 1"— _ îilZiîi  _ IZJ. 

..  -4-  *4  4 ’ 

ou  s,  =_^-_  =(S,)*. 

On  trouverait  parbiUement 

, v*'-' .y  V' 

c lOB*— n . . , 
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JV.  B.  Afin  de  distinguer  les  somnies  des  puissances  seni- 
Itlaliles  des  tcrmi  s de  la  scrie  naturelle  1,2,  3....  des  sommes 
relÂlivcs  à nnc  toute  autre  progression  , nous  les  désignerons 
«lorénavant  par  /s. ..  /pj  ea  voici  l’usager 

4^3.^  On  peut  toujours,  à l’aide  de  ces  expressions,  o/i/snir 
la  valeur  de  la  somme  d’un  nombre  quelconque  de  termes  d'une 
série  dont  le  terme  général  est  une  ponction  rationnelle  et 
EMTii:RE  du  nantbre  des  termes  que  fou  considère,  '> 

Soit,  pour  lixer  les  idées,  une  série  dont  le  Urme  général 
est  an’’,  a étant  un  nombre  connu  quelconque,^  un  exposant 
entier  et  positif,  n le  rang  du  terme  que  l’on  considère. 

.La  série  proposée  est  alors  de  la  forme 

^ 4 "•  • ' ■ 

a-3'’  + <7.4’’+.  - a.ii’, 
série  qui  revient  ÔTideniment  à 

«(«'’+ 2' 4- S’’ 4- 4' -+-••■  + n')  = a./'^ 

De  même,  une  série  dont  le  tenue  général  est  exprime  par 
e.n'' ±:  é.n’ :t  c.n',  revient  à 

* « 

atif  + 2^,4n  3r4.'..+  «0  ) • ^ 

:±;  é(,i  4.  al  4-  3f  „i)  j =a,ff±.b.f^±i^c.f,. 

± c(r  4.  2'  4 3'  n')  1 

Or,  les  expressions /J,  f,  sont  connues  d’après  les  formules 
du  a°  somme  des  n premiers  termes  de  la  série 

proposée  est  également  déterminée.  ' 

Application  aux  séries  de  tiombres  figurés.  On  appelle 
ainsi , les  séries  que  l’on  déduit  d’une  progression  par  diffé- 
rence, dont  le  premier  terme  est  l’unité,  et  la  raison  un 
uombre  entier,  en  faisant 'successiTement  la  somme  des  deux 
premiers,  des  trois  premiers,  des  quatre  premiers  ...  termes 
de  la  progression  , et  optant  ensuite  sur  la  nouvelle  série ‘que 
l’on  obtient  par  ce  moyen,  comme  on  a opéré  sur  la  pri^rés- 
sion;  et  ainsi' de  suite.  e . 

* i , .V 

Soit  d’almrd  la  progression  naturelle  des  nombres  ' ‘ 


AFI'LICATIOh' 


f 1. 

1.  3. 

4.  5. 

6. 

7 . . . . 

r •» 

3,  6, 

10,  i5, 

21  , 

28  ...  . 

\ 1 , 

4,  10, 

20,  35, 

56, 

84  ...  . 

Iaw  séries. . .é  i. 

5,  i5, 

35,  70, 

126, 

210  . . . . 

dont  la  première  sc  forme  en  ajoutant  successivement  les  «leux. 
|>rcmicrs,  les  trois  premiers.....  termes  de  la  progression  pro- 
posée, dont  la  seconde  se  forme  à l'aide  de  la  première  comme 
celle-ci  s’est  formée  au  moyen  de  la  progression,  dont  la  troi- 
sième se  déduit  de  la  seconde  comme  celle-ci  l’a  été  de  la  pre- 
mière. • . ces  séries,  dis- Je,  sont  celles  des  nombres  figurés 
de  la  première  classe. 

La  première  est  la  série  des  nombres  triangulaires. 

La  seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  triangtdaires. 

Les  séries  suivantes  n’ont  pas  reçu  de  dénominations  parti- 
culières. 

La  progression  f i . 3 . 5. 7 .9. 1 1 . . .20  — i,  donne  nais- 
sance .lus  nombres  figurés  de  la  seconde  classe;  et  leà  séries 
(jui  en  dé|>eudent  sont,  d’après  la  loi  ci-dessus, 

I,  4i  9.  '6,  25,  36.  . . . 

1 , 5,  14,  3o,  55,  91 ...  . 


La  première  de  ces  deux  séries  est  la  suite  des  nombres  carrés;  la 
.•seconde,  celle  des  nombres  pyramidaux  quadrangulaires. 

Ces  dénominations  proviennent  de  l’analogie  que  ces  nom- 
l)iTS  ont  avec  certaines  figures  géométriques. 

435.  Iaîs  séries  qui  viennent  d’étre  formées  jouissent  de  plu- 
sieurs propriétés  curieuses^  dont  nous  ferons  connaître  la  plus 
importante  : c’est  que  l’on  peut  toujoiu-s  former  leur  terme  gé- 
néral, et  obtenir  l'expression  de  la  somme  des  n premiers  termes 
en  fonction  des  quantités  f , fi,  fs » 


>- 

r . 


. - -v-"  :.W,1 
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En  effet,  pour  une  progrestion  quelconque,  la  première  tics 
. séries  qui  en  dérive  est  telle , que  son  /»""'  terme  est  égal  k la 
somme  des  n premiers  termes  de  la  progression  proposée;  donc, 
i".  ce  terme  peut  toujours  être  exprimé  rationnellement  en 
fonction  de  n;  2®.  puisque  ce  terme  général  est  une  fonction  ra- 
tionnelle de  n,  la  somme  des  n premiers  termes  peut  (n®  4^^) 
être  exprimée  au  moyen  des  sommes/] /à.,,.,  dont  les  va- 
leurs sont  connues. 


l'*-  -•  .jl 


-'"WA 


Ainsi  soient  la  progression  fi.2.  3.  4-  5,..., 

cl  les  suites  qui  en  dérivent,  i,  3,  6,  to, 

I,  4.  *0.  20»  35.-.. . , 


i ’ 

, f- 


La  somme  des  termes  de  la  progression  étant  |e 


terme  général  de  \iL  première  suite  est  4-  i)n^  ou  — -f-  - ; 


donc  (n®  433)  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  suite 


pour  expression,  +^/,;  «u,  remplaçant  /,  par  leurs 


valeurs  (n®  43x) , 


2n^  -4-  3n*  4-  n , n*  + n + 3n*  -f-  2» 


12 


+ 


4 


expression  qui  peut  encore  s’écrire  ainsi  : 


n(n-t-  1)  (n  4.  a) 


2.3 


De  même,  le  terme  général  de  la  seconde  suite  étant 


/ji+3«*-f-2n  1 ,1  I 

- -,  ou  g"  +3». 


6 ’ 6 ■ ■ 2"  ' 3‘ 

^on  a pour  la  somme  des  n premiers  termes  de  cette  suite  ‘ 

g/î+^/.+  ^Â;ou,substitnantpour/,,/;,/3,leurs  valeurs^  J 


42 


• '•= . - - -.  ë-r.  • V .•  • ■ fm 

..J  ^ ^ ».  •*  -t,  -1^*'*^'  ^ 

■'  * ;.i  . ■ TT-  -■ 

J . . .e.  ■‘^v  r*>s^ 


r.58 


APPl-lCATION  AU\  NOMnilBA 


Flouais. 


ou 


n*  -f-  4-  «*  , an’  + 3n*  + n , n*+  n . — * 

la  .'^4? 

n*  + 6n’+ • + n(n  4-  »)  (<*+  a)  0»  4*  3)^  i 


âT" 


M 


a. 3. 4 


t 


i 


On  aurait  de  même  pour  le  terme  génital  de  la  troisième  suite. 

n<  4- 6n*  4- 1 1 n’ 4- 6n  i * 

—L. î_ ou  -7n+4-7rt’4--^n*  + ^u, 

a4  =*4  4 *4  4 • 

et,  par  conséquent,  pour  la  somme  des  n premiers  termesjj 

i»*4ion4435/i’4'5on’424»  «(n4-i)(n42)(n4-3X«4-4)  . 

a.3.4.5  - 

et  ainsi  de  suite. 

N.  B.  Il  est  à remarquer  que  les  expressions 
n n(n+i)  n(n-f-i)  (n  + 2)  n(n-^i')  (n-f- 2")  (n+ 3)  ' a 

T’  ’ a. 3 ’ ÏX4 

ne  8C)[it  autre  citosc  que  les  termes  généraux  des  oocOtciens  du 
développement  de  (i  — x)""",  en 'supposant  siiccessiveinent» 
m=2,  nt=3,  m=4,  m=5. . . {Foyes  à ce  sujet  le  n“'4a4.)  ’ 

436.  Soient  encore  les  nombres  figurés  qui  cori  espondcnl  4 la  - 

progression  î 1 . 3 . 4 • 7 • 9*  • -îp? — », 

i*.  ;ir  ' », 

savoir:  1,  4>  9»  >6»  4^ ’ ’-j 

1 , ^ , » 4 > 3o I S5 ••••••, 

. - . ! 


Z.f  n*""'  terme  de  la  série  des  nombres  carrés  étant  la  somme 
des  n premiers  termes  de  la  prO|>o$ée , a pour  expression 

(an — i4-i)n  . ' 

■ ~ = n\  ' ■ 

a 

Donc  la  somme  des  n. premiers  termes  de  cette  même  iério 


I 


i* 

► 


» * 


V 


t 

t . 

V 

I 


•A 


I 


-■fr 


^ » 

MiniODE  INVEIUE  faES  sillES. 


»("+»)  (a»-t-i) 
a. 3 


f»59  . 


■vient  encore  à 

L*  Uf-me  de  la  seconde  série  étant 
ï*!en, 

on  a pour  la  valeur  de  la  somme  des  n premiers  Urnes 


an’'  + 3«*  + « 

g , ou 


‘ '4' 


«U  tien  encore, 
t 


«(*+i)‘(n  + al 

3.4  • 

On  trouait  de  la  niême  manière  les  termes  généraux 
et  sommatoires  des  séi  ies  qui  résultent  de  toute  autre  pro-' 

gression.  " ^ 


■)»  . 

• V 


y A 


r 


§ III.  Retour  des  suites,  ou  méthode  inverse  des 
séries. 


437.  La  méthode  des  coefT.ciens  indéterminés  donne,  en  gé- 
néral^ le  moyen  de  déveiopper  toute  fonction  de  x,  suivant 
les  diverses  puissances  de  celte  lettre.  Biciproquenunt,  celte 
fouet  ion,  que  l’on  peut  désigner  par  y\ étant  développéc-»uivant 
^ les  puissances  de  x,  on  peut,  par  la  meme  méthode, 
le  diothppement  de  la  qinntité  ^ suivant  Us  puissances  de  y 
t çt  c’est  en  ceU  que  consiste  le  retour  des  suius.oa  la  méthoi 
inverse  des  séries. 

Soitj.=  ax  + Jx*  + cx^4-^<+  ..  (0,  la  fonction  dé- 
velopjice  suivant  les  diverses  puissances  de  4:  (a,  ^ c oT 
étant  des  quantités  connues),;  oW  demande  r&îpi4qûei^ent  la 
vaUurdo  X en  y^  c’est-à-dirt;  les  coefliciens  du  développement 


r- 


X _ Aj- + ny+cy + i>y4  4. — (2), 


J . 


Pour  y parvenir,  élevons  successivement  au  carré,  au  cube...  Jcs 
«leux  ineinhresdc  l’équation  (i)  ; il  vient  ' , 

' f:  1^'. 


•i  •• 


A 


^ ’ 4a.. 


f'  » 


U 


’*  . ■ V - • . .«'i  , v^..'  ....  ► ‘ ..•■■  ■ , - ;-.-j 

V:.  v;.v  ; -W 


I 


'■V.  ■■  ' 


l- 

, » 


. '■  '■  . '-  * 

' é 


(î6o 


MèrlXOOt  INTERSE  DES  .sÊHIBS. 


^*==a'.x*  + 2ai-'ï^*+ 

+ aac 


x++2ic  I x*  + . . . , 
-i-zad 


y’=aV  +3a*ijF^  x®+..., 

4*3a*c 

+4®^^^*  "h- • • » 


,^r 


\ .,'t  V, 

■ - 


V-  "I.-  . 


4 


♦'•  ■- 


d’oii , substituant  dans  l’équation  (2)  et  ordonnaut,  ' , 

+ . . . 

+ Bi» 

+ Ca' 


■4’'  fc*' 
î-  .*: 


o = Aa 


x + Ai  I x*+Ac 
■+■  Ba*  I + 2Bo6 


x»4-Atf 
+ Bi» 
+ aBoc 
+ 3Ca*b 
H-Do* 


’î- 


.\  ■ 


f-7l 


/ 

. • ^ 


Égalant  à o les  coefficiens  de  x,  x*,  x^,  ar^.  • • » on  obtient  les  *5 
équations  i ^ ^ ^ ,, 

Aa — I = 0,  Afr  + Bfl*  = o,  Ac  + 2B<2&  -i-Ca*=s  o 
Ad+B6* -f-2Bflc+3Cfl*6  + Da^=o. . . ^ 


desquelles  on  déduit  successivement 


I „ Ab  » I i-.  — Ac — 7.Bab  _o.b* — ac 

A=-,B=  2|â*  ^3 


D= 


a'  a' 

5abc — 5b^ — a*d 


!<* 


f.y  r'if  ■•''  , Ainsi  l’on  obtient  pour  le  déTcloppement  demandé,  , 

’*  • '.*>  t.*  A’T'  c * 

I > . , 5é* — 5aép4-o*«^  < . 

x=-.y 3 b.y*-i — .f ^ rr: 

a •'  a?  ■'  a®  y u-  „ ^ 


N.  B.  Si  l’on  a un  développement  de  la  forme 
^ =*+ax +6x* +ex*-l-. . 


ê ?='i  : 


» 

il  est  facile  de  s’assurer,  en  reprenant  la  niclbodc  préccdeule , 
,que  l’on  ne  peut  pas  développer  x suivant  les  puissances  delà 
fonction _y  elle*m6mc',  mais  on  peut  faircy — «=8, ce  qui  donne 


-,  'v'V 


f,  '■ 


t 

• ^ . il'  ■ * ■ ■'  • 


^ -i  ..-V  . •'A  '‘7'  •'  ■■  ‘ fe- . ..•  . 


-il'  ■'. . .•y.t' 


MéTIIOIIE  INVCBSF  DES  SÉRIES.  fi6l 

^ a5=ax'-f- 6^”  + . . 

PrvsRilt  eiisiiile  jr=  As  + B*’+ca^ , on  déterminera 

les  coelTiciciis  A , B,  C. . .j  après  quoi  l'on  remettra  pour  z sa 
valeur^— «,  et  alors  le  développement  de  x procédera  sui- 
vant les  puissances,  non  de  la  fonction  y,  mais  de  l’expres- 
sion y—»> 

438.  Applications.  Soit,  pour  premier  exempUjht  séiiG 


|HKions  x=  Aj'  -f-Bj'*  -I-  Cv^  + 

En  formant,  comme  ci-dessus,  les  diverses  puissances  dcjr 
et  sulislituant  leurs  valeurs  dans  la  seconde  identité,  on  obtient 
-les  équations  suivantes, 

A— 1=  OjA-+-B=o, A-t"  2B •+•  C=o, A-4-3B-^-3C-4-D=o, 
A4-4B-{-6C-f-4D = • • » ‘^0“  déduit  successi- 
vement . . • 


A fr  I',  B = — 1 , C = -f- 1,  D= — I,  E=-|-ï  • ■ 


Donc 


=>  — + y + • 


Et  en  effet , x + x*-l-x^  -H . • . est  une  série  récurrente  dont  la 


_ X . . 1,  * 

fraction  génératrice  est  (n*  ^ — r— ^ ; ainîi  1 ou  a_y= 


d’où  l’on  tire  x= — — — ; or  si  l’on  développe  cette  nouvelle 
» +J' 


expression  en  série  par  la  division,  on  trouvera 

x=^— jr*  . . 

Soit,  pour  seconde  application,  l’équation 
X ■ X* .x“  x' 


^ ^i~i.a  ^ 1.^.3  1.2. 3. 4 


dont  le  second  membre  n’est  autre  chose  que  le  dévclop|>emci)t 
de  (voyez  n"  235).  , 


' • J 


^ ) 

. . -V  .' 


-f  t . I.  ; ' ■ 4**,  ^ ’ 

^ 14. y M’: 

. , • 4-  >•:  V 

..■,^■*4',.  f . ‘ “ 

• 1-?-  ■ - 


! 


■H.  ■ 


r,‘  Ÿ 

Aai  j.  -i. 


■.i  - P' 


-V  * 


■V  , 


MÉTHOÜB  INVEIISE  liBS  SÉbICS. 

Posons  d’alKwl  ; d'où  il  rèsullc 


^ , X’ 

•■  ® — ■ + 

I I .a 


+ 


X» 


f--  » • 


% 

H' 


.a. 3 ^ I . a.3.4 

^ • 

Sf.it  X =j  Aa  4-H**  -f-  Ca’  4.  Dr*  + . . . . (2). 

^ ^ En  formant,  à I aide  de  l’identité  (1) , les  diverses  puissances 
«!e  s,  puis  substituant  leurs  valeurs  dans  l’identité  (2),  on  sera 
conduit  aux  équations  suivantes,  ^ 

A-iï=0’:i-i:B=o.|  + B+Gteo,4  4 ^ -f  -+D=o...; 

^ 0,  2412a  ’ 

d’où  l’on  déduit  ’ 'i- 


A=,.  B = _;,C=  + I.  D=-'.,X 


A* 


> 

' ^ donc , lu  dév'cloppcment  de  x en  a est , *' 
»•  '•  ^ ^ 


s Z-  Z9 

*=— r + r-T+-- 


>*  * . 


4*> 

A > 


ainsi  l’on  a pour  celui  de  x en  y 

x=y'- , - Lî:±i)! X.  Lrr-^_  ^ 

Observons  d’ailleurs  que  l’équation  donne  (p®  a35), 

dans  le  système  népérien,  x==  1'.  y ; donc 

■ I'  . 

^ ^ 4 

0 ■ 

Tel  est,  en  efiFet  (n®  235)-,  le  développement  en  série  du  loga- 
rithme naturel  d’un  nombre.  • 

La  méthode  inverse  des  séries  est  d’un  usage  peu  fréquent , 
parce  qu  il  est  difficile  de  . reconnaître  une  loi  de  formation  pour 
les  coefficiens , d apres  la  nature  des  calculs , et  l’on  est  souvent 
f.bligé  de  déterminer  un  grand  nombre  de  coefficiens,  avant  de 
j pouvoir  saisir  cette  loi. 


r iii^-  ibyCooglt 


i 


Vf 


I ' \ ' 

siilll)*  ïRIGOWOMÉTRUiU»*.  flb3 

N«us  Uîrnûlun’Ons  ce  c|ue  nous  arons  à dire  sur  cette  méÜiode« 

par  la  reinarqut  suivante  : 

Si  l’on  a une  équation  de  la  forme 

, . :=  a'x  ■+  6’x*  + c'x^  -f- . . . , 


ây  + Aj-*  + çj^  + . 


formée  par  deux  séries,  et  que  l’on  veuille  exprimer  ^ en  x 
par  une  série  telle  que  = Ai' + Bx*  + , il  faut, 

jM>m'  obtenir  A,  B,  C. . . , former  les  diverses  puissances,^*, 
yl,  y*.-. , , à l’aide  de  cette  dernière  équation,  puis  les  substi- 
tuer dans  la  première  j ce  qui  doiine^lors  une  équation  en  x , 
dont  ou’é^ale  sép.ircment  à o les  coefbciens. 

Mais  les  calculs  dans  lesquels  on  est  ainsi  entraîné , sont 
s turent  impraticables,  parce  que  les  coelliciens  A,  B,  C. . • • 
entrent  dans  les  équations  de  coudilioii,  à des  puissances  du 
degré  supérieur  au  second. 


§ IV.  Des  séiies  irigonojne'triques  ot  circulaires. 


Nous  terminerons  la  tbcoric  des  suites  par  la  rccberclie  du  dé- 
vdpiqkeiiiuntdes  trois  lignes  trigonométriques  principales,  sinx,^ 
ctwx,  tang  X,  suivant  les  diverses  puissances  de  l’arc  x , séries 
qui  servent  à U confection  des  tables  trigonométriques. 

43g.  J^ivelopptnient  de  sin  x et  de  cos  X.  Pour  y parvenir, 
nous  |>artiroas  de  la  formule 

' (eos  a -f- sin  o.'V^ — i )"  = cos  ma -f- sin  ma.  V/ — i, 

' f - 

démontrée  (n*  3g6). 

Si  l’on  développe , d’après  la  formule  du  binôme,  le  premier 
membre  dtf  cette  équation , il  est  aisé  de  voir  que  ce  dévelopin:- 
uieiit  se  Ciimposeia  de  deux  pjirlies  dislincles  : une  partie  réelle 
et  une  paille  àffeclèe  de  V— i.  Or,  pour  que  l’équatiqu^récé- 
dentc  puisse  exister,  il  faut  qu’il  y ait  séparément  égalité  entre 
les  parties  réelles  des'  deux  membres,  et  entre  les  deux  parties 


■ magiuaincs. 


Supposons  i^oqic  le  développement  «fiectué^  on  obliemli* 


■..V 


r 


: ■ . . ^ '.f 

'Ni-..  ' 

' |i..  1^- 


66j(  séries  trioonometeiqobs. 

les  lieux  nouvelles  équations 

m — 1 


cos  ma  = cos^a  — m.- 


• cos"  ’o.sin'R 


i — * "*  — ^ "* — ^ • i . 

.-4-m. . — = — . — — . cos  la-sin^fl , , • 

..*34  ’ ' 

• •'  "* — * — * - s • 1 . 

sinma=/n . cos"  'u.sina — m. . — - — .cos'"~'’a.sin-’a+... 

% 3 ' 

G.>s  formules  servent,  en  TrigonômétrU j à déterminer  le 
sinus  et  le  cosinus  des  arcs  multiples,  ma,  en  fonction  des 
sinus  et  cosinus  de  l’arc  simple  a;  mais  ou  peut  aussi  en  dé- 
duire les  valeurs  du  sinus  et  du  cosinus  d’un  arc  eu  fonction  de 
l’arc. 

44<>.  Observons  d’abord  que  l’on  peut  mettre  les  formules 
précédentes  sous  la  forme  1 

, co  s ma  = • • » 


cos”a 


(m-i  m-i  m-a  m-3  . > . \ 

I — m.— ^.tang*a-+-m  — j-. ^ .tang^a-etc.^, 

sin  ma  = cos"*a^m. tanga — m.— ^ . ^■^.tang^o  + - • 

en  vertu  de  la  relation  tanga=  si  le  rayon  s=  i. 

cos  a , 

X * 

Cela  posé,  faisons  ma  = X,  d’où  m = -~,  ces  formules  de- 
viennent > . 

cos  X = . ' 

_ / x-a  tanc’a  . x-a  x-aa  x-3a  tangua  . \ 

co8*a(  I— X. . — 2 — f-x. . . —7—.  — 2 etc.  ), 

\ a c .a  3 4 ' 

(tanga  x— a x — aa  tangua  . \ 

X. 2 X.' . — r — . — f h. ...  J. 

a a 3 a^  / ' 


Remarquons  actuellement  que  les  trois  quantités,  a,  x et  m 

étant  liées  par  la  relation  ma  = x,  ou  m = -,  on  peut  faire 

a 

varier  m et  a,  de  manière  que  leur  produit  x reste  ronsUtnt ; 


1 
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f 


■rt  • ' 


4^r 

i 
f ■ 
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sénlKS  TRiOONOMKTRIQUeS^  6l>5 

car  si  l’oii  |>rcn(1  pour  n,  par  exemple,  une  suite  de  valeurs 
tout-i-fail  arbitraires,  les  valeurs  de  rn  correspondatites  à ces 
valeurs  de  o et  à la  valeur  conslaule  de  x,  s’obtiendront  au 

X 
a' 


t 


i 

V*  \ 

•w. 


mojcn  de  la  relation  m = ~.  D’un  autre  côté,  l’on  sait,  d’après 

les  principes  de  Trigonométrie j que  plus  un  arc  a diminue,  plus 

il  approche  de  devenir  i^al  à son  sinus  et  à sa  tangente^  ce  qui 

. ^ , siu  O . lanea  , 

revient  a dire  que  U rapport  — ,ou  — ~ , tend  sans  cesse 

vers  1‘ unité  t et  que,  lorsqu’on  sup[iose  l’arc  moindre  qu’aucun 
arc  donné,  ce  rapport  ne  diilêre  de  l’unité  que  d’une  quantité 
moindre  qu’aucune  grandeur  donnée;  en  termes  algébriques , 
si  l’on  suppose  a = o,  il  en  résulte 


■r-1  > J 


•T  « 


f - i 

i .,1 


sin 


a tans  a , 

— = 2_  = I ± O =;:  I. 


D’après  ces  considérations  , faisons  up=  o,  dans  les  deux 
formules  ci-dessus;  les  premiers  membres  ne  cliangeront  |ias, 
puisque  l’on  suppose  x constant;  mais  les  seconds  membres 
deviendront 


J ■ 


cos" 


'■^2.3.4‘*  2.34.5.6 


..i-H. 


)- 


d’ailleurs  on  a coso  = i,  d’où  cos”o=i; 

' , » 
donc  eniin,  l’on  obtient 

X*  X* 


M 


4*v  / • r 

^4^,  • 


*■  • , f ii: 


V 

k • - 
> 


co  s X = 1 1 — -i  e e d ■ 

2 2.3.4  2. 3. 4. 5. O 


(A), 


8inx=x- 


2.3  "*"2. 3. 4-5  . 2.3.4'S.6.7 


....  (B). 


44  > • Pour  appliquer  ces  formules  à la  construction  des  tables 
tfigonométriques,  il  faut  supposer,  1°.  que  l’on  connaisse  le 
••apiKirt  w=  3,r4i5ç)26. . .'de  la  circonférence  au  diamclrc,ou 


■ ■_  *' 

.•"•'S: 


- : i i <1  ^ 


t .. 


.>• 


1~i 


: ï 


'i  X 


>V- 


f - 


. - -4.' 


riCli  COMIlN/tlStW  I(ES  s£iU£S  TKIGONUM^I'Rft^efi 

de  la  dciui-circonrcrcncc  au  rayon;  a“.  que  x représente  la 
(viifriifur  d’un  arc  d’un  certain  noniijrc  de  d«^rcS|  exprimée  au 
moyen  du  rayon. 

D’après  cela  , soit  proposé  de  déterminer  le  sinus  et  le  cosinus, 
de  1'  'arc  d’une  minute. 

Comme  la  demi-circonfé»-ence,  dont  le  rayon  est  i , a pour 
valeur  3,  i^iSgaS. , il  vient , pour  le  quart  de  circonféi'ence, 
,5-jo^yü3. . . , et  pour  l’arc  de  i’,  qui  est  le  loooo^""'  du  qua- 
drunsj  0,00015707963.  Il  suOll  donc  de  substituer  a la  place 
de  X , cette  valeur  dans  les  deux  formules  (A)  et  (U) , et  de 
calculer  les  deux  premiers  termes  seulement;  car  il  est  visible 
que  les  autres  seraient  cstrèiuciuent  petits.  On  peut  menre 
observer  «jue  les  termes  étant  allcmativeinunt  positifs  et  néga- 
tifs, l’erreur  comijjîsé' peut  s’estimer  (n®  i84)  par  le  premier 
des  termes  que  l’on  néglige. 

Prenons,  par  exemple,  le  premier  terme  x de  là  série  rcla- 
live  au  sinus,  pour  exprimer  siu  1';  l’erreur  commise 'lést 

moindre 

^ 5i.3  ■ - 


Or, 


On  a 


(0,0001579^. . .)^  < (0,60016)’,  ou  0,000000000004096; 

le  6*  de  cette  expression  .est  moindre°que  0,060000006001  ; 
donc  la  valeur  de  sin  i"nc  'diQêrc  pas  de  l’arc. lui-iiiémc,  dans 
Ici  douze  premiers  ebiffres  décimaux. 

- En  général,  tant  que  .r  sera  une  fraction,  Ce  qui  aura  tou- 
jours lieu  si  l’on  considère  un  arc  moindre  que  \é  huitième  de 
la  circonférence , ou  5o“,  les  deux  séries  seront  ti’fes  Convergimtcs  ; 
et  un  petit  nombre  de  Ig^nics  suffira  pour  donner  une  valeiv  très  , 
approchée  de  sinxet  îusx. 

> ^ i 

44^-  Les  séries  (A)  et  (B)  donnent  lieu  à des  conscqucnccs 
assez  impurtanlcs,  que  ii-ms  allons  déduire  successivement. 

P rtmitre  conséquence.  En  compaftint  ces  deux  séries  ,v 

-T 


Bh”. 


< 

>■ 


% 

AVBO  LES  sAcIBS  E\P0MENT1EU.E8.  • 

....(A)-, 


667 


X*  X* 

cos  X = I 1 5 — f 

■X  a. 3. 4 


sin  x=-x 5 + 


xr' 


X*  , xr*  ’ x‘ 
+•*  + — "I"  "t"  O / ' 

a 2 3 2.3.4 


2. 3^2. 3. 4. 5 

• ’ I. 

à celte  qui  donne  le  développement  de  (n®  235) , 

/ ^ ’ ' 

, < ti-*--  e*=l 

Ofi  voit  que  leur  gomme  p’’oduit  cette  dernière  série , aux  gigues 

près,  de  deux  en  deux  rangs;  mais  si  l’on  remplace  dans  celle- 

ci /Sf-^par  — J,  et  que  l’on  multiplie  les  deux  membres  de 

(B)  par  — I,  on  aura,  en  se  rappelant  que  les  diverses 

puissances  de  — 7I  sont  -f-  \/ — i,  — »,  \/  * >,  “I"  • > 

* 

V^-»— ~ — ^73  • V ■‘+^7374+- 


» donc,  ‘ 


= cos*-|-\/  — i.sinx.  , 


■ En  changeant  x en  — x , et  observant  que  cos  — x — cos  x , 
et  que  sin  — x= — sin  *,  on  trouverait  ' 

- e-**^^=COS* — \/ — l.sinx; 

^ t 4 

ce  qui  donne  enfin  in  nouvelle  formule  ^ 

=cosx  ± 1^— I .sin  X.  • . . (C). 

443.  Seçonde  conséquence.  Si , dans  la  formule  (C),  on  met  nx  ^ 
. à la  place  de  x,  n étant  un  nombre  réel  quelconque, ‘il  vient 

* V,  * • ' 

• «=="**’^ï=cos»Mf±:  V — i.sinn*; 

* *4 

d’un  autre  côté,  . 

ea:«V’^=^e=***’’'^)*  = (co3*±:  V' — i.sinx)"; 
donc  (cosx±;  sinx)*=oosn*±i  v/— «.sin/ix 


/ 


l'"  .V  .,  ;■■  '■  J lîlf 


siniEjt  nnrT)i.\inEs. 

Ainsi  In  rorimilc 


■# 


- -v^ 


% 

a.f> 


xd,  -, 


(cos  a,±sin  a.  y' — i)"  = côs  /?ta  + sin  iraaV^  — i , 


qui  n’nvait  été  «lê^ontr»»  (ii®  896)  que  dans  le  cas  où  m était 
un  nombre  entier  et  pusitii',  est  maintenant  vériüée  pour  un 
exposant  qnelconque. 

444-  Troixiime  conséquence.  La  formule  (C)  donne  encore 
en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  dans  lu  système  ' 
né|>érien , 

— * — I = r(cosx±.  — i.siux); 


d’où  séparant  les  deux  formules  contenues  dans  celle-éîj  et 
retranchant  la  seconde  de  la  première, 


2xV/  — I = 1' 
ou  bien , ux\/  — i =îT 


,,  cos  X ■ 


»/- 


I . sin  X 


cos  X — [/  — . ^in  X 
■ U-l-  V —1-  tang  X 
I — y — I . tang  X 


' / 


M Or,onatrouvo<n®23a)^i-ii^=2 


■«i  ' 


faisant  dans  cette  formule , — i . tang  x , on  obtient 


I • + — i.tangx  / tanR^oc  . tang^x  \.  / 


if  r.. 

't  . 

? . r I 


î -J 


donc  axi/  — i=2^tang*  — î^— -+-— 1^— 1 ; 

et  par  conséquent,  x = taugx — ^£PS_f  ^ ^ . .(D). 

O O 


, 3 

L-*  * - 

. ' y - 


ifl  : 


Cette  formule  donne  ^ valeur  cT un  arc  en  fonction  de  la 
tangente  de  cet  arc.  Donc , par  la  méthode  inverse  des  séries 
(n“  437)  , on  pourrait  développer  réciproquement  tang  x en 
fonction  de  x.  Mais  on  parvient  à ce  même  déveIop|>emcnt 
par  le  moyen  qui  suit  : on  a 


ï 


» 


I - •,  . 

J-»'-" 


.•3. 


J ■'  - ■* 

• . ■ 


•VT'  s . 


: 


. ù / -4 


1 


- î.  J 


Vt 


>» 
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ü6y 


...,,  « 


sin  X .y  • » 

tauCArr=: =sm  ar(l  — sin*  x)  , 

co  s flP 


I . • 3 . , 

ou  bien , lang  * = sin  * + - siirx  + g sin’x  -|-  • 


.<*■’  . -.l 

• _ 1 


.Lj-'- 


et  alors  tout  se  réduit  à remplacer  sin  x par  sa  râleur 


Y :■ 


' i. 

. r.. 


i 


*-r^  + 
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Nous  n’insistcroas  pas  davantage  sur  la  formation  de  cette 
nouvelle  série,  qui  ii’olTrc  aucun  intérêt,  et  dont  les coelFiciens 
ne  sont  assujettis  à aucune  loi  fixe- 

445.  Les  analystes  ont  fait  servir  la  formule  (D)  du  n®  pré- 
cédent à la  délermination  du  rapport  approché  de  la  circonfi- 
rence  au  diamètre.  Pour  que  cette  formule  puisse  être  utile,  il 
faut  que  l’arc  dont  on  cherche  la  valeur  soit  tout  au  plus  égal 
à So°,  puisque  l’on  a tang  5o®=  i. 

Cela  posé , soit  5o*  = m -j-  n , et  prenons  pour  m l’arc 

dont  la  tangente  est  égale  à ^ , auquel  cas  on  a,  d’après  la  for- 
mule (D), 


l 


'■h 


.'■Aa 

i >>•  * 


M 

i 


■Y  , . k 


“i 


> .i 
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série  très  convergente  dont  la  loi  est  manifeste 


D’ailleurs,  l’équation  56®=m-f-»:,  donne  n=5o® — os;  d’où 


.<V 


tang  5ü®  — tang  os * 4 i ^ * *1 

tang  n _ ^ ^ ^ ^ ^ . . . . ^ 

donc  en  appliquant  encore  la  formule  (D),  • . - 


■<  - 


3K 


3* 


3’ 


”““5— 3.5’*^  5.5»  7.5^ 


+.-• 


n ^ 

4 


{ aiusi  m-|-»  ou  l’arc  de  5o®,  est  leprésenté  par  la  somme  des 


deux  séries 


U. 


.i . 


' \ 


..J 


K- 


t ■ , 

-■  -i  , 


.»r  ^ 

if. 
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La  secomlc  de  ces  deux  séries  n’est  pas  très  conrerçcnle , et  il 
faudrait  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  obtenir  un  de-^ 
gré  d’approximation  suflisant. 

446.  Mais  on  peut  parvenir  « deux  autre*  airie*  beaticouft 
plu»  convergente*. 

Soit  V l’arc  dont  la  tangente  est  égale  à il  ca  résulte. 


3» 


3^^ 


3' 


5 3.5'^5.5»  7.5’ 


*’“5  3.5^‘ 


1 

'ÎTP' 


X'- 


Ü.O'  7.5’ 

Or, on  a,  d’aprfes  les  formules  trigouométriques , 

atanci/  5 atangai^  1 

tangat'  ^ — tang’t-^ta’  t — tang*a('  119’ 

Comme  cette  dernière  tangente  diffère  très  peu  de  runké,  on 
peut  déjà  conclure  (|ue  l’arc  différé  peu  de  5o“,  et  qu’ainsi  la 
tangente  de  4»' — 5o®  doit  être  une  fraction  très  petite. 

Cela  posé,  soit  *=4»^— 5o“, d’où  tang  * = tang(4»' — 5o*); 


il  ▼ient 
donc 


tang  4*^  — I * 
t.ing  « ^ ^2^  , 

I I . 1 


239  3 . z39^  S.aSg* 


S 


d’ailleur.s,  l’équation  » = 4*'  — donné  5o“  s= 

Mettant  dans  cette  expression  , à la  place  de  v et  de  a j leur.» 
Talenrs,  on  obtient 


5o*  = - 


3.23g’ 5.289^  i 


d’où  l'on  conclut  enfin  , pour  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre.onpour  lerapporldélademi-cireonférenceau  rayon. 


. i 


%’  a 


roNCT.usi(M< 


I 

sT»' 


7.5' 


r ' -r.7t 

; 

S.âSg'  5.a3g*  ' 1 

- 11  est  facile  «le  s^assuçer  que  les  quatre  premiers  termes  de  la 
première  série , et  les  deux  premiers  termes  de  la  seconde, 
donnent  la  valeur  de  îx  A 0,0000 1 près.  ?, 

<f47*  CoMCLOsioK  oèNÉBALE.  JEn  réllécliissant  sur  tout  ce  qiii, 
vient  d’être  dit  sur  les  séries  circul.iires  ou  trigonomélriques,' 
on  voit  le  parti  que  l’on  peut  tirer  de  l’emploi  «les  symboles 
imagin.aires , pour  résoudre  dej  questions  d’une  très  grande  uli-  ■ 
litê.  Comme , pour  parvenir  h ce  but , tm  étend  a des  expressions 
iniagîhaircs,  des  formules  qui  d’abord  n’.svaient  été  reconnues , 
Vraies  que  pour  des  quantités  réelles,  00  pourrait  être  tenté  de 
révoquer  en  doute  l’exactitude  des  résultats  auxquels  on 'est 
conduit;  cependant  si,  après  certaines  transformations,  on 
parvient  à des  expressions  déljarrassées  d’imaginaires,  qui  s’ac- 
cordent avec  celles  que  fournirait  un  raisonnement  strict  et  ri- 
goureux, ou  est  forc£,  d’admettre  la  légitimité  dos  moyens 
employés. 

Ceat  ainsi  que  les  analystes  out  lait  les  découvertes  les  plps  . 
importantes,  auxquelles  ou  ne  parviendrait  que  très  difficile- 
ment par  des  moyens  en  apparence  plus  salisfaîsans. 

La  méthode  suivie  pour  obtenir  les  expre^ions  de  sin  x et 
cosx,  offre  encore  l’exemple  d’ûn  raisonnepnent  qui  conduit 
promptement  au  but,  quoique  laissant  d’abord  un  peo.de  vagué 
dans  l’esprit.  • 

Pour  parvenir  i ces  expressions , on  suppose  que,  l’arc  a de- 
venant nnf,  le  rapport  se  réduit  « Au  premier  abdrdi 

on  a de  ht  peine  k concevpir.quc,  l'-irc  étant  nul,  il  puisse 
exister  un  rapport'èntre  l’arc  H sa  tangente , et  que  ce  rap- 
port soit  égal  à i mais  si , au  lieu  de  supposer  l’arc  tout-à- 
■ fartnul,  on  suppose  qu’il  ne  diOère  de  o que  d’une  quantité 
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extrêmement  petite , le  rapport  entre  la  tangente  et  l'arc  existe 
et  liiflëre  très  peu  de  l’unité  ; et  plus  l’arc  est  petit , moins  le 
rapport  dillère  de  l’unité.  D’où  l’on  peut  conclure , qu’à  la 
limite  de  décroissement  de  l’arc,  c’est-à-dire  lorsqu’on  a o=o, 

il  en  résulte  = 1.  L’exactitude  des  formules  auxquelles 

on  parvient  ainsi,  exactitude  qui  se  trmive  vérifiée  par  les  ap- 
plications que  l’on  en  fait  à la  détermination  des  sinus  et  cosinus 
de  certains  arcs , conGrme  aussi  l’exactitude  des  principes  qui 
y ont  conduit.  , 

La  considération  des  rapports  des  gratideurs  variables^  dans 
les  limites  de  leurs  accroissemens  ou  de  leurs  décroissemens, 
est  l’objet  de  V Analyse  infitùtésimale , nouvelle  brandie  des 
Mathématiques  à laquelle  la  théorie  des  séries  pCut  être  regar- 
dée comme  une  espèce  d’intixxluction.  ' 
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NOTE 


Sur  1rs  Polynômes  rationnels  et  entiers. 


PREMIÈRE  PARTIE- 

Démonstration  du  tliéorèma  énoncé  n®  aG5  (^). 

. 'Lüul  polynôme  premier  P (rationnel  et  entier)  çui  dU’ise 
exactement  le  produit  A X B deux  autres  polynômes  ration~ 
tiels  et  entiers  J doit  nécessairement  diviser  l’un  de  ces  poly- 
nômes. 

‘Ce  théorème  général  repose  sur  plusieurs  autres  propositions 
qui  n’ea  sont  que  des  cas  particuliers,  et  que  nous  allons  dé- 
. montrer  successivement. 

-4.  Premier  cas.  Soit  P un  nombre  premier,  A un  nombre’ 
|;nlier  quelconque,  B un  polynôme  rationnel  et  entier,  mais 
dépendant  d’une  seule  lettre  «,  c’est-à-dire  tel  que  l’on  ait 

* B'=c*"  + é«'’-'  + ci’— /; 

• {a , b , c,. . . . s,  t étant  des  nombres  entiers  quelconques  posi- 
tifs ou  négatifs). 

^ Comme  le  produit  A X B revient  à 

An.a"  Ah.»”-'  -f-  Ac.«"—  -}- -f  As.»  -f  At, 

et  que  P divise  par  hypothèse  ce  prorluit,  il  s’ensuit  nécessas- 
rement  ( n“  3o)  que  P doit  diviser  chacun  des  cocfTicicns. . . . 


(“'■  Cette  l'Irmonstreiion  m’a  été  comniiiniquec  par  un  ancien  «lève  de 
Lcfpbiitr  d,?  Konri'V. 
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Afl,  \h,  Ac,. . .As,  Af,  donc  il  faut  {ArUh.j  5*  édit.,  n®  i 33) 
que  P divise  A,  ou  bien,  chacun  de.s  nombres  a , b , c, . , .s , t, 
et  par  conséquent  P. 

IJ’où  l’on  peut  conclure  que  tout  nombre  premier  Pj  çuî  di~ 
fise  exactement  le  produit  A X B tée  deux  quantités^  dont  l’une 
A est  un  nombre  en  lier  quelconque,  et  V mitre  B un  polynôme 
rationuel'’el  entier,  dépendant  d’une  seule  lettre  et,  doit  diviser . 
A ou  B. 

?..  Second  cas.  Soient  P un  nombre  premier,  A et  B deux 
jiolj  nomes  rationnels  et  entiers,  dépendant  de  lâ  seule  lettre  », 
c'est-à-dire  tels  que  l’on  ait 

A = -f-. . . -f-  set  -1- < , 

B = a'»"'-'  -f  /»'«'•'—  -f- + /«  -f-  /'j 

(a,  b,  c . .s,  t,  a',  b',  c' . . .s',  i étant  des  nombres  entiers). 

Désignons  par  A'  l’ensemble  des  termes  de  A , dont  les  coelTi- 
ciens  renferment  le  facteur  P,  et  par  A*  l’ensemble  des  termes 
dont  les  coediciens  ne  sont  pas  divisibles  par  P;  il  en  résulte 

A=A'-f-À"...  (i) 

Soient  de  même  D'  et  B"  les  deux  parties  de  B,  dont  l’une  a 
tous  ses  coefiieiens  disisiblcs,  et  l’autre  ses  coediciens  non  divi- 
sibles par  P. 

On  a pareillement 

B = B'-f-B’...  (?). 

Multipliant  l’une  par  l’autre  les  égalités  (i)  et  (?),  on  obtient 

AB  = A'B'-f  A"B'-1-A'B"-1- A'ir...  (3). 

Cela  posé,  puisque,  par  bypotlièse,  P divise  chacun  des  coef- 
liciens  de  A'  et  B',  il  s’ensuit  que  P divise  les  trois  prcniicre.s 
parties  du  second  membre  de  l’égalité  (3);  «lonc,  pour  que  P 
divise  le  produit  AB,  il  faut  nécessairement  qu’il  divise  la  qua- 
trième partie  A“C".  Or,  je  dis  que  cette  dernière  division  e.st  im- 
possible ; car  désignons  par  b»',  t'a.’'  les  deux  termes  de  A”  et  B', 
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aiïectéj  (lu  plus  haut  exposant  de  « ; comme  leur  produit 
kh'  .m’’*'''  ne  peut  se  réduire  avec  les  autres  produits  partiels 
qui  entrent  dans  A"B",  il  faut  nécessairement  (n®  3o),  pour  que 
P divise  A"B*,  qu’il  divise  kk'\  ce  qui  est  absurde , puisque  le 
nombre  premier  P ne  divise  ni  h ni  k' . 

Le  seul  moyen  de  faire  cesser  l’absurdité,  est  de  supposer  A* 
ou  B"  égal  à o;  et  alors,  tous  les  termes  de  A ou  de  B étant 
divisibles  par  B , il  s’ensuit  que  A ou  B doit  être  divisible  par  P, 
pour  que  A X B soit  lui-méme  divisible  par  P. 

Donc  tout  nombre  premierVj  qui  dii>ise  exactement  U produit 
A X B cfe  deux  polynômes  rationnels  et  entiers^  duit  diviser  tous 
les  coejpciens  de  l’un  de  ces  polynômes^  et  par  conséquent  ce 
polynôme. 

3.  TnoisiÈME  CAS.  Soient  A un  nombre  entier  quelconque, 
B un  polynôme  rationnel  et  entier  dépendant  de  la  seule  lettre  «, 
P un  polynôme  premier,  de  meme  nature  que  B. 

Puisque,  par  hypothèse , le  produit  A X B est  divisible  par  P, 

on  a l’égalité  AxB  = PxQ-..  (t) 

* 

(Q  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique). 
Décomposons  le  nombre  A dans  ses  facteurs  premiers,  et  soit 

A =/.f  yt") 

(plusieurs  de  ces  facteurs  pouvant  être  ^aux);  l’égalité  ,(i) 
devient 

/./.y'....yx.).B=PxQ.  . W; 

d’où  divisant  les  deux  membres  par/", 

ür,  le  premier  membre  de  celle-ci  étant  une  quantité  ration- 
nelle et  eutière,  il  doit  en  être  de  même  du  second  membre; 
mais  f est  un  nombre  premier  qui  ne  peut  diviser  P,  puisque  P 
est  premier;  donc,  en  vertu  du  se(»nd  cas,  J"  doit  diviser  Q;  et 
l’on  a Q=yxQ’  (Q’  étant  une  quantité  entière);  d’où 
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substituant  dans  l’égalitc  (a)  et  divisant  pEr/, 

/C").B=  P xQ'....  (3). 

Raisonnant  sur  celte  égalité  conrnie  sur  l’égalité  (a),  on  recon- 
naîtra de  môme  que  Q.'  =f  X Q."  (Q"  étant  une  quantité  en- 
tière); d’où  substituant  dans  (3)  et  divisant  par/"', 

/'./•.../C").B  = PxQ".  ..(4); 

et  ainsi  de  suite.  Donc,  après  avoir  supprimé  snceessivement 
tous  les  facteurs  y, y’, on  parviendra  onfin  à une  éga- 
lité de  la  forme 

' B = P X 

QC*+0  étant  une  quantité  entière,  numérique  ou  algébrique;  ce 
qui  démontre  que  B est  divisible  par  P. 

Ainsi,  polynôme  premier  ( rationnel  et  entier)  dépendant 
d’une  seule  lettre  u,  qui  divise  exactement  le  produit  A X B 
d’un  nombre  entier  quelconque  par  un  polynomo  rationnel  et 
entier  dépendant  de  la  même  lettre  »,  doit  diviser  ce  dernier 
polynôme. 

4-  Qoatbième  cas.  Soient  iV,  B deux  polynômes  rationnels  et 
entiers  dépendant  d’une  seule  lettre  «,  et  P un  polynôme  pre- 
mier de  même  nature. 

Supposons  que  A ne  soit  pas  divisible  par  P,  et  en  admettant 
d’ailleurs  que  A soit  de  degré  plus  élevé  que  P,divisons  A par  P, 
en  poussant  la  division  ju.squ’à  ce  qu’on  parvienne  à un  reste  de 
degré  moindre  que  P;  mais  afin  d’obtenir  au  quotient  descoef- 
ficicns  entiers,  multiplions  d’abord  A par  un  nombre  conve- 
nable rn. (Ce  nombre  a généralement  pour  valeur  le  multiple  le 
plus  simple  ^des  dénominateurs  des  cocBicicns  fractionnaires 
auxquels  on  parviendrait,  si  l’on  n’cITectuait  pas  cette  prépa- 
ration. ) Désignons  enlin  par  Q le  quotient  de  la  division , et  par 
Il  le  reste;  on  a l’égalité 

m..\  = PXQ-fB...  (i). 

R doit  être  supp-osé  dilférent  de  o , car  autrement  il  s’ensuivrait 
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que  P diviserait  h».  A.  et  par  conséquent  A,  en  vertu  du  3' cas, 
ce  qui  serait  contre  la  sup|'osition  ci-dessns. 

Cela  posé  multiplions  par  B,  et  divisons  par  P les  deux  mem- 
bres de  l’égalité  (i)i  il  vient 


m.  A X B 
P 


= BXQ 


, BxR 
^“P~- 


Or  P devant , par  hypothèse , diviser  A X B , et  par  conséquent 
m.  A X B , il  faut  nécessairement  que  P divise  aussi  B X B ; et 
si  R est  un  nombre  entier  quelconque,  la  proposition  est  dé- 
montrée, puisque  P,  divisant  BxR,  doit  diviser  B,  en  vertu  du 
3*  cas. 

Mais  supposons  que  R soit  dépendant  de  »,  et  divisons  P ]>ar 
R,  après  avoir  toutefois  introduit  dans  P un  facteur  numé- 
rique ni  propre  à donner  au  quotient  de.s  cocfficiens  entiers; 
il  vient  encore 

m'.P  =R  X Q’ -f- R’.  • • (3). 

R'  doit  être  différent  de  o;  car  si  l’on  avait  R'  = o , il  s’ensuit 
vrait  que  R diviserait  m . P,  et  par  conséquent  que  tous  les  fac- 
teurs premiers  algébriques  de  R diviseraient  P,  cc  qui  est  im- 
possible, ])uisquc  P est  premier. 

Multiplions  par  B et  divi.sons  par  P les  deux  membres  de 
l’égalité  (2);  il  vient 

, „ BXRXQ'  . BXR' 

+ — p—  . 

égalité  qui  prouve  que  la  divisibilité  de  B X R par  P entraîne 
celle  de  B X R'  par  P.  Si  R'  est  indépendant  de  la  proposi- 
tion est  démontrée,  puisque  P divisant  B X R' doit  diviser  B, 
d’après  le  3“  cas.  , 

Mais  supposons  R'  dépendant  de  a,  et  continuons  de  diviser 

P par  R',  j)ar  R" et  ainsi  de  suite.  On  parviendra  bientôt  à 

un  reste  1U”5  indépendant  de  »,  et  tel  que  BX  R^"5  sera  divi- 
sible par  P.  Donc  enfin  B lui-meme  est  divisible  par  P. 

(Dans  le  cas  où  l’on  aurait  P de  degré  plus  élevé  que  A,  ou 
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(livisrrnit  P ]>or  A,  puis  P |>«r  R,  IP,  cl  les  rulsurmeniciis 
seraient  absolument  les  mêmes.  ) 

Ainsi , dès  qu’uu  polynôme  premier  P ( rationnel  cl  entier)  , 
dépendant  d’une  seule  lettre  ce , difise  exactement  le  produit 
A X B deux  polynômes  rationnels  et  entiers  qui  ne  dépendent 
que  de  la  même  lettre  m^on  peut  conclure  que  P dwisf  exactement 
A ou  B. 

5.  Il  est  maintenant  bien  facile  de  généraliser  la  proposition  \ 
car  en  supposant  que  les  trois  polynômes  A , B,  P puissent  ren- 
fermer lès  deux  lettres  et,  6 , ou  pourra  établir  les  quatre  nou- 
veaux cas  : 

1®.  P est  un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dé- 
))cndant  de  la  seule  lettre  «,  A un  nombre  entier  quelconque, 
ou  un  polynôme  rationnel  et  entier  dépendanfde  la  seule  lettre 
«,  et  B un  polynôme  rationnel  et  entier,  renfermant  les  deux 
lettres  «,  S-, 

2“.  P un  nombre  premier,  ou  un  polynôme  premier  dc|)en- 
’dant  d’une  seule  lettre  «e  ,^et  A,  B deux  polynômes  rationnels 
et  entiers,  renfermant  les  deux  lettres  a-,  S; 

3®.  A un  nombre  entier  quelconque,  ou  un  polynôme  ra- 
tionnel et  entier,  dépendant  d’une  seule  lettre  «,  et  B,  P deux 
polynômes  rationnelset  entiers , renfermant  les  deux  lettres  <z,  (T, 
mais  P un  polynôme  premier  j 

4®i  Enfin,  A,  B,  P trois  polynômes  renfermant  les  deux 
lettres  c,  C.  ws’i  P un  polynôme  premier. 

Si  l’oii  applique  à cliacunedc  ces  hypothèses  des  rai.soniiemens 
analogues  à ceux  qui  ont  été  établis  (n°*  i , a , 3, 4),  on  par- 
viendra àcctlc  nou\eilc  projsositiou,  que  tout pelynome premier 
P (rationnel  et  entier)  dépendant  de  deux  lettres  et,  C,  qui  dt- 
rise  le  produit  A X B f/e  deux  polynômes  renfermant  les  deux 
mêmes  lettres j diyise  nécessairement  l’un  des  polynômes. 

La  pro|K>sition  étant  reconnue  vraie,  dans  le  cas  de  deux 
lettres,  on  peut  ensuite  l’étemh'e  au  cas  de  trois  ^ quatre  j etc., 
lettres;  donc  elle  est  vraie  généralement. 

G.  Ou  en  déduit  iinnicdiatcment , i“.  qii«'  tout  polynôme  j>ie~ 
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fuier  P qui  divise  A’j  doit  diviser  A,  puisque  l’on  a A’=AXA. 
,De  même,  P ne  peut  diijser  A^. . . A™,  sans  diviser  A. 

2®.  Que  si  deux  polynômes  rationnels  et  entiers  A B sont 
premiers  entre  eux  , il  en  est  de  meme  de  leurs  puissances  A”  et 
B"*',  car  tout  facteur  premier,  commun  à A”*  et  B"',  devrait 
aussi  diviser  A et  B,  ce  qui  serait  contre  l’hypotliès'e. 

"J,  En  reiléchissant  sur  la  proposition  principale  et  sur  toutes 
celles  qui  constituent  la  théorie  du  plus  grand  commun  divi- 
seur, entre  deux  polynômes  rationnels  et  entiers,  on  peut  re- 
marquer qu’elles  ne  supposent  que  les  quatre  premières  opéra- 
tions de  l’Algèbre.  Ainsi  nous  aurions  pu,  à la  rigueur,  placer 
cette  théorie  tout  entière  dans  le  premier  chapitre,  ce  qui  eût 
semblé  plus  naturel;  mais  les  raisonnemens  étant  d’une  nature 
trop  akstraite  pour  des  commençans,  il  nous  a paru  préférable 
de  la  renvoyer  au  chapitre  où  l’on  en  fait  un  plus  fréquent 
usage. 


J SECOND  K EAnXIE, 

y' 

Sur  la  décomposition  d’un  pnljnome  rationnel  et 
entier  en  scs  facteurs  premiers. 

Clairauit  est  le  seul  auteur  qui , dans  ses  Élêmens  d'AlgèLrc^. 
ait  traité  cette  question;  mais  sa  méthode,  peu  commode  dans 
la  pratique,  n’est  pas  assez  générale.  Celle  que  nous  allons  ex- 
poser a l’avantage  de  s’appliquer  à toute  espèce  de  polynômes 
rationnel  et  entiers,  et  se  lie  d’ailleurs  immédiatement  à la 
méthode  des  racines  commcnsurables  des  é(juations  numériques. 

Nous  démontrerons  avant  tout  un  nouveau  principe  sur 
lequel  noos  aurons  à nous  appuver. 

8.  On  a vu  ( n°  25i  ) que,  toutes  les  fois  cju’une  fonction 
entière  de  x peut  être  rendue  nulle  par  une  valeur  quelconque 
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x=a,  le  binôme  x — a est  un  (li\iseur  relatif  du  polvnome 
proposé. 

Soit  maintenant  X un  polynomerationnel  et  entier  de  la  forme 

Ax”  + Bx"""'  + Cx”~’  + . . . J . + Mx-t^N, 

(A,  B,  C,  . . . .M,  N étant  des  quantités  entières,  numériques 
ou  algébriques);  et  sup|iosons  qu’une  valeur  rationnelle,  mais 

fractionnaire  et  irréductible,  x = ^.,  jouisse  de  la  propriété  de 

rendre  nul  le  polvnome  X.  Je  dis  que  ce  polynôme  est  aussi  di- 
visible exactement  par  Cx' — aj  le  mot  divisible  étant  pris  ici 
dans  le  sons  de  la  division  algébrique  ordinaire  ( u"  aSg  ).  On 
doit  toutefois  supposer  it  et  f premiers  entre  eux,  et  s’ils  ne 
l’étaient  pas,  il  faudrait  commencer  par  supprimer  le  facteur 

commun  dans  les  deux  termes  de  la  fraction 

En  efl'et,  il  résulte  d’abord  de  ce  qui  a été  dit  n“  aSi , que  le 

quotient  de  la  division  de  X par  x — *,  est  exact  et  égal  à 

Ax"-  + . ^ + b)x-”-  + ^A . + B . ? + + . . . . 

+ A.g;;;:;:  + M; 

en  sorte  que,  si  l’on  appelle  Q ce  quotient,  on  a 

x=(^-j>Q C), 

Qétant  un  polvnome  de  forme  fractionnaire,  mais  dont  tous  les 
dénominateurs  sont  facteurs  de  C™"'. 

Cela  posé,  multiplions  les  deux  membres  de  l’égalité  (i)  par 
C™;  il  vient  iXC"'  = (Cx  — a).Q.C"'~';  et  il  est  évident  que 
peut  être  considéré  comme  un  polynôme  rationnel  et  en- 

lier,  ainsi  que  sa  valeur  — . Mais  Cx  — a est  un  polynôme 

premier  qui  ne  peut  diviser  le  facteur  C",  puisque  ce  facteur 


SEtU.NUK  PAUME. 
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esl  imlt'pontlanl  de  .r  ; donc  («o/c  n"  3)  ÎN  lui-niêinc  esl  div.- 
sible  par  Cx  — »,  et  l'on  a 

N = (fr-i)Q'....  (2), 


Q'  étant  un  polynôme  rationnel  et  entier,  c.  ÿ.  f.  d. 

N.  B.  Comme  l’égalité  (i)  revient  à N = (^x  — «)y,on 
obtient  en  la  comparant  avec  l’égalité  (2), 


§=Q',  d’où  Q=Q'.C; 

ce  qui  démontre  que  le  quotient  Q , que  nous  avions  dit  être  de 
forme  fractionnaire,  est  réellement  lui-même  un  poly  nôme  en- 
tier et  tel  que  b est  facteur  commun  à tous  ses  coefDciens. 

C’est  sur  ce  principe  que  s’appuie  ce  qui  a été  dit  n“  2^41 
ainsi  que  la  détermination  des  facteurs  du  premier  degré  de  la 
forme  /rex  + n pour  les  équations  numériques.  i^Vuyez  les  exer- 
cices donnés  à la  liu  du  n°  336.) 

9.  Passons  actuellement  à la  recherche  des  facteurs  premiers 
d’un  polynôme  rationnel  et  entier. 

Considérons,  en  premier  lieu,  un  polynorae  de  la  forme 

a"  4.  Pa"— ^ Qu" -»  4. + Ta-f-U (i), 

I 

(P,Q,....T,U  désignant  des  quantités  algébriques  entières). 

Il  est  facile  de  démontrer , comme  on  l’a  fait  n“  333,  qu’au- 
cune expression  rationnelle  fractionnaire  ^ (qu’on  peut  tou- 


jours supposer  irtèducùhle) , substituée  à la  place  de  a , ne  peut 
rendre  nul  le  polynouic  proposé. 

Supposons  en  elTet  qu’on  puisse  avoir 


+ 


4-T‘-|-U  = o; 


si  l’on  multiplie  par  ' et  qu’on  transpose  tous  les  termes  à 
l’exception  du  premier,  il  vient 
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égalité  évidcramcnt  absurde  j car  le  second  membre  est  un  ^lo- 
^lynome  rationnel  et  entier,  tandis  que  le  premier  est  essentiel- 
lement fractionuaire  {note  ii“  6). 

Soit  en' second  lieu  un  poljnoine  rationnel  et  entier,  tel  <iue 


hoT  + + Ma  + N. 

Égalons  ce  polynôme  à o , et  posons  (n°  280)  o = — ; 011  troinc 

apres  la  disparition  des  dénominateurs, 

c'"-f  Ba""-'-}-C.  A.a""-'‘-+-DA*.a'"’-’-f- N.A'"-'^©, 


équation  dont  le  premier  membre  est  de  même  forme  que  le 
polyuome  (1)  et  qui,  si  elle  admet  des  valeurs  rationnelles 
pour  U,  ne  peut  en  admettre  que  A’entiires. 

Désignons  par  p,  p',p",  les  differentes  racines  entières  de 
cette  équation  ; les  racines  correspondantes  de  l’équation 


Aa"  -4-. . . .-f-  M«-^N  = 0, 


seront  ^ Or,  parmi  celles-ci , les  unes  peuvent 

être  entières  et  représentées  par  a,  ....  les  autres  fraction- 

t ^ ,M  fit  r 

nairos  et  cspnniecs  par  - , — , , ft  et  y,  fe  et  y 

y y 

iXaxiX. premiers  entre  eux). 

Par  conséquent , les  diviseurs  rationnels  et  entiers , du  i*’’  de- 
gré par  rapport  a a,  du  polynôme  proposé,  seront 

a — 4,  a — et',....  et  ya — C,  y a — Q' 

Il  suit  de  là  que  la  recberebe  des  diviseurs  entiers  du  1*'  de- 
gré par  rapport  à l’une  des  lettres  <|ui  entrent  dans  un  poly- 
nôme donné, est  ramenée  à la  recberebe  des  facteurs  de  la  forme 
ti — K,  K étant  une  quantité  entière,  positive  ou  négative, 
numérique  ou  algébriipic;  et  pour  obtenir  ces  facteurs,  il 
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sulFitde  savoir  nisoudri'  en  quanllti's  entières  une  ùjuatiua  de 
la  forme 

a”  + Pa““'  + Qa"*~*  + + i u U = o ; 

P»  Q T,  U étant  des  quantités  algébriques  entières.  ' 

•La  méthode  établie  (n°  334)  pour  résoudre  en  nombres  cn- 
t'crs  une  équation  numérique  de  même  forme,  est  applicable  en 
tous  points  au  cas  dont  nous  nous  occupons  ici.  U suffit  donc  de 
se  reporter  à ce  numéro , pour  se  former  une  idée  de  la  marche 
qu’il  faut  suivre  à l’égard  d’un  poljnome  rationnel  et  entier, 
quelque  compliqué  qu’il  soit.  Nous  nous  bornerons  à quelques 
remarques  générales. 

JO.  Première  remarque.  L’application  de  1a  méthode  suppo- 
saut  que  le  dernier  terme  du  polynôme  ordonné  est  décomposé 
^ dans  ses  facteurs  premiers,  il  .semble  au  premier  abord  qu’on 
soit  conduit  à une  péiuion  de  principe i mais  observons , l“.  que 
ce  dernier  terme  est  plus  simple  que  le  polynôme  proposé  ; 
2“.  que,  dans  tous  les  cas,  il  renferme  une  lettre  de  moins 
que  ce  polynôme. 

Ainsi,  en  admettant  d’alwrd  que  le  jiolynome  ne  renferme 
qu’^/.^e  seule  lettre,  le  dernier  terme  est  numérique,  et  l’on 
.sait  déjà  trouver  tous  les  diviseurs  d’un  nombre. 

Si  le  polynôme  renferme  deux  lettres  et  qu’on  l’ordonne  par 
rapport  à l’une  d’elles,  le  dernier  terme  n’est  plus  fonction  que 
d’une  seule  lettre,  et  l’on  est  censé  savoir  déterminer  tous  les 
diviseurs  entiers  d’un  polynôme  d’une  seule  lettre. 

Si  le  polynôme  renferme  trois  lettres,  le  dernier  terme  n’en 
renferme^que  deux;  et  ainsi  de  suite. 

II.  Seconde  remarque.  Lorsque  le  polynôme  ]^roposé  est  tel 
que  le  coefficient  de  la  plus  haute  puis^^ance  de  la  lettre  princi- 
pale est  différent  de  l’unité,  comme  il  faut  avoir  recours  à la 
transformation  du  n°  280,  pour  rendre  ce  coefficient  égal  à i , 
et  que  cette  opération  donne  lieu,  en  général,  à de  nouveaux 
coeffîciens  très  compliqués,  il  convient  d’appliquer  d’abord  la 
méthode  au  polynôme  lui -même,  de  la  manière  indiquée 
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II®  337.. Par  ce  moyen,  on  oblieiit  tous  les  facteurs  premiers 
de  la  forme  a — après  quoi  l’on  divise  le  jmlynome  pro- 
pose par  le  produit  de  tous  ces  fadeurs,  cl  la  question  se 
réduit  à déicrmiger  tous  les  facteurs,  tels  que  ya  — C,  du 
polynome-quolienl. 

12.  T/oisième  retnarque.  Dans  la  même  circonstance,  il  coii- 
vient  encore  de  s’assurer  si  les  coefliciens  des  diverses  puis- 
sances de  la  lettre  principale  n’auraient  pas  un  commun  di- 
viseur (n“  271),  parce  que  s’il  en  existait  un , on  le  supprimerait, 
et  l’on  opérerait  ensuite  sur  le  polynôme  résultant  de  cette  su[i- 
pression. 

Le  facteur  supprimé  pourrait  lui-même  être  un  polynôme 
décomposable , et  ses  facteurs  premiers  seraient  les.  facteurs 
indépendans  de  la  lettre  principale. 

13.  Qualrième  et  dernière  remarque.  Toutes  les  fois  que 
le  dernier  terme  renferme  comme  facteurs  des  monomes  lit- 
téraux, tels  que  i,  6^,....  c,  t*....,  il  est  plus  simple  de  substi- 
tuer immédiatement  ces  quantités  prises  avec  le  signe  -f-  , puis 
avec  le  signe  — , dans  le  polynôme,  parce  que  le  résultat 
de  cette  substitution  est  un  polynôme  tout  développé. 

Celles  de  ces  quantités  qui  jouissent  de  la  propriété  de 
rendre  nul  le  polynôme  , sont  reconnues  racines.  C’est  la 
même  règle  que  pour  -f-  1 et  — i , par  rapport  aux  équa- 
tiuns  iiuméri(|ues. 

I.es  exemples  suivans  é’clairciroiit  ces  différentes  remarque!^. 


»"■  EXEMFIX. 

1 4.  2fT*  a^b  --f-  c*6”  -f-  ab^  — b*. 

Égalons  ce  polynôme  à o,  après  l’avoir  ordonné  j U vient 
2n-f  -J-  ba^  -f-  b‘a‘  -f-  b^a  — b^=  o. 

Conformément  à la  remarque  du  n“  1 1 , cherebons  d’almnl 
les  diviseurs  tels  que  a — «. 

Or,  les  diviseurs  de  b^  étant  b,  P,  P,  il  faudrait  essayer 
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cns  diviseurs  tant  avec  le  signe  -4"  qu’avec  le  signe  — , et , pour 
cela,  les  suLsliluer  à la  place  de  a dans  l’cqualion  ; mais  connue 
le  polynôme  proposé  est  homogène  n“  1 1) , il  est  évident 

cjuf!  6’,  substitué  à la  place <Ic  a,  donnerait  pour  2o*  un  terme  de 
plus  haut  degré  que  tous  les  autres,  et  qui  , par  conséquent, 
ne  pourrait  être  détruit.  Mèrae  raisonnement  par  rapport  à 
f et  6*.  Ainsi , U n’y  a lieu  à essayer  que  les  diviseurs  + ^ 
et  — h. 

Or,  le  dernier  seul  donne,  par  sa  substitution  , 
ait — — it  = o; 


donc  — h est  racine  de  l’équation,  et  par  conséquent  a — ( — i) 
ou  a-{-  b est  diviseur  du  polynôme  proposé. 

Divisant  ce  polyiiome  par  a + et  égalant  le  quotient  à o, 
on  trouve  i > 

10?  — ia*  -|-  ib’a  — i'  ~ o. 

On  pourrait  actuellement  faire  disparaître  le  coeDlcieut  de 
£ 

a’,  en  posant  a=-,  puis  opérer  sur  l’équation  résultante 

comme  sur  la  proposée;  mais  si  l’on  rapproche  le  i"  et  le 
3'  termes,  le  a*  et  le  4*  termes,  on  reconnaît  de  suite  que 
l’équation  revient  à 

aa^o^-f-i*)  — i(a*  4'i’)==o,  PU  (aa  — i)  (a’+i*)  = o. 


Doue  eiiQn  le  polynôme  proposé  est  égal  à 

. ' ■ {a  + b){ia  — b)  (a*  + b‘)  ; 

ce  qui  cTuiine  deux  facteurs  du  premier  degré  et  un  facteur  du 
second  degré. 

^i5.  Dans  cet  exemple,  comme  dans  tous  ceux  où  le  po- 
lynôme est  homogène  et  composé  de  deux  lettres  seulement, 
on  peut  ramener  la  résolution  de  J’équation  à celle  d’une 
équation  numérique. 

•Soit , en  elTct , l’équation  générale 
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Ao^-f  B6a"’"'  + Ci“a’"~*4"' . . + + Ni"  = o, 

(A’,  B,  C,...  M,  N êlaiit  dus  nombres  entiers). 

Si  l’on  pose  i = a=bx,  il  vient 

Ai" j"'  + Bi"x"“‘  + CiV"*  4- . . . + Mi"j:  + Ni"  = o , 

ou  supprimant,  pour  le  moment,  le  facteur  i“,  • 

Ax"4-  Bx"-‘4-Cx"-*+. . . + Mx-t-N  = o, 

é(|ualion  numérique  qu’il  ne  s’agit  plus  que  de  résoudre  en 
nombres  commensurables.  Ces  valeurs  étant  suljstituées  daus 
la  relation  « = i.r , donnent  les  valeurs  de  a correspon- 
dantes, et , par  suite,  les  diviseurs  de  la  forme  a — «,  ou 

ya  — Q. 

Ainsi,  soit  fait  dans  l’équation  relative  à l’evemple  ci-des- 
sus, a—bx-,  il  vient 

i*(2  c<  X-’  4"  •3'^*  + — i)  = o. 

» 

Le  facteur  entre  parenthèses  étant  égalé  à zéro  et  résolu, 
on  trouve  les  deux  racines 


d’où  a = — b ou  a4-^  = o, 

^ A 

et  n = -,  ou  azi  — o = o. 


2°  EXEMPLE. 

i6.  a* — (i4-£')a^*  (_b‘‘-3bc)a*-^{b^-b^c-bc')a—b^c  -\-b^c’=  o . 

Le  dernier  terme  — i’c4-  i’t*  revient  à iV( — i f Ol  ce 
qui  donne  pour  les  diviseurs  simples, 

i,  c,  — i4-f>  b — c,  — f.  — b. 
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11  u'y  a lien  d’ailleurs  à essayer  que  ces  diviseurs,  puisque 
le  polynôme  est  homogène;  car  A’  ou  bc , par  exemple,  rnis 
à la  place  de  a dans  l’équation,  donnerait  b*  ou  6'c^,  quan- 
tité d’un  degré  supérieure  à Routes  les  autres,  et  qui,  par 
conséquent,  ne  pourrait  pas  être  détruite.  • 

En  faisant  successivement  a— b,  — b,c, — c,  on  recon- 
isail  que  b seul  vérilie  l’équation.  Ainsi  déjà  , a — h est  un 
d»^s  diviseurs  cherchés. 

Il  reste  maintenant  à appliquer  la  méthode  du  n°  334  aux 
deux  facteurs  — A c , b — c. 

■ — A-l-c,  b — c* 

-f-  AV — AV- 

A’  — bc'  ■+•  A’  — aAV  — bc' 

— A*  — bc  » 

— aA’  -f-  aAc 
-J-  aA 
-|-  A — c 

— I. 

Considérons  d’abord  le  facteur  — b -f-c.  Après  avoir  divisé 
le  dernier  terme  par  ce  facteur,  ce  qui  donne  -f-  b'c  pour  quo- 
tient, on  ajoute  à ce  quotient  le  coefTicient  de  a‘,  et  l’on  obtient 
pour  somme  , P — bc'. 

Divisant  P — bc'  par  — b + c,on  a pour  nouveau  quotient 
— b'  — bc , qui , ajouté  au  coefficient  de  a',  donne  jviur  somme 

— 2A’-j-2Ac.  ^ 

. Divisant  — 2A*  -f-  zbc  par  — A -j-  c,  on  obtient  -f-  2A  , quo- 
tient qui , ajouté  au  coefficient  de  P,  donne  pour  somme 

-f-*  A — f.  • 

Divisant  enfin  -{-A  — c par — A-f-c,on  trouve  pour  quo- 
tient — I . Donc  — A -f-  c est  racine. 

En  appliquant  la  méthode  au  second  diviseur  A — c , on 
obtient  pour  la  première  somme,  P — 2pc — bc',  quantité 


r>88  NOTE.  , ^ ' 

(jul  n’cst  [»as  iVivisi))!c  p;ir  b — c.  Ainsi  b — c tloit  être 
rejeté.  , ' ' ' 

Il  résulte  de  là  (jue  les  seuls  diviseurs  entiers , et  du  pre- 
mier degré  , du  polynôme  proposé  j sont  a — b et  a -j-  i — c. 
Divisant  ce  polyjionie  par  le^produit 

(a  — 6)  (<j  -j-  è — c)  ou  a’  — ac  — b'  j)c  , 
on  a pour  quotient , . «’ — ba-\-b%:. 


» ■>  i 


3*  l'.XEMri-E. 


1 7.'  2n*-l-(A-l-3<)a*—  (7/»’ — 26c — c’)û* — 2(é’7^3i*c)a_-+-. , . 

• »■  , — 4^^^  — 2i*c’=o...  (1).  r ' 

'■  Le  dernier  terme  revient  à 2Ô’(3é” — 2bc  — c“)  ; or,  il  est 
aisé  de  reconnaître  que  l’iiypothèse  b~  c rend  nul  le  facteur 
entre  parcnlliéses  j donc  ce  dernier  terme  est  divisible  par 
b — c,  et  l’on  trouve  ' 

r. 

, 66<  — 4^^^^ — 2Z»’c*  = 2i*(6  — c)  (36 

En  appliquant  la  méthode  à chacun  des  dirisenrs  simples 
6,  b — c,  3i-f-c,  — 3b  — c,  -^b  + c,  —b,  ■ ■' 

ou  2b,  2{b — c),  2(3ô-t-c),  —2(3b-fi);  — 2( — b-f-c),  — 2b, 

• * * * * *^  "* 

’ On  reconnaît  que  b — c seul  satisfait  à toyites  les  conditions.  « 

Ainsi  l’on  a . « 

■'  a — b — c,  d’on  a — 6-i|-'c  = o. 

^ Divisant  le  polynonie  proposé  par  a — i -}-c,  on  ohtiei'.t 
pour  quotient , ^ , 

20^ -f- (3i  + ()(;• — t\h'-.a — Gb^  — ab^c...  (2). 

' a * 

Poson.s , dans  ec  nouveau  polvnonKî  ( u ::ï;  — ; 

I . V J 
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n Tient  a’’  + (36  + c)a'*— 8&*.a  — 8iV...  (3). 
Or,  le  dernier  terme  reTient  à 

— 86*(36  + c); 

ce  qui  donne  pour  les  diviseurs  simples , abstraction  faite  du 
facteur  8, 

6,  3i  -f-  c,  — A,  — 36  — c. 

L’application  dé  la  méthode  aux  deux  diviseurs  36  -i-  e, 
— 36— c,  fait  reconnaître  que  — (36-f-c)est  racine  de  l'équa- 
tion (3),  et  par  conséquent  que  a = — ^ racine  tic 

l’équation  (3).  Donc  aa  -f-  3ô  + c est  diviseur  du  premier 
membre  de  celte  équation. 

En  cfiiectuant  la  division , on  obtient  pour  quotient , 

a* — 36*.  , . 


Donc  enfin , le  polynôme  proposé  peut  se  mettre  sous  la  forme 
(a  — 6-|-c)  (2a-f-36-f-c)  (a* — 36*). 

18.  Ces  exemples  suiBsent  pour  mettre  au  fait  de  la  recherche 
des  facteurs  du  premier  d^ré  d’un  polynôme  rationnel  et  en- 
tier. Quant  aux  diviseurs  du  second  degré  oïl  de  degrés  supé- 
rieurs, il  faudrait  employer  une  méthode  analogue  à celle  qui 
a été  établie  (n"  33q). 

An  reste,  il  arrive  souvent, dans  les  applications  particu- 
lières, que  quelques-unes  des  lettres  qui  entrent  dans  les  poly- 
nômes n’y  sont  élevées  qu’è  la  seconde  puissance;  et , dans  ce 
cas,  la  détermination  des  facteurs  ne  dépend  qne  de  la  résolu- 
tion d’une  équation  du  second  degré. 

Reprenons  l’exemple  traité  n°  16,  et  observons  que  la  lettrée 
u’ entre  qu’à  la  seconde  puissance  dans  le  polynôme. 

En  l’ordonnant  par  rapport  à cette  lettre , on  obtient 

(6*  - a6)c“  - ( 6*  -J-  n6“  — 3a’6  a'*  )c  -f-  o6^ — a*6’  - a*6  -f~a^zseo  • 

• 44 


Digilized  by  Google 


f)gO  NOTE. 

ol  il  sulTu-.'iit  de  résoudre  cette  équation  par  rapport  à c,  puis 
d’effectuer  toutes  les  o{>crntions  et  simplifications  auxquelles  on 
■serait  conduit;  mais,  avant  tout,  il  convient  de  s’assurer  s’il 
n’existerait  pas  un  diviseur  commun  à tous  les  coeflicietw.  fO" 
Or, le  coefficient  è*  — aA  revient  à h{b — a);  et  ilcstaUcdc 
reconnaître  que  l’hypollièse  6 — a t=  O,  ou  i=a,  anéantit  1i^ 
deux  autres  coefficiens;  dohe  6 — a est  diviseur  commun.  Kn  ,,  ^ 
supprimant  ce  facteur  dans  le  jMl^nomc,  on  trouve  pouc 
quotient,  . ' 

s » 

• bc' — (6*+2ai— a’)c-f*ai* — o*=o; 

d’où  l’on  déduit  immédiatement  ' ' 


ù*+2ai — 


26 


(6'‘+2où  — a*)*  {ab*  — a*) 

^46*  b ’ 


ou  réduisant  sous  le  radical  au  dénominateur  4^’j  développant  . 
les  calculs  et  extrayant  la  racine  carrée, 

i*+2nè — a*rt(è*4-a*) 

'•  . 1 — - . 

^ „ 2Ù*+2oi  , . 

Donc,i  .c  — — =i+n;  d’ou  c — ù — e = o; 

*206 — 2c*  nh — a*  „ , , , > 

. 2-c= ^ — == — g-r;douc6— ai  + n*=o. 

Ainsi  les  diviseurs  du  imlynome  proposé  sont 


b — a,  c—h — a,  cb — ab-\-a*, 

ou  a — b,  a — b-^e,  a’— aù-f-ic, 

< 

comme  on  l’avait  déjà  reconnu  n“  16. 

Le3*’excmple(n“i5)  peut  être  traite  de  la  même  manière;  car 
la  lettre  c n’entre  également  dans  le  pulyooinc  qu’à  la  seconde 
puissance.  On  sciait  conduit  à supprimer  d’abord  iecoefCcient 
a*— 2Ù'‘,coimuun  à tous  les  coellicieus.  i ' 


y é. 
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19,  Nous  trailorons  encore  un  exemple  asiez  remarquable 
(|u’oit  rencontre  daus  la  Géométrie  analytique. 

Soit  V équation 

(.  y* +x*—  cxY — (a* — c*)y“ — a*(x  — c)‘  =;  o. 

Gomme,  après  le  développement  du  premier  membre  de  celte 
équation , les  deux  lettres  a et  e n’y  entrent  qu  à la  seconde 
puissance,  on  peut  ordonner  indifféremment  par  rapport  à 
l’une  d’elles. 

Ordonnons , par  exemple,  suivant  la  lettre  c ) il  vient 

; — a*)c*— ax(y'*4-x*-’-a*)c-hy^+(*^-^-«*)>*  ' ^ 

^ -i-x* — o*x*c=:o, 

équation  que  l’on  peut  résoudre  par  rapport 'à  c.  Mais  véri- 
fions auparavant  si  qui  est  facteur  commun  aux 

deux  premiers, coefliciens  ne  diviserait  pas  également  le  coef- 
ficient de  c'.Or,  en  essayant  la  division,  on  trouve,  pour  quotient 
exact,  • 

Donc  l’équation  peut  se  mettre  sous  la  forme 

^ (y‘-F>c*— a*)  (c* — 2cx-j-y'*+x‘J  = o, 

ou  bien  (y»*  -f-x’  — a’)  (y^-f-x — c*)  s=  o ; ^ 

c’est-à-dire  que  le  premier  membre  est  décomposable  dans  le  • 
produit  de  deux  facteurs  rationnels  du  second  degré,  que  l’on 
doit  d’ailleurs  regarder  comme  des  facteurs  premiers. 

Si  l’on  ordonnait  le  polynôme  par  rapport  k la  lettre  x,  on 
ne  pourrait  appliquer  la  méthode  du  n*  9,  puisqu’elle  ne  donne 
que  les  facteurs  rationnels  dü  i*' degré,  et  que  par  le  fait,  le 
polynôme  n’est  décomposable  qu‘en  des  facteurs  premiers  du 
second  degré.  Mais  en  ordonnant  par  rapport  à y',  on  obtien- 
drait une  équation  du'4‘ degré,  résoluble  à la  manière  de  celles 
du  second  degré. 

N.  B.  L’équation  que  nous  venons  de  traiter  est  celle  du 
UEU  oiouiTniQüK  des  pieds  des  perpendiculaires  abaissées  du 
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V foytf  d’une  eUipæ  nir  la  fanante  considérée  dans  toutes  ses 
positions.  '1 

ao.  Enfin,  la  décompoiition  d’nn  polynôme  en  facteurs  ration- 
nels peut  être  fort  utile  dans  l’41imination  ; car  on  a \u  (n*  384) 
que, lorsqu’ on  est  panrenu  à dc(x>mposer  les  premiers  membres  de  • 
deux  équations  en  leurs  facteurs  simples,  la  détermination  des 
systèmes  de  valeurs  propres  à vérifier  ces  deux  équations,  æ 
réduit  à celle  des  systèmes  qui  correspondent  aux  combinaisons 
, deux  à deux  de  ces  facteurs  égalés  à séro. 
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